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Aufgabe | max. Pkt. | err. Pkt.
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4 10
5 10
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7 10
8 10
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Summe 90
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Aufgabe 1: Folgen und Reihen (10 Punkte)
1. Priifen Sie die Reihe

unter Verwendung des Quotientenkriteriums auf absolute Konvergenz.

2. Geben Sie die Reihe

1 2+4 8
5 15 45 135

in der Form ) 7 ;aj an und berechnen Sie den Wert dieser Reihe.

Loésung:
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Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe absolut konvergent.

2. Es handelt sich um eine geometrische Reihe mit Anfangsglied ag = % und
q= f% Daher gilt:



Aufgabe 2: Differentialrechnung in R (10 Punkte)

Fiir welche Werte von ¢t € R und s € R ist die folgende Funktion
f R— R,
tr+1 fir <1

x e f(z) =

f%zQ—s fir z>1

auch an der Stelle x=1 stetig und differenzierbar?

Losung:
Die Funktion ist an allen Stellen z # 1 fiir alle s,¢ € R stetig und differenzier-
bar. Fiir t = —1 und s = f% ist die Funktion auch an der Stelle x = 1 stetig

und differenzierbar.



Aufgabe 3: Optimierung im R" (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f : R® — R mit

(z1, T2, 73) = f(o1, T2, 23) = 307 + 223 + 23 .

Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extremstellen von f unter Einhaltung
der Nebenbedingungen

To+3r3=—-—4 und —x1 —x3=—-2.
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Losung: Die Funktion besitzt an der Stelle eine globale
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Minimalstelle.



Aufgabe 4: Differentialrechnung in R (10 Punkte)

1. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte, sofern diese existieren:
a)
sin(ma) — sin(5m)

lim
z—5 r—5

lim 1§($)
z—1 x4 —1

2. Geben Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen an und vereinfa-
chen Sie soweit wie moglich:

a)

Losung:
1.a) Mit Hilfe des Satzes von L’Hospital ergibt sich folgender Grenzwert:

lim sin(ma) — sin(5m) _
T—5 r—5

1.b) Mit Hilfe des Satzes von L’Hospital ergibt sich folgender Grenzwert:

lim In(z) = 1
e—1z22—1 2

f’(x) _ 637;2+1(_2x . 63:3)

2.b)

cos(2z — 1)
V/(sin(2z — 1) + 2)3

@) = -



Aufgabe 5: Approximationsverfahren (10 Punkte)

Gegeben sei die Funktion:

AR — R,
r = f(z)=V2r+2

a) Stellen Sie das Taylorpolynom 2. Grades von f mit Entwicklungspunkt
ro = 3 auf.

b) Berechnen Sie das Restglied Ro.3(4).

Lésung:

a) Das Taylorpolynom 2. Grades mit Entwicklungspunkt zo = 3 lautet:
1
Tg;g(l') =2+ *(‘f - 3) — —(x - 3)2

b) Es gilt:

Ra3(4) = £(4) — Ta,3(4) ~ 0,00166



Aufgabe 6: Kurvendiskussion (10 Punkte)
Gegeben sei die folgende Funktion:

f:R — R,
r = filz)=@—-k) - mitkeR

a) Berechnen Sie die Nullstellen von f in Abhéngigkeit von k.

b) Bestimmen Sie den lokalen Extrempunkt von f in Abhiingigkeit von k und
klassifizieren Sie diesen.

Lésung:

a) Aus der Bedingung
fr(x) = (x —k)-e 2 =0, folgt v = k.

b) Fiir die Ableitungen von f gilt:

filx) = e (1 — 2z + 2k)
/(z) = e 2 (—4 + 4z — 4k)

Extremstelle:

Aus der Bedingung

fi(z) = e 2*(1 — 2z +2k) = 0, folgt © = k + 3.

Es ist: f7(k+ 1) = —2e72*=1 < 0. D.h. fiir jedes k € R hat die Funktion
fi(z) ein lokales Maximum an der Stelle k + 3.

Lokaler Extrempunkt: (k + 1, 1e=2k~1)



Aufgabe 7: Integralrechnung in R (10 Punkte)

Berechnen Sie folgende Integrale:

a)

/Z(Ix|—3) dx:/OQ(—x—3) d$+/02(33—3) i

0 2
- {_1;52 - 33:] + {1x2 — 31':| =-8
2 L2 .

b) Man erhélt:

> ¢ 1 C 1
/ e dr = lim e dr = lim [—64_%] = 562
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Aufgabe 8: Differentialrechnung im R™ (10 Punkte)

Gegeben sei die Funktion

f:D — R,

JUZ

VY

mit D := {(z,y,2) € R3y > 0}. Bestimmen Sie den Gradienten von f. Be-
stimmen Sie zudem die Tangentialhyperebene von f an der Stelle (xq, yo, 20) =
(1,1,1).

(x,y,z) = f(ﬂ?,y,Z)Z +z

Losung: Gradient:

2z

Vi
22
gradf (X) = - W
1

Tangentialhyperebene an der Stelle (zo,yo0,20) = (1,1,1): f(1,1,1) =2
gradf(la 1a I)T = (27 7%3 1)

z—1
grad;(L,LL)T-| y—1 | =2(z-1)—3@y—-1)+1(z-1)
z—1
rz—1
. 1 1
t(x) = f(1,1,1) + grad;(1,1,1)" - | y—1 :2x—§y+z—§
z—1



Aufgabe 9: Optimierung im R" (10 Punkte)

Bestimmen Sie die stationédren Stellen der Funktion

f:R? — R,
(z,y) =  flz,y) = -2’ + 2z +4ay —y° — 1

und klassifizieren Sie diese.

Losung: Gradient:

—10z + 2 + 4y
grad(x) =
—2y + 4z

Setzt man den Gradienten Null, muss folgendes lineares Gleichungssystem gelost
werden:

—10z + 4y = -2
dr -2y =0

Fiir die stationére Stelle ergibt sich:

T 1
Y 2
Berechnung der Hessematrix:
—-10 4
Hy(z,y) =
4 =2

Die Definitheit der Hessematrix an der stationiren Stelle (1,2)7 wird mit Hilfe
des Hauptminorenkriteriums tiberpriift:
det H1(1,2) = —10 < 0 und det HQ(LQ) =4>0

Die Matrix H¢(z,y) ist negativ definit fiir alle (z,y) € R. Bei der stationéren
Stelle

handelt es sich somit um ein globales Maximum.
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