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Aufgabe | max. Pkt. | err. Pkt.
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2 10
3 10
4 10
5 10
6 10
7 10
8 10
9 10

Summe 90

Note




Aufgabe 1: Folgen und Reihen (10 Punkte)
1. Geben Sie die Reihe

4 8 16
+

32
11

55 215 1375
in der Form ) °  a, an und berechnen Sie den Wert dieser Reihe.

2. Priifen Sie die Reihe

o0

Z 2n7irl

n=0

unter Verwendung des Quotientenkriteriums auf absolute Konvergenz.

Losung:

1. Es handelt sich um eine geometrische Reihe mit Anfangsglied ap = 77 und
Quotient ¢ = % Daher gilt:

oo
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—11 \5) 33
2. Mit dem Quotientenkriterium folgt:
L B O
on+2 n n—oo 2
~ 1l
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Damit ist die Reihe Y~ snrr absolut konvergent.



Aufgabe 2: Differentialrechnung in R (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

In(z? +1,52) +a fir z<-2a€R

z3+m2+z+6
2x+4

x e f(z) =

fir x> —2.

Zeigen Sie, dass die Funktion f fiir a = 2 nicht stetig ist. Wie miisste a gew&hlt
werden, damit die Funktion f stetig ist?

Losung: Fiir a = 2 gilt:
1%]@12(11(1@2 +1,52) +2) =2 = f(-2)
B +a?+z+6 322 + 2z + 1
lim ————— = lim ——— =4 -2
TN R A #1(-2)
Da die Funktion f fiir a = 2 an der Stelle x = —2 nicht rechtsseitig stetig ist, ist
die Funktion f an der Stelle x = —2 nicht stetig. Fiir a = 4,5 wére die Funktion
f auch an der Stelle x = —2 rechtsseitig stetig und somit auch insgesamt stetig.



Aufgabe 3: Differentialrechnung in R (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R\{4} — R mit

1

a:b—>f(x):x_4.

a) Geben Sie die erste Ableitung der Funktion f an.
. . _ flz+Az)—f(x
b) Berechnen und vereinfachen Sie p(Az) = %.

c¢) Berechnen Sie lima 0 p(Ax).

Losung:

a) Fiir die Ableitung ergibt sich f/(z) = —ﬁ.

b) Es gilt:

1 1
A _ z+Az—4 x—4
p(Az) = ==———
1

(x+ Az —4)(x —4)

c¢) Fir den Grenzwert ergibt sich:

Aim e(Ae) = =7



Aufgabe 4: Approximationsverfahren (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: D — R,

= f(x) =2vV22+7

mit D := {z € Rlz > —1}.
Geben Sie das TAYLOR-Polynom 3. Grades 1.5, () mit dem Entwicklungspunkt
xo = 1 an und berechnen Sie f(2) ndherungsweise anhand von T3 (2).

Losung: TAYLOR-Polynom 3. Grades:

Tya(2) =64 (2 1)~ o (@~ )P 4 5o (= 1)°

T3;1<2) = %



Aufgabe 5: Grenzwerte (10 Punkte)
Bestimmen Sie folgende Grenzwerte, sofern sie existieren:
a)

1* -1
im ————
z—0 sin(z) — x

b)
. 1022 —8x + 77
lim ————
T—00 3625”
Lésung:
a) Es gilt:
) ¥ -1
lim — =0
0 sin(x) — x
b) Es gilt:
. 1022 —8x + 77
lim ——— =0
T—00 3e2z



Aufgabe 6: Kurvendiskussion (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

f(z) = 2* — 252% — 162 + 70.

Bestimmen Sie mit Hilfe des Newton-Verfahrens ndaherungsweise einen Extrem-
punkt der Funktion f und klassifizieren Sie diesen. Verwenden Sie dabei den
Startwert zg = 0 und fithren Sie drei Iterationen durch. Runden Sie Thre Ergeb-
nisse auf vier Nachkommastellen genau.

Losung: Ansatz:

43 — 501, — 16
Tp4l =Ty — ———5———

1222 — 50

Nullstelle von f/(z)
T 0,0000
T -0,3200
25 20,3227
3 -0,3227

Mit der zweiten Ableitung ergibt sich f”(—0,3227) ~ —48,7504.
Somit handelt es sich bei (—0,3227;72,5707) um einen lokalen Hochpunkt.



Aufgabe 7: Integralrechnung in R (10 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden RIEM ANN-Integrale:

a)

o0
+ .
/ ar ada: mit a € Z
1

4
b)
/6x2(cos(x3 —5)) dx
Losung:
a) Es gilt:
“ar+a a a
J = i[5 - 5],
5
6

b) Substituiere:

du

== — 32

dx .
1

Mit der Substitution erhilt man:

/6x2(c0s(:c3 —5)) de =2sin(z® - 5)+C, CeR



Aufgabe 8: Differentialrechnung im R™ (10 Punkte)

Bestimmen Sie fiir die Funktion f : (0,00)? — R mit
(z,9) = f(z,y) = 3" + In (2?)

den Gradienten und die HESSE-Matrix an der Stelle (z,y) = (2, 1).

Losung: Fiir den Gradienten gilt:

3ye® + %

3xre®Y

grad f(z,y) =

Die HESSE-Matrix ergibt sich zu:

3y2e”V — 17% 3e®Y 4 3xye™?

Hy(z,y) = ,
3e™Y 4 3zye™V 3x<e™

Damit erhéalt man die Losungen:

3e2 +1
grad f(2,1) =
6e?
und
e2 — 1 32
H/(2,1) =3 6
3e? 4e?



Aufgabe 9: Optimierung im R" (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

(z,y) = f(z,y) = —102% + 4z + 22y — y* — 100.

Zeigen Sie, dass die Funktion f ein globales Maximum besitzt.

Losung: Der Gradient lautet:

—202 + 4+ 2y
grad;(z,y) =
2z — 2y
Somit lautet die stationére Stelle:
) _ 3
y 5
Fiir die Hessematrix ergibt sich:
-20 2
H; (z,y) =
2 -2
Bei der stationéren Stelle (z,y)” = (2, 2)” handelt es sich um ein globales

Maximum.
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