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Aufgabe 1: Folgen und Reihen (10 Punkte)

a) Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (a,)nen fiir 0 < ¢ < 1 mit:

9n+6n3—4n on—4 2¢"
Gp = — - =
9 nt +7n 8n n2

b) Ein Unternehmen produziert ap = 320 Einheiten eines Gutes im ersten
Jahr und steigert die Produktion in jedem der folgenden Jahre um 40
FEinheiten.

1. Wie viele Einheiten werden im 15. Jahr produziert?

2. Wie grof} ist die Gesamtproduktionsmenge innerhalb der ersten 15
Jahren?

3. Wie viele Einheiten werden von dem 10. bis zum einschliefllich 15.
Jahr produziert?

Losung:

a) Fiir den Grenzwert ergibt sich:

0 =Ty
b) 1. Es gilt:
a14 = 880
2. Es gilt:
514 = 9000
3. Es gilt:
S14 — Sg = 4000



Aufgabe 2: Differentialrechnung in R (5 Punkte)
Geben Sie die erste Ableitung der Funktion f : (%, oo) — R mit

xﬁf(x)zln(;iji)

an und vereinfachen Sie sie soweit wie moglich.

Losung:
Es gilt:



Aufgabe 3: Differentialrechnung im R™ (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R% — Ry mit
(x1,229) +—  f(z1,22) = —Zx% — x% + 2129 + 1421 + 729 + 50.
a) Zeigen Sie, dass (z1,z2) = (5,6) eine globale Maximalstelle von f ist.

b) Wie éndert sich ndherungsweise die Funktion f, wenn sich (z1,x2) = (6, 6)
auf (z1,22) = (5,6) dndert? Verwenden Sie fiir Thre Approximation das
totale Differential.

Losung:

a) Fiir die partiellen Ableitungen von f(x1,x9) gilt:

0
O @122 | g oy g 14
811
0
7f(x17x2) =29+ +7
61'2
Einsetzen von (z1,22) = (5, 6) in die partiellen Ableitungen liefert %‘516) =

9756 — (). Somit handelt es sich bei (x1,22) = (5,6) um eine stationire

(97:2
Stelle der Funktion f.
Die Hesse-Matrix von f(z1,x2) ist gegeben durch:

—4 1
1 -2

Hf(xlaaj?) =

Da Hy(z1,z2) fiir alle (z1, x2) € R? negativ definit ist, handelt es sich bei
(z1,22) = (5,6) um eine globale Maximalstelle von f.

b) Der approximative Anderungswert ergibt sich zu:

df (6,6) ~ 4



Aufgabe 4: Differentialrechnung in R (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R — R,

fa) 2?2 —In(a) fir z<1 abs 0
T — f(xr) = mit a,0 > 0.
23 —bln(z) fir z>1

Bestimmen Sie die Parameter a und b derart, dass f eine stetige und differen-
zierbare Funktion ist.

Losung: Es gilt:

lim f(z) =1 —In(a)

o1
lim f(z) =1
Daraus folgt:
a=1
Weiterhin gilt:
lim f/(«) = 2

. / _ o
lrlirllf(x)—?) b

Daraus folgt, dass f stetig und differenzierbar ist fiir a = b = 1.



Aufgabe 5: Kurvendiskussion (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Newton-Verfahrens niherungsweise eine Null-
stelle der Funktion f. Verwenden Sie dabei den Startwert zp = 1 und
fithren Sie vier Iterationen durch. Runden Sie Thre Ergebnisse auf vier
Nachkommastellen genau.

b) Bestimmen Sie die Wendestellen der Funktion f und klassifizieren Sie
diese.

Losung:

a) Ansatz:
1.5 _ 8.3
20%n ~ 3%n + In
1.4 _ g2

1Tn —8xs + 1

T

Tn+1 = Tp —

Nullstelle von f(z)
xo 1,0000
o 0,7605
To 0,6477
3 0,6169
T4 0,6146

b) Die dritte Ableitung lautet:

" (x) =32% — 16

Durch Nullsetzen der zweiten Ableitung erhélt man die drei Wendestellen:
T = 0,1‘2 = —4,373 =4

Mit Hilfe der dritten Ableitung folgt, dass 1 = 0 eine konvex/konkav
Wendestelle ist und dass zo = —4,23 = 4 konkav/konvex Wendestellen
von f sind.



Aufgabe 6: Approximationsverfahren (10 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit

x— flx) = 2"

Geben Sie das TAYLOR-Polynom 3. Grades 15,5, () mit dem Entwicklungspunkt
zg =1 an.

Loésung: TAYLOR-Polynom 3. Grades:

2
T34 (%) = 2e + de(x — 1) + 6e(z — 1)* + goe(a: —1)3



Aufgabe 7: Integralrechnung (10 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a)
/5:04 In(7z) dz= mit z >0
b)
1 %‘n’ ey
——— dad
/0 /0 cos?(x) vy
Losung:

a) Unter Verwendung der partiellen Integration folgt:
/5:04 In(7z) doe = 2° In(7z) — /:z:4dx

1
=P (111(733) - 5) +¢, ceR

b) Es gilt:

1 pinm eV 1 1
/0 /0 o2 () dazdy /0 [tan(z)e’]d" dy

=e—1



Aufgabe 8: Differentialrechnung im R™ (10 Punkte)
Bestimmen Sie fiir die Funktion f: D — R,
(z,y,2) = f(x,y,2) = 5a’y + Ta°e? — 3yIn(2)

mit D := {(z,y,2) € R®]z > 0} den Gradienten und die Hesse-Matrix. Bestim-
men Sie zudem die Tangentialhyperebene von f an der Stelle (1,0, 1).

Loésung: Es gilt:
1522y + 14xeY

grad;(z,y,2) = | 52 + T2%e¥ — 31n(2)
_3y
30xy + 14e¥ 1522 + 14we¥ 0
Hy(z,y,2) = | 1522 + 14ze? Ta2eY _3
0 _3 3y
z 22

ti(z,y,2) =14+ 12y — 7



Aufgabe 9: Optimierung im R" (15 Punkte)
Gegeben sei die reellwertige Funktion f : (0,00)? — R mit
(z,y) = fla,y) = 2° + 4oy
und die Nebenbedingung
g(z,y) =z+y—162=0.

Zeigen Sie mit Hilfe des LAGRANGE-Verfahrens, dass die Funktion f eine globale
Maximalstelle besitzt.

Loésung: Die LAGRANGE-Funktion ergibt sich zu:
L(z,y,\) = 2% + dzy + Mz +y — 162)
Es ergibt sich eine stationére Stelle bei (z,y) = (108, 54) mit A = —432.

Fiir die Jacobi-Matrix gilt nun:

Jg(xay) = (L 1)
Um zu iiberpriifen, ob es sich bei der stationdren Stelle wirklich um eine Extre-
malstelle handelt, wird die gerdnderte Hesse-Matrix gebildet:
1 1

Hp(-432,2,y) = 4
0

= = O

2

4

Bei n = 2 Variablen muss wegen n — k = 1 nur der letzte Hauptminor von

H; (—432,z,y) berechnet werden. Mit der Regel von Sarrus erhilt man:
det(Hr(—432,2,9)) =6 >0

Somit ist die stationiire Stelle (z,y) = (108, 54) eine lokale Maximalstelle. Da
(z,y) = (108,54) die einzige stationire Stelle ist, handelt es sich bei (z,y) =
(108, 54) sogar um eine globale Maximalstelle der Funktion f unter der Neben-
bedingung g.
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