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Aufgabe 1 (11 Punkte):

Begründen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren und berechnen Sie wenn
möglich Ihren Grenzwert:
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c)

∞∑
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Lösung:

a) Es gilt

∞∑
k=0

2

3
·
(4

5

)k
=

10

3

b) Die Reihe ist nicht konvergent.

c) Mit Hilfe des Quotientenkriteriums ergibt sich:∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ =
1

k + 1
< 1 für alle k > 0

Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe konvergent.
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Aufgabe 2 (13 Punkte):

Gegeben sei die Funktion f : R→ R,

x 7→ f(x) =

 x2 − ln(a) für x ≤ 2

x3 − 6bx für x > 2
mit a, b > 0.

Bestimmen Sie die Parameter a und b derart, dass f eine stetige und differen-
zierbare Funktion ist.

Lösung: f ist stetig und differenzierbar für:

b =
4

3
und a = e12
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Aufgabe 3 (19 Punkte):

Gegeben sei die Funktion

f : [−3, 3] → R ,

x 7→ f(x) := −1

4
x4 + 2x2 +

1

2
.

a) Skizzieren Sie die Funktion f in einem kartesischen Koordinatensystem.

b) Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f mit Hilfe eines Näherungsverfahrens
auf vier Nachkommastellen genau.

c) Bestimmen Sie alle vorhandenen globalen und lokalen Extremstellen der
Funktion f und klassifizieren Sie diese.

Lösung:

a) Skizze: (3 Punkte)

−3 −2 −1 1 2 3

2

4

x

f(x)

b) Die Nullstellen ergeben sich zu x1,2 = ±2,871.

c) Die Funktion besitzt globale Hochpunkte an den Stellen x1 = −2 und
x2 = 2, einen lokalen Tiefpunkt an der Stelle x3 = 0 und zwei globale
Tiefpunkte an den Stellen x4 = −3 und x5 = 3.
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Aufgabe 4 (12 Punkte):

Geben Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen an und vereinfachen
Sie diese soweit wie möglich:

a)

f : (2,∞) → R ,

x 7→ f(x) := ln

(
x + 2

x2 − 4

)
b)

g : R → R ,

a 7→ g(a) := a2 · ln(xa)

mit x > 0, x 6= 1

Lösung:

a)

f ′(x) = − 1

x− 2
· 1

b)

g′(a) = 3a2 · ln(x)
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Aufgabe 5 (17 Punkte):

Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) ∫ 2

1

x3 ln(x2) dx mit x > 0

b) ∫ 1

0

∫ 2

0

xey dxdy

Lösung:

a) ∫ 2

1

x3 ln(x2) dx ≈ 3, 67

b) ∫ 1

0

∫ 2

0

xey dxdy = 3,4366
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Aufgabe 6 (9 Punkte):

Bestimmen Sie für die Funktion

f : (0,∞)× R2 → R, (x, y, z) 7→ 4x3yz2 − eyz − ln(
√
x)

den Gradienten und die Hesse-Matrix.

Lösung: Es gilt:

grad f(x, y, z) =


12x2yz2 − 1

2x

4x3z2 − zeyz

8x3yz − yeyz



Hf (x, y, z) =


24xyz2 + 1

2x2 12x2z2 24x2yz

12x2z2 −z2eyz 8x3z − (1 + yz)eyz

24x2yz 8x3z − (1 + yz)eyz 8x3y − y2eyz
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Aufgabe 7 (9 Punkte):

Gegeben sei die Funktion f : R3 −→ R mit

f(x, y, z) := 2x2 + 6y2 + 4z2

und den Nebenbedingungen

−8x− 24y = 160 und − 12y − 24z = −240 .

a) Bestätigen Sie mit Hilfe des Lagrange-Verfahrens, dass für die stationäre
Stelle von f unter Einhaltung der Nebenbedingungen

x0

y0

z0

 =


−8

−4

12


gilt.

b) Begründen Sie, warum es sich bei f um eine konvexe Funktion handelt.

c) Klassifizieren Sie die in Aufgabenteil a) gegebene stationäre Stelle.

Lösung:

a) Nullsetzen der partiellen Ableitungen und Einsetzen von x = −8, y = −4
und z = 12 bestätigt die stationäre Stelle (x0, y0, z0).

b) Die Hessematrix ist für alle x, y, z ∈ R positiv definit und somit ist die
Funktion f konvex.

c) Da es sich um eine konvexe Funktion handelt, ist die stationäre Stelle ein
globaler Tiefpunkt.

8


