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Aufgabe | max. Pkt. | err. Pkt.
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2 10
3 10
4 10
5 10
6 10
7 10
8 10
9 10

Summe 90

Note




Aufgabe 1: Aussagenlogik - Mengenlehre (10 Punkte)

Aufgabe 1.1.
Priifen Sie mit Hilfe einer Wahrheitstafel, ob es sich bei der folgenden Aussage

(A= B)A(=B)) = (-4)

um eine Tautologie, eine Kontradiktion oder eine Kontingenz handelt.

Aufgabe 1.2.

Widerlegen Sie die folgende Gleichung fiir drei Mengen A, B und C' mit Hilfe
eines Gegenbeispiels:

(A\(BUC)) = (A\B) U (A\C)

Loésung 1.1: Es handelt sich um eine Tautologie.
Losung 1.2: Seien beispielsweise A = {a,b}, B = {b,c} und C = {a, c}.
Dann ist (A\(BUC) ={ } # (A\B) U (A\C) = {a,b}.



Aufgabe 2: Komplexe Zahlen (10 Punkte)
Aufgabe 2.1.
Gegeben sei die komplexe Zahl

2 =2V3+2i

in algebraischer Form. Geben Sie z in trigonometrischer und exponentieller Dar-
stellung an.

Aufgabe 2.2.

Bestimmen Sie a € R, so dass der Ausdruck

4— 061
24 at

eine reelle Zahl ist, und geben Sie diese Zahl explizit an.

Losung 2.1: Es gilt:

r=4
1
T = =7
6

Die trigonometrische Darstellung ergibt sich damit zu:

1 1
z = 4 cos (7r> + 47 - sin <7T)
6 6

Die exponentielle Darstellung kann angegeben werden zu:
2 = 4™
Losung 2.2: Es gilt:

4-6i  8—6a—i(da+12)
2+ai 4+ g2

Der Ausdruck ist fiir a = —3 reell und betragt 2.



Aufgabe 3: Surjektivitit und Injektivitit (10 Punkte)
Gegeben sei die folgende Abbildung mit nicht leeren Mengen D und E:
f:D—FE
r— f(zr)=322+9
a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f fir D = E = R.
b) Bestimmen Sie D und F derart, dass f bijektiv ist.

¢) Bestimmen Sie fiir den bijektiven Fall die Umkehrfunktion von f.

Losung
b) Fiir beispielsweise D = [0,00) und E = [9, 00) ist f bijektiv.
c¢) Die Umkehrfunktion fiir D = [9, 00) und E = [0, c0) lautet:

f"L:E—=D

z e flz) = $-3



Aufgabe 4: Lineare Unterrdume (10 Punkte)

Priifen Sie folgende Mengen auf Abgeschlossenheit bzgl. der Addition und ska-
laren Multiplikation. Bestimmen Sie, ob es sich bei den Mengen um reelle Vek-
torrdume handelt.

My x,y,zGR,zQ:yz

I
<

M, r,y,z€Rx+y+2=0

|
<

Losung

a)

b)

M ist kein reeller Vektorraum, denn die Menge ist bzgl. der Addition
nicht abgeschlossen.

M5 ist ein reeller Vektorraum, denn die Menge ist bzgl. der Addition und
der skalaren Multiplikation abgeschlossen. Es gilt:

T1 T2 1+ x2

yi [ty | =yt | €M

z1 %2 z1 + 22

eM; eM;

Denn es gilt:
i+ xot+yi+y+z1t+ze=r1+y1+21+T2+y2s+20=0

=0 =0
Sei A € R, dann gilt:
T Ax
Myl =1y | €M
z Az

€M

Denn es gilt: Ao + Ay+ Az =Xz +y+2)=0
———

=0



Aufgabe 5: Vollstindige Induktion (10 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe vollstdndiger Induktion, dass fiir alle n > 2 die Produkt-

gleichung
- 1 1
II (1 _ _2) _n+l
1 2n

1=2

gilt. Ist die Gleichung auch fiir n = 1 giiltig?

Losung: Induktionsanfang (n = 2):

2 1 1 3 2+1
i2 44 2.2

=2

Induktionsschluss (n — n + 1):
Zu zeigen ist:
g 1 n+2
H(t-%) =557
- i? 2(n+1)
n+1
1
I1(1-5)-1I

=2 '7_12 (1 - 212> ’ (1 - mll)Q)
()
a2

2(n+1)

Ansatz:

Die Gleichung gilt auch fiir n = 1, da das Produkt iiber eine leere Indexmenge
per Definition 1 ist.



Aufgabe 6: Determinanten (10 Punkte)

Gegeben sei die Matrix

mit a € R.
a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix A in Abhéngigkeit von a.

b) Berechnen Sie det (7A3) und det (AT+AT)71 fir a« = 1. Falls Sie
in Aufgabenteil a) zu keinem Ergebnis gekommen sind, so nehmen Sie
det(A) = —3 an.

c¢) Fiur welche a € R ist die Matrix A singulér?

Loésung:
a) Die Determinante lautet:

det(A) = 10a® — 16a — 2

b) Fiir a =1 ist det(A) = —8. Es gilt:

det (—A®) =512
1

T -1 _ 1
det(A +A) =198

c¢) Die Matrix A ist fiir a; /5 = % + %\/21 singular.



Aufgabe 7: Inverse einer Matrix (10 Punkte)

Gegeben seien die Matrizen

3 2 6 t -2 0
A= 1 1 3 B=| -4 3 -3 [,teR
-3 -2 -5 t 0 ot

a) Berechnen Sie AB.

b) Fiir welches ¢t € R ist die Matrix B die inverse Matrix von A? Geben Sie
die Inverse an.

c¢) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b mit b = (-1,2,1)7.

Lésung
a)
3 2 6 t -2 0 9% -8 0 —6+6¢
AB = 1 1 3 -4 3 =3 |=| 4t-4 1 -3+3t
-3 -2 -5 t 0 t —8+8 0 6-—5t

b) Ansatz: AB=E

9%—-8 0 —6+6t 1 00
44-4 1 =3+3t |=]1 0 1 0
—8t+8 0 6—5¢ 0 0 1

Somit ist fiir ¢t = 1 die Matrix B die Inverse von A.

Fiir die Inverse von A ergibt sich:

1 -2 0
A= -4 3 -3
1 0 1

man:



Aufgabe 8: Lineares Gleichungssystem (10 Punkte)
Gegeben sei folgendes Gleichungssystem:

2r1 + 4dry Haxz =5
31 + (a+5)ze + x5 =7
T, + 2v9 +axs =3

a) Fiir welche a € R besitzt das Lineare Gleichungssystem genau eine Losung,
keine Losung bzw. unendlich viele Losungen?

b) Bestimmen Sie fiir a = 2 die Losungsmenge des Linearen Gleichungssys-
tems.

Losung

a) Zur Losung des Gleichungssystems wird hier der Gausssche Algorithmus

verwendet.
2 4 alb (1)
3 a+b5 1|7 (2)
1 2 al3 (3)
2 4 a 5 (1) = (1)
0 2—2a¢ 3a—2| 1 [ (2)=31)-2-(2)
0 0 —a | —1 3)=1)-2-(3)
Fallunterscheidung

Fall 1: Fiir a = 0 besitzt das Lineare Gleichungssystem keine Losung.
Fall 2: Fiir a # 0 und a # 1 besitzt das Lineare Gleichungssystem genau
eine Losung.

Fall 3: Fiir a = 1 besitzt das Lineare Gleichungssystem unendlich viele
Losungen.

b) Die Losungsmenge ist:

—_

NI= M=



Aufgabe 9: Quadratische Formen (10 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

2 0 1
A= 0o 2 2 mit a € R.
1 2 a

a) Bestimmen Sie die zu A gehérige quadratische Form ¢(x) = xT Ax.

b) Bestimmen Sie die Hauptunterdeterminanten von A. Fiir welche a € R ist
A positiv definit?

5

c) Sei a = 5. Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A. Geben Sie auf
Basis Threr Ergebnisse (d.h. ohne Rechnung) die Determinante von A an
und begriinden Sie, ob die Matrix invertierbar ist oder nicht.

Losung:
a) Es gilt:
q(x) = xT Ax = 227 + 223 + aa? + 22,23 + daows
b) Die Hauptunterdeterminanten lauten:

det(H;) = 2 >0
det(Hz) = 4 >0
det(H3) = 4a—10

Fiir a > % ist die Matrix A positiv definit.

c) Das charakteristische Polynom Pa () der Matrix A ergibt sich zu:

2—-A 0 1

Aus Pa(X) = 0 folgt:

—/\()\2—12?’)\4—9) =0

Somit sind A\ = 0, Ay = % und A3 = 2 Eigenwerte von A. Da ein Eigenwert
gleich 0 ist, ist die Determinante von A ebenfalls gleich 0 und damit die
Matrix nicht invertierbar.

10



