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Ubungsaufgaben

1) Es gelte X ~ Exp(4) mit A > 0 und

A
g: Ry — Ry, x+— g(x) :=aexp <7x) —a

mit a,b > 0. Bestimmen Sie die Dichte und die Verteilung der transformierten
Zufallsvariablen

Y :=g(X).
2) Fiir die Einzelschadenhohe gelte
Yy:=z"'  mit Z~T(a,B)
und o > 1 sowie

X|Y =y ~Exp(1/y).

a) Bestimmen Sie die Dichte und den Erwartungswert von Y.
b) Bestimmen Sie die (unbedingte) Verteilung von X (Hinweis: Verwenden
Sie das Ergebnis aus Aufgabenteil a)).
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3)

4)

5%)

Die Einzelschadenhohe Y habe die Dichtefunktion

WO 0 g
fy(y|9):yr+le Y fiiry >0,

wobei die Verteilung des Parameters 6 die Dichtefunktion

To—1
w(0) = 20 ~(0/p)

BT (ar) fir 6 >0

besitzt. Berechnen Sie die unbedingte Dichte fy von Y, d.h. die Dichte der ge-
mischten Einzelschadenhohenverteilung Fy (Hinweis: Verwenden Sie hierzu
[(a+1)=al(a) = [y z%e *dz fir o0 > 0).

Weisen Sie fiir die beiden folgenden Verteilungen explizit nach, dass es sich
um Heavy-Tail-Verteilungen handelt:

a) Par(a,A) mit ,A >0
b) Weibull(a,b) mita < 1und b >0

Es gelte Y ~ LN(u,62). Bestimmen Sie die Mean-excess-Funktion
ey : (0,00) — R, u > ey(u) =E[Y —ulY > u]

der Schadenhohenverteilung Fy.
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6) Der Zufallsvektor X = (X1,X>)T besitze eine bivariate Normalverteilung mit
dem Erwartungswertvektor und der Varianz-Kovarianzmatrix

0 1 05
n= <1) bzw. Y= <O,5 ) > .

Bestimmen Sie die Verteilung der affin-linearen Transformation AX + b mit

1 2 1
A= (3 4) und b= (2) .
7) Gegeben sei der bivariate Zufallsvektor X = (X{,X,)7 mit der Dichtefunktion

1 ( xf—!—x%)

exp | — =52 falls xjxp >0

) = {" AT . )
0 sonst

Erldutern Sie, ob es sich bei (1) um die Dichtefunktion einer bivariaten Nor-
malverteilung handelt. Bestimmen Sie ferner die Randdichtefunktionen fy, und
fx, und kommentieren Sie das Ergebnis.

8) Der Zufallsvektor X = (X, 7XZ)T besitze eine bivariate Normalverteilung.
_ fx(rx)

fro(2)
Erwartungswert E[X; |X;] und die bedingte Varianz Var(X;|X>).

Berechnen Sie die bedingte Dichtefunktion fx (x; |x2) den bedingten
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9)

10)

11)

12)

Zeigen Sie mit Hilfe der Faltungsformel, dass im kollektiven Modell fiir die
bedingte zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung Fg(s|S > 0) und deren
Dichte fs(s[S > 0)

Fs(s|S > 0) = m Y F(s)- BN =n)
bzw. neN

£5(s]8 > 0) = m Y f(s) BN =n)
fiir s > 0 gilt. e

Fiir den empirischen Mittelwert und die empirische Standardabweichung der
Schadenanzahl N und Einzelschadenhdhen Y im kollektiven Modell gelte 6,7
und 2,3 bzw. 179247 und 52141. Bestimmen Sie damit Schétzungen fiir Erwar-
tungswert und Varianz der zusammengesetzten Gesamtschadenverteilung Fs.
Es seien die Annahmen des kollektiven Modells erfiillt mit N ~ Geo(p) und

Y ~ Exp(A). Berechnen Sie mit Hilfe des Ergebnisses aus Ubungsaufgabe 9
fs(s|S > 0) sowie Fg(s|S > 0) und damit die zusammengesetzte Gesamtscha-
denverteilung F(s).

Die Zufallsvariable S sei zusammengesetzt Poisson-verteilt mit A = 100 und
Y ~ Par(4,1500).
Berechnen Sie E[S], Var(S) und Vko(S).
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13) Ein Betrieb besitzt den folgenden Fahrzeugpark:

l Fahrzeugart H Anzahl ‘
Personenwagen 40
Lieferwagen 30
Lastwagen 10
Gesamt 80
Uber die Schiden sind folgende Kennzahlen bekannt:
Fahrzeugart Frequenz Durchschnittliche Vko der
i in %o Schadenhohe in CHF ~ Schadenhohe
1 | Personenwagen 250 2000 2,5
2 | Lieferwagen 230 1700 2,0
3 | Lastwagen 190 4000 3.0

Die Schadenanzahlen N; seien IT(A;)-verteilt und von den Schadenhdhen Y;
stochastisch unabhéngig. Ferner seien die Schadenanzahlen und die Einzel-
schadenhdhen in unterschiedlichen Fahrzeugarten stochastisch unabhéngig.
a) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung des
Gesamtschadens S = ):?:1 Si.
b) Ermitteln Sie die Primie fiir das Gesamtrisiko S geméfl dem Varianz-
prinzip 7(S) = E[S] + aVar(S) mit einem Loading-Faktor o = 3-107°
Wie groB ist das Loading auf der reinen Risikopriamie E[S] in %.
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14) Durch die unabhiingigen und zusammengesetzt Poisson-verteilten
Zufallsvariablen
Ny N, Ns
S1 = Z U,', Sz = ZVi und S3 = ZW,’

i=1 i=1 i=1

sei jeweils der Gesamtschaden von drei Versicherungsportfolios gegeben. Fiir
die Parameter A; der Poisson-Verteilungen der Schadenanzahlen N; mit
i=1,2,3 gelte A =4, A, =2 und A3 = 6. Die Verteilungsfunktionen F; der
Einzelschadenhohen U,V und W seien durch die folgende Tabelle gegeben:

| s [[PU=s) PV=s PW=s) |

200 0,5 0,0 0,2
300 0,3 0,3 0,3
400 0,2 0,4 0,3
500 0,0 0,3 0,1
600 0,0 0,0 0,1

Berechnen Sie die Mischverteilung F der Einzelschadenhthen, die Wahr-
scheinlichkeit P(S < 400) sowie die Momente E[S] und Var(S) fiir den
aggregierten Gesamtschaden

S:=81+85+S3.

©2017 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement . Ubungsaufeaben °



Ubungsaufgaben

15)

16)

Betrachtet wird ein kollektives Modell mit IT(2)-verteilter Schadenanzahl N
und fiir die Verteilungsfunktion der Einzelschadenhdhen Y gelte

0,6-041 fiiri=1,2,3,...
()= { .
0 sonst

Berechnen Sie mit Hilfe des Panjer-Algorithmus fs (/) fiir /=0, 1,2, 3.

Der Gesamtschaden S sei zusammengesetzt Poisson-verteilt mit Parameter
A =2 und der Gesamtschaden S5 sei zusammengesetzt negativ Binomial-ver-
teilt mit den Parametern r = 2 und p = 0,5. Fiir die Verteilungsfunktion der
Einzelschadenhohen Y gelte in beiden Fillen

fr(1) =04, fr(2)=035 und fy(3)=025.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten
P(S1+S,=1) fir [=0,1,2,3

unter der Annahme, dass die beiden Gesamtschdden S| und S, stochastisch
unabhingig sind.
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17%*) Berechnen Sie mit Hilfe von R und der FFT fiir die

a) zusammengesetzte Binomial-Verteilung,

b) zusammengesetzte Poisson-Verteilung und

¢) zusammengesetzte negative Binomialverteilung
jeweils fs(s) und Fs(s). Fiir die Schadenanzahl N gelte dabei:

a) E[N]= np 4 mitn=20und p =0,2

b) E[N]=

¢) E[N]= ( )r/p 4mitr=4undp=0,5

In allen drei Fillen gelte fiir die Einzelschadenh6hen
Y ~LN(4,4).

Stellen Sie fs(s) und F(s) fiir die drei zusammengesetzten Gesamtschaden-
verteilungen jeweils in einer gemeinsamen Abbildung dar. Welche Beobach-
tung ldsst sich machen?
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18) Betrachtet wird ein Gesamtunternehmen X = ):?:1 Xj, das aus den drei
Geschiiftsbereichen X, X,, X3 besteht. Fiir den Zufallsvektor X = (X1, X5, X3)7
gelte

X~ N(u, ),
wobei die Momente

p=(10,5,5)T, Var(X,) = 144, Var(X,) = 6,25, Var(X3) = 56,25

und die Korrelationsmatrix

1 05 0
R=(05 1 o0
0 0 1

bekannt seien.

a) Bestimmen Sie die Varianz-Kovarianzmatrix 3 von X.

b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

¢) Ermitteln Sie fiir die drei einzelnen Geschiftsbereiche X, X;,X3 und das
Gesamtunternehmen X jeweils den Value-at-Risk und den
Expected-Shortfall zum Sicherheitsniveau g = 99,5%.
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19) Ermitteln Sie fiir das Risiko X mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

0,80 firc=0

0,12 fiirc =50
P(X=c)= 40,04 fiirc=80

0,02 fiirc=90

0,02 fiir c =100

anhand einer Skizze fiir die Verteilungsfunktion Fy(x) den Value-at-Risk zu
den Sicherheitsniveaus g = 0,95;0,96;0,98 und 0,99.

20) Esseic € (0,1) und X ein Risiko mit der Verteilungsfunktion

0 firx<O
Fx(x)=< cx firxel0,1).
1 fiirx>1

a) Bestimmen Sie den Value-at-Risk VaR, (X) zum Sicherheitsniveau
q € (0,1).

b) Bestimmen Sie den Expected-Shortfall ES,(X) zum Sicherheitsniveau
q € (0,0).
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21%*) Es sei X ein Exponential-verteiltes Risiko mit dem Parameter A > 0. D.h. X
besitzt die Dichtefunktion

Ae A fiirx>0
fx(x) = { .
0 sonst

Berechnen Sie
a) analytisch den Value-at-Risk und den Expected-Shortfall von X zum
Sicherheitsniveau g € (0, 1) sowie
b) mittels Excel die Werte des Value-at-Risks und des Expected-Shortfalls
fiir die Parameterwerte A = 1—10, %, 1,2,5 und Sicherheitsniveaus
g =0,95;0,99;0,995. Was ist zu beobachten?

Hinweis: Es gilt
/ln(l —Wdu=—(1—w)n(l—w)+(1—)+C mitCER.
22) Die Zufallsvariablen X und Y seien stochastisch unabhingig und
Bernoulli-verteilt mit dem Parameter p = 0,006. D.h. es gilt
P(X =0)=P(Y =0) =0,994 und P(X=1)=P(Y=1)=0,006.

Weisen Sie damit nach, dass der Value-at-Risk i.A. kein subadditives
Risikoma8 ist. Verwenden Sie dabei das Sicherheitsniveau g = 99%.
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23%) Es sei S der Jahresschadenaufwand eines Versicherungsunternehmens und Y
der Schadenaufwand eines von S stochastisch unabhingigen seltenen
Extremszenarios. Es wird angenommen, dass S Lognormal-verteilt ist mit

Var(S)

E[S] = 2300 Mio. CHF ~ und  Vko(S) = 5

=5%.

Fiir das seltene Extremszenario wird ferner unterstellt, dass es durchschnittlich
nur alle 500 Jahre eintritt und dann einen Schaden von 400 Mio. CHF
verursacht.

a) Ermitteln Sie das benétigte Risikokapital zum Sicherheitsniveau
q = 99% fiir den Jahresschadenaufwand S fiir die beiden folgenden Fille:
i) RK(S) = VaR,(S—E[S]) (sog. mean Value-at-Risk)
ii) RK(S) =ES,(S—E[S])  (sog. mean Expected-Shortfall)

b) Berechnen Sie nun fiir den Fall i) das benétigte Risikokapital fiir den
aggregierten Schadenaufwand S+ Y.
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24%) Das Risiko X besitze die diskrete Verteilung Fx mit dem Triger
<X <X <xp<Xx1<Xp ...

und den Wahrscheinlichkeiten P(X = x;) = p; > 0. Ferner sei ¢ € (0, 1) ein
vorgegebenes Sicherheitsniveau und iy der kleinste Index, fiir den

1 )
Z pi>q, also Z pi=q+6 fir §>0

j=—o0 i=—oc0
gilt.
a) Zeigen Sie
1
ES,(X) = > (E[X Z pixi +8VaR, (X ))
i=—oo

b) Bestimmen Sie CTE,(X) = E[X|X > VaR,(X)] und zeigen Sie, dass
ES,(X) und CTE,(X) fiir § = 0 iibereinstimmen.
¢) Betrachtet wird ein Extremszenario Y mit der Wahrscheinlichkeits-
funktion
Y= 300 Mio. CHF  mit Wahrscheinlichkeit p
B 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 —p

Ermitteln Sie VaR,(Y) und ES,(Y) fiir ¢ = 99% und die drei folgenden
Wahrscheinlichkeiten: p = 0,5%, p = 1% und p = 1,5%.
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25) Es sei X eine LN(u, 62)-verteilte Zufallsvariable und X die daraus mittels der
Wang-Transformation und der Distortion-Funktion

g(x) = D(d ' (x)+ ) mit ¢ € R

resultierende risikoadjustierte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass
X ~LN(u + ao,0?) gilt.

26) Weisen Sie nach, dass das Kovarianzprinzip in Verbindung mit einem
RisikomaB p(X) mit der Eigenschaft

V; ; )
B <"€):1"”X) P <ieZMXl>
<
P <Z Xj>
=1

das Axiom ,,no undercut* erfiillt.

firalle M C {1,...,n}

Hinweis: Verwenden Sie dabei die Ungleichung

Cov(X,Y) < +/Var(X)+/Var(Y).
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27) Bei den Marktrisiken einer Versicherungsgesellschaft wurden unter der
Normalverteilungsannahme X; ~ N(L;, O.iz) fiir die einzelnen Risikokategorien
X; mittels

RK(X;) = ES,(X; — E[X;])

(sog. mean Expected-Shortfall) fiir das Sicherheitsniveau g = 99% die
folgenden Stand-alone-Risikokapitalien ermittelt:

©2017 M. Merz

a)

b)

[ [ Zinsianderungsrisiko [ Spreadrisiko [ Aktienpreisrisiko [ Wihrungsrisiko 1
[ RK(X;) [ 195Mio.CHF | 60Mio.CHF | 210Mio. CHF | 75Mio. CHF |

Bestimmen Sie das Risikokapital RK(X) fiir das aggregierte Marktrisiko
X= ):;-‘:1 X; unter der vereinfachenden Annahme, dass die Risiken in den
vier Kategorien X; stochastisch unabhingig sind. Um wieviel Prozent ist
dieses Risikokapital kleiner als die Summe der Stand-alone-Risiko-
kapitalien RK(X;) (Diversifikationseffekt)?

Fiihren Sie nun die gleiche Berechnung unter der realistischeren
Annahme durch, dass zwischen den Risiken in den vier Kategorien die
folgenden Korrelationen p;; bestehen:

[ Korrelati rix |
[ [[ Zinsinderungsrisiko | Spreadrisiko | ~Aktienpreisrisiko | Wahrungsrisiko |
Zinsidnderungsrisiko 1 —0,08 0,24 0,24
Spreadrisiko —0,08 1 —0,37 —0,29
Aktienpreisrisiko 0,24 -0,37 1 0,37
‘Wihrungsrisiko 0,24 —0,29 0,37 | =
Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement . Ubungsaufeaben . 17
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28) Es sei wieder die Situation aus Aufgabe 18) gegeben. Berechnen Sie fiir die
drei Geschiftsbereiche X1, X, X3 das jeweils resultierende Risikokapital

a) bei Verwendung der Stand-alone-proportionalen Allokation und des
Value-at-Risk zum Sicherheitsniveau ¢ = 0,995 als RisikomaB,

b) bei Verwendung des (modifizierten) Kovarianzprinzips und des
Expected-Shortfalls zum Sicherheitsniveau g = 0,995 als Risikomaf,

c) bei Verwendung des Conditional-Tail-Expectation-Prinzips zum
Sicherheitsniveau ¢ = 0,995 und

d) bei Verwendung des Euler-Prinzips und des Expected-Shortfalls zum
Sicherheitsniveau g = 0,995 als Risikoma0.
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29) Die Zufallsvariablen (X, ),cn seien unabhingig und identisch-verteilt mit der
Verteilungsfunktion Fx. Bestimmen Sie die asymptotische Grenzverteilung des
standardisierten Maximums M,, fiir n — oo, falls gilt:

a) X ~ Par(a,A), d.h.

1 A 0
— 2= >
Fx(x) = (w) e

0 sonst

(verwenden Sie die Standardisierungskonstanten a, = An'/® — 2 und
by = Ln!/ fiir n € N)
b) X ~U(0,1), d.h.

0 firx<o0
Fx(x)=<x fir0<x<1
1 firx>1

(verwenden Sie die Standardisierungskonstanten a, = 1 und b,, = % fiir
neN)

©2017 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement . Ubungsaufeaben ° 19
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30)

31)

32%)

Der monatliche Maximalschaden My, €ines Risikos sei Fréchet-verteilt mit
den Parametern &y, Wy und o). Ferner sei angenommen, dass die monatli-
chen Maximalschidden unabhingig und identisch-verteilt sind. Zeigen Sie, dass
der jdhrliche Maximalschaden M,y ebenfalls Fréchet-verteilt ist mit den
Parametern

Oy — Oy
Er=Cu, W=pu— 22— und o5 =12%0cy.
Em
Weisen Sie nach, dass fiir hinreichend grofie n € N
M, —a ~
P (% §x> ~Fe(xpu,0) = P(M,<x)~Fg(x[,0)
mit 0 = byl +a, und 6 = b, o gilt.
Im R-Paket evir ist der Datensatz spto87 enthalten. Er enthilt die tdglichen
logarithmierten Renditen (daily log returns) In(R;/R;+1) des S&P 500 Aktien-
index im Zeitraum von 05.01.1960 bis 16.10.1987 (6985 Beobachtungen).
a) Erzeugen Sie fiir die Zeitreihe mit den tédglichen logarithmierten
Renditen des S&P 500 Aktienindex vom 05.01.1960 bis 16.10.1987 und
fiir die 28 jéhrlichen Maxima jeweils eine Abbildung.

b) Passen Sie mittels der Block-Maxima-Methode eine verallgemeinerte
Extremwertverteilung an die 28 jéhrlichen Maxima M, ,...,M,,g an.

©2017 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement . Ubungsaufeaben ° 20
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c)

Bestimmen Sie die Wiederkehrwerte (Return Levels) zu den
Ubergangswahrscheinlichkeiten p = 0,1, 0,05 und 0,01.

33) Weisen Sie nach, dass der Erwartungswert einer Zufallsvariablen
X~ F¢ (x; 1, 0) genau dann existiert, wenn & < 1 gilt, und dann gegeben ist

durch

E[X]:u—i-%.

34) Berechnen Sie fiir eine verallgemeinerte Pareto-Verteilung F & (x; ,0) mit
Shape-Parameter § < 1 das Verhiltnis der beiden RisikomaBe ES,(X) und
VaR,(X) fiir ¢ — 1 und interpretieren Sie das Ergebnis.

35%) Im R-Paket evir ist der Datensatz bmw enthalten. Er enthilt die tidglichen
logarithmierten Renditen (daily log returns) In(R;/R;. 1) der BMW-Aktie im
Zeitraum von 02.01.1973 bis 23.07.1996 (6146 Beobachtungen).

©2017 M. Merz

a)

b)

c)

Erzeugen Sie fiir die Zeitreihe mit den téglichen logarithmierten
Renditen der BMW-Aktie vom 02.01.1973 bis 23.07.1996 und fiir die
283 monatlichen Maxima jeweils eine Abbildung.

Passen Sie mittels der Block-Maxima-Methode eine verallgemeinerte
Extremwertverteilung an die 283 monatlichen Maxima M,1,...,M,2g83
an. Beurteilen Sie die Anpassungsgiite mit Hilfe eines QQ-Plots.
Bestimmen Sie die Wiederkehrwerte (Return Levels) zu den Ubergangﬁ
wahrscheinlichkeiten p = 0,1, 0,05 und 0,01.
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d)

e)

Bestimmen Sie mit Hilfe eines Mean-excess-Plot einen geeigneten
Schwellenwert u fiir die Anpassung einer verallgemeinerten Pareto-Ver-
teilung und passen Sie fiir diesen Schwellenwert eine verallgemeinerte
Pareto-Verteilung an. Untersuchen Sie anschlieend die Sensitivitét der
ML-Schitzung fiir den Shape-Parameter £ bzgl. der Wahl des Schwel-
lenwerts u.

Untersuchen Sie die Anpassungsgiite der in Aufgabenteil d) angepassten
verallgemeinerten Pareto-Verteilung.

Bestimmen Sie fiir die angepasste verallgemeinerte Pareto-Verteilung
Schitzungen fiir den Value-at-Risk und den Expected-Shortfall zu den
Sicherheitsniveaus ¢ = 0,9;0,95;0,99;0,999;0,9999. Untersuchen Sie
anschlieend die Sensitivitdt der Schitzung VaRg g9 (X) bzgl. des
Schwellenwerts u.

36) Essei X ~ U[—1,1]und ¥ := X2. D.h. X besitzt die Dichte

a)
b)

©2017 M. Merz .

1 ..

5 fir —1<x<1

fx(x)—{2 - .
0 sonst

Weisen Sie nach, dass X und Y unkorreliert sind.

Zeigen Sie, dass X und Y nicht stochastisch unabhingig sind (Hinweis:
Berechnen Sie hierzu die Wahrscheinlichkeiten P(X < —1/4,Y < 1/4)
P(X <—1/4) und P(Y < 1/4)).

Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement . Ubungsaufeaben . 22
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37) Betrachtet wird der Zufallsvektor (X, ¥)” mit X ~ N(0,1) und
P(Y=X)=P(Y=-X)=1.
a) Geben Sie die gemeinsame Dichte von (X,Y)” und die Dichte von Y an.

b) Untersuchen Sie X und Y auf stochastische Unabhingigkeit und
Unkorreliertheit.

38%) Gegeben sei der Zufallsvektor (X1,X5)T ~ N(0,E), die Zufallsvariable
Yy ~N(0,1) und die Zufallsvariable ¥, = VY; mit der von Y; stochastisch
unabhingigen Zufallsvariablen V mitP(V=—1)=P(V=1) = %
a) Zeigen Sie, dass Y, ~ N(0, 1) gilt, und berechnen Sie p(Y1,Y>).
b) Bestimmen Sie VaR,(X; + X») fiir Sicherheitsniveaus g € (0,1) und
stellen Sie VaR, (Y| + Y») in Abhingigkeit von VaRy,_; (X ) dar.
c) Interpretieren Sie das Ergebnis kurz.
39) Es gelte X ~ Exp(A) und Y := X,
a) Bestimmen Sie den linearen Korrelationskoeffizienten von Pearson
p(X.Y).
b) Berechnen Sie den unteren und oberen Tailabhéngigkeitskoeffizienten
M(X,Y) bzw. A,(X,Y).
¢) Interpretieren Sie kurz die Ergebnisse aus den Aufgabenteilen a) und b)m
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40) Die folgende Tabelle enthélt 10 Wertepaare mit Renditen der BMW- und

Siemensaktie:
[ 7 [ Xi BMW-Aktie) ¥; (Siemensaktie) |
1 0,0030 -0,0051
2 0,0224 0,0072
3 -0,0059 -0,0055
4 0,0206 0,0017
5 -0,0058 0,0160
6 -0,0118 -0,0013
7 0,0064 0,0219
8 0,0039 0,0016
9 -0,0015 -0,0156
10 -0,0238 -0,0222

a) Berechnen Sie den empirischen linearen Korrelationskoeffizienten
r(X,Y).
b) Bestimmen Sie den Rangkorrelationskoeffizienten von Kendall r¢(X,Y).
c¢) Ermitteln Sie den Rangkorrelationskoeffizienten von Spearman rg(X,Y).
41) Zeigen Sie fiir eine bivariate Clayton-Copula gilt:
@) lim C§"(u,v) =T(u,v) und lim C§'(u,v) =M (u,v)
—0 0—oc0

b) A(X,Y) =279 und A,(X,Y)=0
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Ubungsaufgaben

42) Die gemeinsame Dichtefunktion zweier Risiken X und Y sei gegeben durch

Fly) = xe0D  fijr x,y>0 .
0 sonst

a) Berechnen Sie die gemeinsame Verteilungsfunktion des Zufallsvektors
x,y)T.

b) Ermitteln Sie die Randverteilungsfunktionen von X und Y und geben Sie
an, ob die Risiken X und Y stochastisch unabhingig sind.

¢) Bestimmen Sie die Quantilfunktionen (verallgemeinerte inverse Vertei-
lungsfunktionen) von X und Y und damit anschlieSend die Copula des
Zufallsvektors (X, Y)T.

43) Die Zufallsvariablen U und V seien stochastisch unabhingig und es gelte
U,V ~U|0,1]. Ferner sei
X:=(max{U,V})> und  Y:=(max{1-U,1-V})>.

a) Zeigen Sie, dass X, Y ~ UJ0, 1] gilt.
b) Weisen Sie nach, dass die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors (X, ¥)T
eine Copula ist, deren Dichte durch

c(u,v) = L fiir u,v € (0, 1]

2 v

gegeben ist.
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Ubungsaufgaben

44%) Betrachtet wird die bivariate Clayton-Copula

©2017 M. Merz

a)

b)

c)
d)

~1/0
S (u,v) = (u*" v o 1) mit 8 > 0.

Weisen Sie nach, dass die Clayton-Copula C§' (i, v) mit 6 > 0 zur
Familie der (zweidimensionalen) archimedischen Copulas gehort und
dabei den Generator ¢ () = é(t‘e — 1) besitzt.

Es gelte X ~ Weibull(1/2,2) und I'(3,1/2). Bestimmen Sie

P(X <E[X],Y <E[Y])
fiir den Fall, dass der Zufallsvektor (X, Y)T eine Clayton-Copula

C(,Cl(u7 v) mit dem Parameter 6 = 10 besitzt.

Bestimmen Sie die Dichte von C§'(u,v).

Es gelte nun X ~ Exp(A;) und ¥ ~ Exp(A;) mit A;,A; > 0 und der
Zufallsvektor (X,Y)” besitze die Copula Cgl(u,v). Vom Zufallsvektor

(X,Y)T liegen ferner die folgenden Beobachtungen vor:

i |1 2 3 4 5 6 7 8 |
X125 26 1,3 27 14 29 45 53
Y; |35 42 19 48 26 56 68 178

Passen Sie die Copula Cgl(m v) mittels der ML-Methode an die Daten an
und berechnen Sie eine Schitzung fiir P(X <3,Y < 4). W
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Ubungsaufgaben

45) Betrachtet wird ein Versicherungsportfolio mit den folgenden der Grofle nach
geordneten Schadenhthen und den damit korrespondierenden Schadensregu-
lierungskosten (allocated loss adjustment expenses (ALAE)):

| i | Xi(Schadenhohe) | Y; (ALAE) |
1 1500 301
2 2500 415
3 4500 395
4 5750 34474
5 7100 10593
6 9000 406
7 11750 2530
8 14000 175
9 15000 2072
10 19833 212
11 33033 7845
12 62500 12251

a) Bestimmen Sie r¢(X,Y).
b) Passen Sie mit Hilfe von r¢(X,Y) eine Gumbel-Copula

Cg”(u,v) = exp (—((—ln(u))e + (—ln(v))e)l/e) mit 6 > 1

an die obigen Daten an
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Ubungsaufgaben

46*) Es wird ein Versicherungsportfolio aus Haftpflicht- und Feuerpolicen
betrachtet. Die Schadenh6hen X und Y (in Millionen CHF) der beiden
Teilportfolios bestehend aus Haftpflicht- bzw. Feuerpolicen seien jeweils
lognormalverteilt mit

X ~ LN(-0,0277;0,0149) und Y ~ LN(-0,1099;0,0089).
D.h. die Schadenhéhe fiir das gesamte Versicherungsportfolio betrigt
S=X+7,

wobei jedoch die gemeinsame Verteilung des Zufallsvektors (X, Y)” unbekannt
ist. Es sollen die Beitriige dieser beiden Teilportfolios am Gesamtrisikokapital-
bedarf quantifiziert werden, wenn das hierzu verwendete Allokationsverfahren
das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip zum Sicherheitsniveau g = 95% ist
(vgl. Abschnitt 7.4). Dabei sollen insbesondere die Auswirkungen der
Verwendung der Copulas C&g(m v), Cigp(u,v), C$"(u,v) und C{!(u,v) auf
die Hohe des resultierenden Risikokapitals fiir das gesamte Versicherungsport-
folio und die beiden Teilportfolios untersucht werden.
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Ubungsaufgaben

Ermitteln Sie jeweils fiir die vier verschiedenen Copulas mit Hilfe 5000
simulierter Beobachtungen von (X, ) eine Monte-Carlo-Schitzung fiir das
Risikokapital fiir die beiden Teilportfolios und das gesamte Versicherungsport-
folio, d.h. Schitzungen fiir die drei Werte RK(X) = E[X|S > VaR 95(5)],
RK(Y) = E[Y|S > VaR 95(S)] und RK(S) = E[S|S > VaRg 95(S)].
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