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Folgen und Reihen
1. Berechnen Sie den Grenzwert der Folge (ay)nen mit

. 5nt + 2n? 10n +1

n = o313 1

2. Untersuchen Sie folgende Folgen auf Monotonie, Beschrénktheit, Haufungspunkte und Konvergenz, geben
Sie Maximum und Minimum bzw. Supremum und Infimum an und fertigen Sie eine Skizze der jeweiligen

Folge an:
a) (ap)nen mit
1
=3 T o
b) (bn)nEN mit )
5n
b, = (—=1)"-
(-1) n2+Tn+8
C) (Cn)nEN mit
6n2 + 13n
= 1 n+1 .
¢ i= (1) 513 + 7
d) (dn)nen mit
. 3n?+5
dn 1= (=1)" 2n?
3. Geben Sie den Wert der Reihe 5 3 3
5750 500

als Bruch mit ganzzahligem Zahler und ganzzahligem Nenner an.

4. Ein Unternehmen produziert 300 Einheiten eines Gutes im ersten Jahr und steigert die Produktion in
jedem der folgenden Jahre um 60 Einheiten.

a) Wie viele Einheiten werden im zehnten Jahr produziert?

b) Wie grof ist die Gesamtsumme der Produktion nach zehn Jahren?

5. Der jahrliche Zinssatz, mit dem ein Anfangskapital K bei jihrlicher Zinszahlung verzinst wird, betrigt
10%, so dass man mit Zinseszinsen nach ¢ Jahren das Kapital K; erhdlt. Bei welchem jahrlichen Zinssatz
(in Prozent) wiirde man bei stetiger Verzinsung beim selben Anfangskapital Ky nach ¢ Jahren dasselbe
Endkapital K; erhalten?

6. Priifen Sie, ob die folgenden Reihen absolut konvergent sind:

a)

> k!
PO
k=1
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Differentialrechnung in R (1)

7. Gegeben sei die folgende Funktion:

f@) =

T fir x <3
20— 2 firaxz >3

a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f.
b) Untersuchen Sie die Funktion f auf Stetigkeit sowie auf rechts- und linksseitige Stetigkeit.

8. Gegeben sei die folgende Funktion:

f*R — R,
v e flz) = 2x — 6 fir 2<2
Tl @®—az?+4+2 fir z>2

Untersuchen Sie, fiir welche a € R die Funktion f(z) stetig ist.
9. Gegeben sei die Funktion einer reellen Variablen x mit f(x) = /.

a) Berechnen und vereinfachen Sie:

flz + Az) — f(z)

p(Az) == A

b) Berechnen Sie lim ¢(Ax).
Az—0

c) Welche Bezeichnung ist fiir ¢(Ax) {iblich? Wie heifft der unter b) berechnete Grenzwert und welche
Bedeutung hat dieser fiir die Funktion f?

10. Fiir welche Werte von a,b € R ist die folgende Funktion
f*R — R,

2 ..
N f(x):_{ax +b f}‘lr z>1

T fir z<1

stetig und differenzierbar?
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Differentialrechnung in R (2)

11. Geben Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen an:

a) h(z) = /4sin (%) 42
b) y(z) = (z+3) - In(2z + 1)
0) y(t) = S5
12. Zu bestimmen sei eine ganzrationale Funktion dritten Grades f(z). Der Graph dieser Funktion verlduft

durch die Punkte P(—2,12) und Q(2,—7). Des Weiteren sei bekannt, dass sich die Graphen der ersten
und zweiten Ableitungsfunktion an der Stelle 2 = 3 beriihren.

13. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte, sofern diese existieren:

. 371
&) Ih_I)I%) %ze’—mlnS
. 1 —4
b) lim 11(9575)
r—5 T
: 2
¢) lim &n@)”
x—0 z

14. Bei der Nachfrage nach einem bestimmten Gut sei der Zusammenhang zwischen dem Preis p und der
nachgefragten Menge x des Gutes durch die Funktion

p: IRJr — RJr )
x o p(a) = 10e(T2eFD

gegeben.
a) Berechnen Sie die Elastizitéit e,(x) fiir den Fall, dass die Menge zo = 1 ist und fertigen Sie eine
Skizze der Elastizitédtsfunktion an.
b) Bestimmen Sie die Menge, bei der die Elastizitét €, (x)
by) gleich 1 bzw.
bso) gleich —1 ist.
c) Geben Sie die Mengenbereiche an, bei denen die Nachfrage

c1) elastisch bzw.
c2) unelastisch ist.
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Approximation, Optimierung und Kurvendiskussion in R

15.

16.

17.

18.

Gegeben sei die Funktion
f:D — R,
z = f(z):=In(2z —2)
mit D := {z € R|z > 1}.

Berechnen Sie f(4).
Geben Sie das TAYLOR-Polynom 3. Grades mit dem Entwicklungspunkt zg = 2 an.

a
b
c
d

Berechnen Sie f(4) approximativ mit Hilfe des in Teilaufgabe b) berechneten TAYLOR-Polynoms.

N ~— ~—

Bestimmen Sie fiir den in Teilaufgabe c) genannten Fall das Restglied des TAYLOR-Polynoms.

Berechnen Sie mit dem NEWTON-Verfahren die reellen Losungen der Gleichung (auf vier Nachkomma-
stellen gerundet)

Fiir die Absatzmenge X (¢) in ME eines Produktes wird folgende Entwicklung fiir ¢ > 0 prognostiziert:
X(t) := —6e 205" 4 10

a) Das punktuelle Anderungsverhalten X’(#) nimmt zunichst stiindig zu, um ab einem bestimmten
Zeitpunkt tg wieder zuriick zu gehen. Bestimmen Sie den Zeitpunkt ¢y dieser Trendwende.

b) Untersuchen Sie, ob X (¢) fiir sehr grofse Werte von ¢ einem Sattigungswert zustrebt und wenn ja,
bestimmen Sie diesen.

Gegeben sei die Funktion f: R — R,

Bestimmen Sie die

a) Nullstellen,
b

C

lokalen Extrema (und klassifizieren Sie diese),

Grenzwerte fiir £ — Fo00, sofern diese existieren und

)
)
)
)

d) Monotoniebereiche (und klassifizieren Sie diese).
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Integralrechnung in R (1)

19. Berechnen Sie die folgenden bestimmten und uneigentlichen RTEMANN-Integrale:
1
a) [z dx
0

1

b) [ |z+2|dx
3
-1

¢) [ I%dac

—0o0

1
d) [ |z| 2? dx
1

20. Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(z) := 23 — .

/55 f(z) dz.

b) Wie grof ist die Flache zwischen dem Graphen der Funktion f und der z-Achse, die seitlich durch
die Geraden z = —5 und x = 5 begrenzt wird?

a) Berechnen Sie das RIEMANN-Integral

x

21. Es sei ®(z) := [ ta_;fl dt.
1

a) Schreiben Sie fiir a > 2 die Integralfunktion ®(z) ohne Integralzeichen.
b) Berechnen Sie g(a) := li_>m O (z) fiir a > 2.

c) Weisen Sie nach, dass g fiir a > 2 streng monoton wachsend ist und berechnen Sie lim g(a).
a—r 00
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Integralrechnung in R (2)

22. Berechnen Sie die folgenden RIEMANN-Integrale:

J

[ a-cos (xQ) dx
0

b) [2x-e 2" F dy

¢) [z sin(2?) dz
23. Berechnen Sie die folgenden RIEMANN-Integrale:
1
a) [2z®-
0
b) [z%-In(z) dz fiir a € R\{-1}

f (1+|a:\

24. Gegeben sei die Grenzkostenfunktion K'(z) := é/?xﬁw .

a) Bestimmen Sie alle zugehorigen Kostenfunktionen.

b) Fiir welche Kostenfunktion gilt K (5) = 307 Wie grof sind in diesem Fall die Fixkosten?

25. Berechnen Sie die folgenden RIEMANN-STIELTJES-Integrale:
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Differentialrechnung im R"
26. Ermitteln Sie den Gradienten und die HESSE-Matrix fiir folgende Funktionen:
a) f:R* —R, (z,y) = f(z,y) = 2? sin(y?)
b) g: RQ — RJru ($7y) = g($7y) = 621y2
27. Gegeben sei die Funktion
f:D — R,
(z,y,2) = flx,y,2):=32%In(y) + 4232 — y?23

mit D := {(z,y, 2) € R®|y > 0}. Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f. Bestimmen
Sie zudem die Tangentialhyperebene von f an der Stelle (xo, yo, 20) = (1,1, 1).

28. Berechnen Sie das totale Differential der Funktion

f:R* — R,

(r1,22) = f(w1,22) = 51’?552 - 495%-

29. Gegeben sei die CoOBB-DoOUGLAS Produktionsfunktion

Z/(p1,p2) = Sp(l)725p(2),75 .

a) Berechnen Sie y(100, 200).
b) Bestimmen Sie grad y(p1,p2)-

¢) Bestimmen Sie mit Hilfe des totalen Differentials approximativ die Anderung von y(100,200), wenn
p1 um eine Einheit vergroffert und ps um zwei Einheiten verkleinert wird.

d) Vergleichen Sie das Ergebnis in ¢) mit dem exakten Anderungswert.
30. Gegeben sei die Funktion

F:R? — R,
(x,y) +— F(x,y):=22% —y* + 2z +2y> - 10.

a) Zeigen Sie, dass der Punkt (x,y) = (2, —2) auf der durch die Gleichung F(z,y) = 0 gegebenen Kurve
liegt.

b) Priifen Sie, ob die durch die Gleichung F'(z,y) = 0 implizit gegebene Funktion y = h(z) im Punkt
(z,y) = (2,—2) differenzierbar ist und bestimmen Sie gegebenenfalls die Ableitung von h(z) in diesem
Punkt.
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Optimierung im R"
31. Gegeben sei die folgende Funktion:
1 .
f:R? —R mit f(z,y):= 71x4+x7y3+3y2+9y+50
a) Bestimmen Sie die stationdren Stellen der Funktion f.

b) Uberpriifen Sie, ob es sich bei den stationiiren Stellen um Extremwerte handelt.
32. Die Nachfragefunktionen z1(p1) und z2(p2) zweier Giiter in Abhingigkeit der Preise p; und ps lauten:
r1(p1) :=60 —p; mit p; € [0,60]
z2(p2) =20 —ps mit py € [0,20]
Die Herstellungskosten seien gegeben durch:
K(zy,x9) i= 22 + 22
Bei welchen Preisen wird der Gewinn maximal? Berechnen sie diesen Gewinn.

33. Betrachtet wird die reellwertige Funktion
fiR?—R, (z,y) = f(z,y) =22y
unter der Nebenbedingung
2z + 4y = 80.

a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatorenregel Kandidaten fiir Extremalstellen der
Funktion f unter der Nebenbedingung 2x + 4y = 80. Begriinden Sie, ob es sich bei diesen Kandi-
daten bereits um alle moglichen Kandidaten fiir die Extremalstellen von f unter der angegebenen
Nebenbedingung handelt.

b) Erldutern Sie mit Hilfe der gerinderten Hesse-Matrix der Lagrange-Funktion L, ob die in Aufgabenteil
a) ermittelten Kandidaten tatséchlich Extremalstellen von f unter der Nebenbedingung 2x + 4y = 80
sind.

c) Erldutern Sie, ob es sich bei den in Aufgabenteil b) ermittelten Extremalstellen von f um globale
Extremalstellen handelt.

34. Gegeben sei die konvexe Funktion f : R® — R mit
f(z1, 20, 23) := 23 + 323 + 223 .
Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema von f unter Einhaltung der Nebenbedingungen

g1(21, 22, 23) := 4w1 + 1229 = =80 und ga(1, 22, x3) := 622 + 1223 = 120.

35. Die Nutzenfunktion eines Haushaltes sei gegeben iiber:
U:[0,12] x [0,200 — R4,

(r,y) = Ulzy):= et s 20y gy
2 2 4
Dabei bezeichnen z und y die gekauften Mengen zweier Giiter. Nehmen Sie an, dass der Haushalt {iber ein
Einkommen von M = 100 verfiigt und dass die Preise beider Giiter jeweils p = 4 betragen. Ermitteln Sie
das Giiterbiindel, das den Nutzen des Haushaltes unter vollstindiger Ausschopfung seines Einkommens
maximiert.
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Integralrechnung im R"

36. Berechnen Sie die folgenden Doppel- und Dreifach-Integrale:

a) [ [(2x+3y) d(z,y)

=
O W p
Oy O —w

cosxy - €2 d(x1,x2)

&
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