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Formelsammlung

Folgen und Reihen

Definitionen
Bezeichnung Definition
Folge (an)nen, a:D— Rn— a,:=a(n) mit D C Ny
n
n-te Partialsumme von (a,)nen, Spn = Z ag
k=0
Reihe (Sn)neN,

Wichtige Folgen & Reihen

Bezeichnung Explizite Folgendarstellung Partialsumme
. . . = nd
Arithmetische Folge mit ant1 =ag + (n+1)d Sy = Z(ao—i—kd) = (n+1) (ao + 2)
nt1 —an =d Yn € Ny k=0
1L+1
1
Geometrische Folge mit Gpy1 = ¢"tag = ap Z q" = {ao a7
an+1 =q VTLEN(),QER\{O} n—|—1) qg=1
Eigenschaften einer Folge a, mit a,c € R
Beschrankt lan| < e Vn € Ng
Nach unten beschrankt ay > C Vn € Ny
Nach oben beschrinkt an <c Vn € Ny
Monoton wachsend an < Apt1 Vn € Ny
Monoton fallend Gp > Qpy1 Vn € Ny
Konvergent mit Grenzwert @ Ve >0 dngeNg: l|a, —a| <e Vn > ng
Rechenregeln fiir konvergente Folgen mit lim a, = a, lim b, =b und ¢ € R
n— oo n—oo
e lim (a, +b,) = lim a, + hrn b,=a+b e lim (a,b,) = lim a, lim b, = ab
n—oo n—oo n— o0 n— o0 n— 00
o lim at = ( lim an) —af fallsa, >0,a>0 i cn=clim a,=ca
n— o0 n— o0
lim a,
lim a, dn _ n—oo a
. hmcn_ccHoo ):ca,fallsc>0 'nlinéob lim b, = 3 falls b #0,6 70
n—oo n—oo

Konvergenzkriterien fiir Reihen

Eine Reihe )", a; heifit absolut konvergent, wenn die Reihe Y -, |ax| konvergent ist.

Konvergenzkriterium

<q 0<qg<ljar#0;Vk2>ko;koe€Ng

Quotientenkriterium %

Wurzelkriterium ¥arl <q 0<qg<1;Vk>ko;ko€eNy
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Differenzierbarkeit im R"

Hiufungspunkt und Grenzwert

Bezeichnung Definition

Haufungspunkt xo € R®  x¢ € R™ heift Hiufungspunkt der Menge D C R",

wenn zu jedem e > 0 unendlich viele x € D mit ||x — xg|| < € existieren.

Isolierter Punkt xo € R™  Ist x( kein Hiufungspunkt der Menge, aber gilt xo € D,

dann wird xg als isolierter Punkt bezeichnet.

Grenzwert c € R Ist xg ein Haufungspunkt, dann sagt man,
dass die Funktion f fiir x — x( gegen den Grenzwert ¢ € R konvergiert,
wenn fiir jede Folge (xi)reny € D mit xj # xo fiir alle k € N

und lim x; = %o stets lim f(xy) = c gilt.
k—o0 k—o00

Stetigkeit

Bezeichnung Definition

Stetigkeit Eine Funktion f: D CR™ — R heifit stetig an der Stelle x,
wenn Xq kein Hiufungspunkt der Menge D ist
oder falls xg ein Haufungspunkt der Menge D ist und die Funktion f fiir x — x¢

gegen den Grenzwert f(xo) konvergiert, d.h. wenn limy_,», f(x) = f(xo) gilt.

Kurvendiskussion in R

Sei f: D CR — R eine reellwertige, geeignet oft differenzierbare Funktion, d.h. der Grenzwert
f(zo + Az) — f(z0)

Alirgo Ar (Differentialquotient) existiert, sowie € > 0. Dann gilt:
Bezeichnung Definition Bedingungen
Supremum ¢ von f c ist die kleinste obere Schranke von f
Infimum ¢ von f c ist die grofite untere Schranke von f
globale Minimalstelle g g € D mit f(zo) < f(z) Vx e D fl(xo) =0 A f"(z)>0
globale Maximalstelle zo x¢ € D mit f(xo) > f(x) Vx €D f'(xo)=0 A f'(x) <0
lokale Minimalstelle xq xo € D mit f(xo) < f(x) f(xo) =0 A f"(zg) >0

Vee DN{x e R": ||z — zo|| < €}

lokale Maximalstelle x

xo € D mit f(xg) > f(x) f'(xo) =0 A f"(z9) <0
Vee DN{x e R": ||z — xo|| < €}

Wendestelle xq
konvex / konkav

e > 0 mit f € [xg — &, x0] streng konvex  f"(x0) =0 A "' (x0) <0
und f € [zg, zo — €] streng konkav

Wendestelle zq
konkav / konvex

Je > 0 mit f € [zg — &, x0] streng konkav  f"(xg) =0 A f"'(z9) >0

und f € [zg, zo — €] streng konvex

Sattelstelle xg

f/(xo) =0 A f”(l’o) =0
A f" (o) # 0
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Eigenschaften reeller Funktionen

Seien f: Dy CR™ =+ R und g: Dy C R" — R zwei reelle Funktionen und o € R, dann gilt:

Bedingung Eigenschaft

falls f stetig bzw. differenzierbar an der Stelle xq f+9,f—g, fg und of stetig bzw. differenzierbar

an der Stelle xq

falls zusétzlich g(xo) # 0 g stetig bzw. differenzierbar an der Stelle xq

falls zusétzlich g(D,) C Dy und g an der Stelle xg € D, fog:Dy CR™ — R an der Stelle xq

und f an der Stelle yo = g(x¢) stetig bzw. differenzierbar stetig bzw. differenzierbar

falls f streng monoton auf Dy [~ f(Dg) — R stetig

Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

Seien f: D CR" - Rund g: D C R™ — R zwei reelle Funktionen, die an der Stelle x¢ differenzierbar sind,
und a € R.

e (f+9)(x0) = f'(x0) + ¢'(%0) o (af) (x0) = af'(x0)
o (f ~9)(x0) = f(x0) g/ (x0) o (£) (xo) = Lomlatoe)(xo)d (o)
* (f9)'(x0) = ['(x0)9(x0) + f(¥0)g'(x0) * (fog)(x0) = f'(9(x0))g' (x0)

Regeln von L’Héspital

Die reellen Funktionen f,g : (a,b) — R seien differenzierbar mit ¢’(x) # 0Vz € (a,b) und der Grenzwert
o f@)
im

wtb g'(x)

existiere im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne. Dann gilt:

Bedingung 11%1 flx)= lig]l g(z) =0 | Bedingung lig}l flz) =+o0 li%l g(x) = o0

!
Erste Regel lim f(@) = lim (@)
etb g(z)  =1b g'(x)

@) . S

Zweite Regel lim =——<= =
B M g@) b g(a)

Anderungsrate und Elastizitét

f: D CR — R differenzierbar in zo mit f(zg) #0 | f: D CR™ — R partiell differenzierbar in xg
mit f(xg) # 0.

!
. .. 1
Anderungsrate  ps(xo) = f((ff(?)) Partielle Anderungsrate pj ., (x0) = 82(;0) ) #(xo)
) ‘
Elastizitit gf(xo) =10 - f((xo; Partielle Elastizitat Efia; (Xo) — 8](;()(0) . fgz )
7o L 0
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Partielle Differentiation

Es sei f: D C R™ — R eine reellwertige Funktion auf einer offenen Menge D, die geeignet oft partiell differen-

zierbar ist.

Bezeichnung

Definition

Partielle Differentiation

f heifit an der Stelle x bzgl. der i-ten Variablen x; partiell differenzierbar,
wenn der Grenzwert

. fx+Ar-e) - f(x)  Of(x)
Alirgo Az O

existiert.

Gradient an der Stelle x

T
grad f(x) :<8f(x), .. 8f(x)>

o1 ) Oz

Stationére Stelle xq

grad f(xo) = 0

Hesse-Matrix an der Stelle x

Pfx)  2f(x) 9?f(x)
833% Ox10xe " Ox10xzp
Pfx) 2 f(x) 9 f(x)
Ox20x1 axg T Ox00xy
Hy(x)=
P PF) 52f(x)
Oxndr1 Orndre " ox2

Tangentialhyperebene

t(x) = f(x0) + gradf(xo)” (x —x0)

Totales Differential df
an der Stelle xq

df = gradf(xo)7 dx = YI, 2Lx0) qg,

Implizite Funktion

Es seien D C R™ eine offene Menge und f : D x (a,b) C R**! — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion

mit

0 f(x0,0)

f(xo0,90) =0 und By

£0.

Dann ist die implizite Funktion g : U — (ag, bo) stetig partiell differenzierbar und fiir ihre partiellen Ableitungen

gilt

69()() 8f(xig(x))
=z firallei=1,...,n.
Ox; 8f(?39(X))
y
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Optimierung

Es sei f: D C R" — R eine partiell differenzierbare Funktion, g1,...,9x : D C R™ — R stetig partiell

differenzierbare Funktionen und A der Lagrange-Multiplikator.

Optimierung gradf(xg) = 0 A He(xo) / He(x) negativ definit
ohne Nebenbedingung | = lokales / globales Maximum bei xq

gradf(xg) = 0 A He(xo) / He(x) positiv definit
= lokales / globales Minimum bei xq

Lagrange Funktion LA, A, x) = f(x) + ZI;:1 ApGp(X)
991(x0) 991 (x0)
o0x1 ot Oxn
Jacobi-Matrix Jy(x0)=
99k (x0) 99k (%0)
o0x1 ot Oxn

Approximationsverfahren

Taylor-Formel
Taylorpolynom n-ten Grades der Funktion f um den Entwicklungspunkt xg:
[ (o) f (o)

_ & f(k)(xo) . k_ / _ . 2 . n
Tn;zo(x)—zik' (@ = @0)* = flzo) + f'(z0)(z = w0) + —; = (& = 70)* + ... + = (7 — z0)
L ! !

Der Approximationsfehler entspricht dem n-ten Restglied

Bz (1) = f(2) = Thiao (2)-

Newton-Verfahren und Sekantenverfahren

Sei f: R — R eine stetig differenzierbare Funktion.

Newton-Verfahren Tntl = Tp — JJ:,((x")) mit f'(z,) # 0
Ty

Vereinfachtes Newton-Verfahren 1,1 = 2, — ]{,((g;")) mit f'(zg) # 0
0

f(xn)mn—l - f(xn—l)xn
Sekantenverfahren Tpt1 =
o F(wn) = f@a_y)
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Integration

Es sei die Riemann-integriebare Funktion f : [a;b] — R gegeben. Dann gilt:

Bezeichnung Definition
Stammfunktion F : [a;b] — R F'(z) = f(z)  Vz € [a;}]

b
Bestimmtes Riemann-Integral f(z)dz = F(b) — F(a)
Unbestimmtes Riemann-Integral / f(z)de = F(x)+C mit C € R
Uneigentliches Riemann-Integral 1. Art f(z) bhm / flx

@ — 00

mit f: [a;00) = R

b ¢
Uneigentliches Riemann-Integral 2. Art / flx)de = ltigl / f(x)dx

mit f : [a;b) = R mit |f(x)| = oo fiir x 1 b

Rechenregeln fiir Integrale mit o,5 € R,a <c<b

/a(af( z) + Bg(z) dx—a/ f(z dx+ﬁ/ r)dr /af dm—/a af(x )dx—f—/cbaf()
[ 1@ (@) do = s@ygta) - [ £()gle) o | [re@ng®a= [ @ mics =g

Riemann-Stieltjes-Integral

Es seien f : [a,b] = R und g : [a,b] — R zwei reelle Funktionen.

Bezeichnung Definition

b
Riemann-Stieltjes-Integral / f(z)dg(z)

Transformationssatz Ist f Riemann-integrierbar und g stetig differenzierbar,
dann ist f bzgl. g Riemann-Stieltjes-integrierbar und es gilt

[ s [ 104

Riemann-Integral im R"
Satz von Fubini
Die reellwertige Funktion f : [a,b] C R™ — R sei stetig. Dann gilt:

bn b b1
f(x) dx:/ (/ ( flz,. .. zpn) dx1> d:cg...> dz,
[a;b] an as aq
b by pb1
:/ / flz,...,2,) doy dzo ... da,



Ableitungen und Stammfunktionen elementarer Funktionen

f(x)=F'(z) F(z)+C=[f(z)dz Bemerkungen
a ar + C
x°€ ﬁmc"'l +C R fiir c € Ny
R\ {0} fir ce {-2,-3,...}
Ry fiire>0
R4\ {0} fiir ¢ < 0 mit ¢ # —1

: In |z| +C z#0
e’ e’ +C
o’ Lere 4 r£0
a® ln%a)cﬁ—!—C’ a>0,a#1
(1 +1In(x)) z*+C x>0
In(x) z(ln(z) - 1)+ C x>0
log, () @ (@) = 1)+ C a>0,2>0
sin(x) —cos(z) +C
cos(z) sin(z) + C
tan(2) ~In|cos(z)| + C e 2@t D3 heZ
cot(x) In |sin(z)| + C r#km kel
e —cot(z) + C £ km kel
o) tan(z) + C 24 @2k+1)I ke

arcsin(z) + C

lz] <1

arctan(z) + C




