Losung zur Aufgabe 23 |

Patient || Fieber (X )|Husten (X5)|Kurzatmigkeit (X3) | infiziert (7")
1 Nein Nein Nein Nein
2 Ja Ja Ja Ja
3 Ja Ja Nein Nein
4 Ja Nein Ja Ja
5 Ja Ja Ja Ja
6 Nein Ja Nein Nein
7 Ja Nein Ja Ja
8 Ja Nein Ja Ja
9 Nein Ja Ja Ja
10 Ja Ja Nein Ja
11 Nein Ja Nein Nein
12 Nein Ja Ja Nein
13 Nein Ja Ja Nein .
14 Ja Ja Nein Nein
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

a) Es gibt drei bindre Inputvariablen x,x»,x3 und die qualitative binire Out-
putvariable T besitzt die beiden Ausprigungen % (Patient ist nicht infiziert)
und €7 (Patient ist infiziert). Der Inputraum & besteht aus insgesamt 14 Beo-
bachtungen (Daten von Patienten). Der Trainingsdatensatz ist somit gegeben

durch
T = {(Xn,tn) S R3 x {%0,%&1} n=1,... 14} .
Die Entropie einer Teilmenge R C & ist t .stc K)
Z rk(R)log, ri (R) € {Oﬁ lojza) ‘1
wobei

Y(x,0)e7 Lz (tn) X 1R(Xn)
Y(x,.0)e7 LR(Xn)

r(R) = fiir 6; € {60, 61 }

die relative Hiufigkeiten der Klasse % ist. Umso niher der Wert von &3(R) bei
0 liegt, desto homogener (reiner) ist die Teilmenge R.
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

1. Ebene
Zerlegung des Inputraums R = 2 mittels der Inputvariablen x; liefert die bei-
den Teilmengen

Ro(1) = {x1,Xs,X9,X11,X12,X13} und R(1) = {X2,X3,X4,X5,X7,Xg,X10,X14} -
Mit den relativen Haufigkeiten
5 1 2 6
ro(Ro(1)) = o ri(Ro(1)) = & ro(Ri (1)) = g und ri(Ri (1)) = 3

erhdlt man fiir die Entropie der beiden Teilmengen: -~y o
| — 576 Log (%) - s lojl(ls\) AT

&(Ro(1)) = — Y ri(Ro(1))log, r(Ro(1)) = 0,6500224
k=0

1
&Ry (1)) ==Y re(Ry(1))logy r(Ry (1)) = 0,8112781
k=0
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Der Wert der Fehlerfunktion fiir die Inputvariable x; betrigt somit

[Ro(D)] |
IR|

-&3(Ry(1)) = % -0,6500224 + % -0,8112781

=0,7421685.

Zerlegung des Inputraums R = & mittels der Inputvariablen x; liefert die bei-
den Teilmengen

RO(Z) = {X17X47X77X8} und Rl (2) = {X27X37X4,X57X97X107X117X127X137X14} .
Mit den relativen Haufigkeiten
4

PRo@) = 1 i (Ro(2) = 3, ro(Ri(2)) = = wnd (Ry(2)) = o

erhilt man fiir die Entropie der beiden Teilmengen:

1
£3(Ro(2)) = — Y re(Ro(2))log, r(Ro(2)) = 0,8112781
k=0

1
&(R1(2)) = = Y r(Ri(2))logy ri (R1 (2)) = 0,9709506
k=0
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Der Wert der Fehlerfunktion fiir die Inputvariable x, betrigt somit

[Ro()] |
IR|

-&3(Ry(2)) = % .0,8112781 + % -0,9709506

=0,9253299.

Zerlegung des Inputraums R = & mittels der Inputvariablen x3 liefert die bei-
den Teilmengen

Ro(3) = {x1,X3,X¢,X10,X11,X14} und R;(3) = {X2,X4,X5,X7,X3,X9,X|2,X[3} .

Mit den relativen Haufigkeiten

5 1 2 6
ro(Ro(3)) = ¢, 11(Ro(3)) = ¢, ro(R1(3)) = g und i (Ri(3)) = ¢
erhilt man fiir die Entropie der beiden Teilmengen:

1
&3(Ro(3)) = — Y re(Ro(3))log, re(Ro(3)) = 0,6500224
k=0

1
&(Ri1(3)) = — Y r(Ri(3))logy ri (R1 (3)) = 0,8112781
k=0
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Der Wert der Fehlerfunktion fiir die Inputvariable x3 betrigt somit

[Ro(3)] IRi(3)]
%] ]

£3(Ro(3)) + e3(Ri(3)) = 2 .0,6500224 + 84 0.8112781

14
=0,7421685.

Der Wert der Fehlerfunktion wird also bei einer Zerlegung bzgl. der Input-
variablen x| und x3 minimiert, so dass fiir die Verzweigung x| oder x3 gewihlt
werden kann. Im Folgenden wird die Inputvariable x; gewihlt, d.h. es werden
nun die ,linke* Teilmenge

RO(I) = {Xl ;X6,X9,X11 7X127X13}
und anschlieBend die ,,rechte” Teilmenge
R (1) = {X2,X3,X4,X5,X7,X8,X[0,X14} -

betrachtet.
2. Ebene

Um die Notation méglichst einfach zu halten, wird im Folgenden R = Ry(1)
gesetzt. Eine Zerlegung dieser Teilmenge mittels x; liefert die Teilmengen

Ro(2) ={x1} und R{(2)= {x6,X9,X11,X12,X13}-

©2024 M. Merz . Universitit Hamburg . Predictive Analytics . Losuneen zu den Ubungsaufeaben . 93




Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Mit den relativen Hiufigkeiten

BRo(2) = 1. 11 (Ro(2) = 1, ro(Ri(2) = 3 wnd ri(R1(2)) = 5

erhilt man fiir die Entropie der beiden Teilmengen:

1
Ry(2)) = — r(Ro(2)) 1 r(Rp(2)) =0
£(Ro(2)) kg() 1 (Ro(2))logy i (Ro( L)ijt@ J ,S(Zu

1
&(R(2)) = —];Ork(Rl (2))log, ri(R1(2)) = 0,7219281

Der Wert der Fehlerfunktion fiir die Inputvariable x, betrigt somit

[Ro(2)] IR1(2)]
IR| IR|

1
&3(Ri(2) = -0+ % 10,7219281

=0,6016067.

&(Ro(2)) +

Zerlegung der , linken“ Teilmenge R = Ry (1) mittels der Inputvariablen x3
liefert die beiden Teilmengen

Ro(3) = {x1,%6,X11} und R;(3) = {X9,X|2,Xi3}.
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Mit den relativen Hiufigkeiten

PR3 =3 n(Ro(3) = 3. ro(Ri(3) = 3 wnd ri(Ri(3)) = 5

erhilt man fiir die Entropie der beiden Teilmengen:

|
&(Ro(3)) = —k;)rk(Ro@)) logy 7k (Ro(3)) =0

1
&(R(3)) = _k;)rk(Rl (3))log, ri(R1(3)) = 0,9182958

Der Wert der Fehlerfunktion fiir die Inputvariable x3 betrégt somit

[Ro(3)| [R1(3)| 3 3
-&(R1(3))==-0+--0,7219281
IR] IR] &(R1(3)) 6 6

=0,4591479.

-&3(Ro(3)) +

Der Wert der Fehlerfunktion wird also bei einer Zerlegung bzgl. der Input-
variablen x3 minimiert. Fiir die Verzweigung wird daher x3 gewéhlt und die
Teilmenge Ry (3) wird so zu einem Blatt (Endknoten) mit dem Prognosewert
%, (Patient ist nicht infiziert).
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Es wird nun die ,rechte” Teilmenge R = R (1) mittels der Inputvariablen x;
zerlegt. Um die Notation moglichst einfach zu halten, wird im Folgenden
wieder R = R; (1) gesetzt. Eine Zerlegung dieser Teilmenge liefert die beiden
Teilmengen

RO(Z) = {X47X7>X8} und Rl (2) = {X2>X37X57X]07X14} .
Mit den relativen Hiufigkeiten

BR(2) = 3. n(Ro(2) = 3, ro(Ri(2) = 3 wnd ry(Ri(2)) = 3

erhilt man fiir die Entropie der beiden Teilmengen:

1
&(Ro(2)) = *k;)rk(RoQ)) logy 7k (Ro(2)) =0

1
&(R1(2)) = — Y r(Ri(2))logy ri (Ry (2)) = 0,8352666
=0

Der Wert der Fehlerfunktion fiir die Inputvariable x, betrigt somit

[Ro(2)] [R1(2)] 3 5
-&(Rp(2 -&(R1(2)) = = -0+ = -0,8352666
R] &(Ro(2)) + R] &(R(2)) g 0tg 0
— 0,5220416.
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Zerlegung der ,rechten Teilmenge R = R (1) mittels der Inputvariablen x3
liefert die beiden Teilmengen

Ro(3) = {x3,X10,X14} und R;(3) = {X2,X4,X5,X7,Xg} .

Mit den relativen Haufigkeiten

PR3 = 2. n(Ro(3) = 3. ro(Ri(3) =3 wnd ri(Ri(3)) =3

erhélt man fiir die Entropie der beiden Teilmengen:

1
&(Ro(3)) = — ), r(Ro(3)) log, ri(Ro(3)) = 0,9182958
k=0

1
&3(R1(3)) =— Y rk(Ri(3))logy rk(R1(3)) =0
fry

Der Wert der Fehlerfunktion fiir die Inputvariable x3 betrigt somit

IRo(3)| . IR (3)]
IR| IR|

&(Ro(3)) + -&3(R1(3)) = %-0,9182958+§'0

8
= 0,3443609.

©2024 M. Merz . Universitit Hamburg . Predictive Analytics . Losuneen zu den Ubungsaufeaben . 97



Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Der Wert der Fehlerfunktion wird also bei einer Zerlegung bzgl. der Input-
variablen x3 minimiert. Fiir die zweite Verzweigung wird daher x3 gewihlt und
die Teilmenge R; (3) wird so zu einem Blatt (Endknoten) mit dem Prognose-
wert ¢ (Patient ist infiziert).

3. Ebene

Die in der 2. Ebene resultierende ,rechte Teilmenge

R (3) = {X9,X12,X13}

kann mittels der einzigen noch verbleibenden Inputvariablen x; in die beiden
Teilmengen

Ro(2)={} wund Ri(2)={xo,x12,x13}

zerlegt werden. Mittels majority vote wird der , linken Teilmenge Ry(2) der
Prognosewert 4y VvV ¢, (Patient ist nicht infiziert oder infiziert) und der
wrechten Teilmenge R;(2) der Prognosewert % (Patient ist nicht infiziert)
zugeordnet.
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

Analog kann die in der 2. Ebene resultierende ,,rechte” Teilmenge

Ro(3) = {x3,X10,X14}

mittels der einzigen noch verbleibenden Inputvariablen x; in die beiden
Teilmengen

Ro(2)={} und R;(2)={x3,x10,X14}

zerlegt werden. Mittels majority vote wird der ,linken* Teilmenge Ry (2) der
Prognosewert %, VvV ¢, (Patient ist nicht infiziert oder infiziert) und der
wrechten” Teilmenge R;(2) der Prognosewert 4 (Patient ist nicht infiziert)
zugeordnet.

Man erhilt somit den untenstehenden Klassifikationsbaum:
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe
StopP™y Kedtwient 4) Kene Vevinblen Ubvey
%1 T) Rowogent Gwppt [
- 2 glesile ¢
(o ‘a ; Nein Ja 9“ (102 M

Nein
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.................
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

b)

c)

©2024 M. Merz

Der in Aufgabenteil a) resultierende Klassifikationsbaum weist eine
Fehlklassifikationsrate von 12—4 auf. D.h. bei den 14 Patienten kommt es zu
insgesamt 2 Fehlklassifikationen (Patienten 9 und 10).

Das Symptom ,,Husten (x,)*“ liefert offensichtlich keine Informationen fiir eine
richtige Klassifikation der Patienten. D.h. wenn die beiden Verzweigungen
mittels der Inputvariablen x; jeweils durch einen Blatt (Endknoten) mit dem
Progosewert % ersetzt werden, verschlechtert sich die Fehlklassifikationsrate
dadurch nicht. Da dann auf der linken Seite bei der Verzweigung mittels der
Inputvariablen x3 in beiden Blittern (Endknoten) der Progosewert % resultiert,
kann auch die linke Verzweigung mittels der Inputvariablen x3 durch einen
Blatt (Endknoten) mit dem Progosewert % ersetzt werden. Ein weiteres
Beschneiden des Baumes wiirde jedoch zu einer Erhohung der Fehlklassifika-
tionsrate fiihren. Nach dieser Beschneidung erhilt man den untenstehenden
Klassifikationsbaum.
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

23. Aufgabe

d) Bei einem Patienten ohne Fieber und ohne Husten, aber mit Kurzatmigkeit
lautet die Prognose ,,nicht infiziert”.
=)
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Losung zur Aufgabe 24 J

Lesekompetenz (X) Mathematische
Land Grundbildung (X5)
Dénemark (DK) 497 514
Griechenland (GR) 474 447
Ttalien (I) 487 457
Portugal (P) 470 454
Schweden (S) 516 510

©2024 M. Merz . Universitit Hamburg ° Predictive Analytics ° Losuneen zu den Ubungsaufeaben



Losungen zu den Ubungsaufgaben

24. Aufgabe

a) Aus dem untenstehenden Streudiagramm (Letterdiagramm) ist zu erkennen:

o das Merkmal “Mathematische Grundbildung X, streut viel stirker als
das Merkmal ,,Lesekompetenz X;“ und

o mit {P,GR,1} (siidliche Lander) und {DK, S} (skandinavische Linder)
gibt es zwei Gruppen von Lindern, die sich bzgl. dieser beiden
Merkmake relativ stark unterscheiden.

DK
510 - S

500 -

490 —

480 -

470 o

Mathematische Grundbildung

460 -

450 -

GR
T T T T T

470 480 490 500 510

Lesekompetenz
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

24. Aufgabe

b) Mit dem Mittelwertvektor

13
X= (¥, %) = s n;x,, = (488,8;476,4)
erhidlt man die zentrierte Datenmatrix * “
X| —X 8,2 37,6
Xy —X —14,8 —-294
D=|x3—x|=] —1,8 —-194
X4 —X —18,8 —224
X5 — X 272 33,6

Die Matrix D gibt an, wie stark sich die 5 Linder bei den beiden Merkmalen
vom jeweiligen Mittelwert unterscheiden. Die zugehorige empirische
Varianz-Kovarianz-Matrix ist gegeben durch

157D <276,56 422,68).

S= 5

—-X _x7 =
(Xn — %) (%, — )" = 422,68 857,04
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

24. Aufgabe

¢) Die empirische Varianz-Kovarianz-Matrix S besitzt das charakteristische

©2024 M. Merz

Polynom
ps(A) = det <27fisz?6; * 85‘%2&6jg A)
= (276,56 — 1)(857,04— 1) — 422,682,
Durch Nullsetzen und eine kurze Umformung erhélt man daraus die
quadratische Gleichung
A% —1133,61 4 58364,6 = 0.

Losen dieser Gleichung liefert die beiden auf zwei Nachkommastellen

gerundete Eigenwerte A; = 1079,54 und A, = 54,06. ,ﬁ”h E:,-mv‘

Der Eigenvektor u; € R2 zum Eigenwert A; = 1079,54 resultiert als Losung
des linearen Gleichungssystems Su; = Aju; bzw. (S — A E)u; = 0. D.h. es ist
das lineare Gleichungssystem )(

—802,98u;1 +422,68u1, =0 (—801,38 WL,

044)1(0\
vat)’ )
422,681, — 2225001, =0 4L 6 220

zu 16sen.
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Losungen zu den Ubungsaufgaben

24. Aufgabe

©2024 M. Merz

Zusammen mit [Ju;[|> = u?, +u}, = 1 liefert dies den normierten Eigenvektor M A
Un = + L)—TL, 1_‘, 1
(0,466 == %
"= 10,885) &,

Der Eigenvektor u; € R? zum Eigenwert A, = 54,06 16st das lineare Gleich-
ungssystem Suy = Ayup bzw. (S — L E)uy = 0. D.h. zu 16sen ist das lineare
Gleichungssystem

Uaq3 ‘M v,

222,50uy; + 422,68199 =0 got,3t

422.68uy1 + 802,98uy, = 0.
Zusammen mit |[u, ||* = u3; +u3, = 1 liefert dies den normierten Eigenvektor
w0885
2=\ —0466)

Die beiden Hauptkomponenten sind somit gegeben durch:
Z1 =0,466(X] —X1) +0,885(X; — X3)
Z, =0,885(X; — Yl) —0,466(X, —Yz)
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