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Ubung 2: Lineare Modelle fiir Regressionsprobleme

Aufgabe 1
Betrachtet wird ein polynomiales Regressionsmodell
t=w0—|—w1x+w2x2+...+meM+s
mit E[e] = 0 und Var(e) = o2 > 0.
a) Stellen Sie das polynomiale Regressionsmodell als gewhnliches lineares Modell mit Basisfunktionen dar.

b) Gegeben sei ein Trainingsdatensatz {(zn,tn) €ER?2:n=1,.. .,N} mit N > M + 1 und fiir die Inputs
gelte x; # x; fiir i # j. Zeigen Sie, dass der KQ-Schitzer fiir w = (wo, ..., wp)T eindeutig bestimmt ist.

Hinweis: Die Determinante einer sog. m x m-Vandermonde-Matrix
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ist gegeben durch

Aufgabe 2

Es werden die Annahmen a)-c) des klassischen linearen Modells vorausgesetzt (siehe Skript, Abschnitt 3.2) und
der Ridge-Schétzer

whidse — (@7& + \E) &7t
betrachtet (siehe Skript, Abschnitte 3.5). Fiir die Designmatrix ® € RV*(M+1) wird ferner angenommen, dass

®7® = NE gilt. D.h. es wird angenommen, dass die Spalten von ® paarweise orthogonal sind.

a) Berechnen Sie den Erwartungswert w!%49¢ und interpretieren Sie das Ergebnis.

b) Berechnen Sie die Varianz-Kovarianzmatrix von w/49¢ in Abh#ngigkeit von der Varianz-Kovarianzmatrix
des KQ-Schétzers

WK — (@7®) et
(siehe Skript, Abschnitte 3.2).

c) Weisen Sie mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabenteil b) nach, dass fiir die Varianzen der M + 1 Kompo-
nenten von w*%9¢ und wk<@

Var(@]%°) < Var(@}?) fiir j =0,...,M

gilt. Interpretieren Sie dieses Ergebnis zusammen mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil a).

Aufgabe 3
Betrachtet wird das lineare Regressionsmodell
t=y(x,w)+e mit y(x, W) = wo + w11 + ... + Wy,

den Inputs x = (z1,...,2a)7, den Regressionskoeffizienten w = (wq, w1, ..., wyr)” und dem zufilligem Fehler
¢ mit E[e] = 0 und Var(e) = o2. Die Regressionskoeffizienten sollen durch Lisen des Minimierungsproblems
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N

M M
arg min tn — wo — Z T j W, unter der Nebenbedingung Z lw;| <n
j=1

weERM+1

n=1 j=1

geschitzt werden (LASSO-Schitzer). Der vorhandene Datensatz wird in einen Trainingsdatensatz vom Umfang
Ny zur Schitzung von w und einen Testdaten- satz vom Umfang No = N — N; zerlegt. Erldutern Sie welche
Auswirkung ein wachsender Wert von n > 0 auf die folgenden Grofsen hat:
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a) Empirisches Risiko fiir die Trainingsdaten, d.h.

1 all 2
N Z(tn = y(xn, VAV))
n=1
b) Empirisches Risiko fiir die Testdaten, d.h.
1 N 2
A Z (tn - y(xnv‘/’\v))
2 p=Np+1

¢) Varianz, d.h. Var(y(x, w))
d) Bias, d.h. y(x,w) — E[y(x, W)]

e) Irreduzibler Prognosefehler, d.h. Var(e) = o>





