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8. Multivariate Verteilungen

8.1 Einleitung

Wie wir bereits gesehen haben, sind die meisten Modelle im quantitativen Risiko-
management von Natur aus multivariat. Zum Beispiel gilt:

@ Der Wert eines Finanztitels zu einem bestimmten Zeitpunkt ist eine Funktion
von mehreren Risikofaktoren (vgl. Abschnitt 2.7).

@ Die Rendite eine Portfolios von Finanztitel ist abhéngig von den Renditen der
einzelnen Finanztitel im Portfolio (vgl. Abschnitt 2.7).

@ Das bendtigte Risikokapital fiir einen Geschiftsbereich ist abhéngig von den
Risiken in allen Geschéftsbereichen (vgl. Abschnitt 3.2).

@ Die Gesamtschadenhohe in einem Versicherungsportfolio ist abhidngig von den
Einzelschadenhohen und der Schadenanzahl (vgl. Abschnitt 4.1).

@ usw.

Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, ist es jedoch nicht ausreichend einzelne
Risiken/Zufallsvariablen isoliert voneinander zu betrachten, sondern die vorhandenen
Risiken/Zufallsvariablen miissen simultan betrachtet und ausgewertet werden. Nur so
konnen vorhandene Abhéngigkeiten und Korrelationen zwischen den einzelnen
Risiken/Zufallsvariablen erfasst und beriicksichtigt werden.

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Kapitel 8



8. Multivariate Verteilungen

8.1 Einleitung

Zum Beispiel ist es bei der Analyse der Rendite eines Wertpapierportfolios, das aus
mehreren Finanztiteln besteht, nicht ausreichend, nur die univariaten Verteilungen
der Renditen der einzelnen Finanztitel zu betrachten. Fiir eine sinnvolle Analyse
miissen bei der stochastischen Modellierung der Rendite des Wertpapierportfolios
auch die vorhandenen Abhingigkeiten und Korrelationen zwischen den Renditen der
verschiedenen Wertpapiere berticksichtigt werden (siehe nédchstes Beispiel). Diese
Abhingigkeiten und Korrelationen werden jedoch nicht durch die univariaten Vertei-
lungen der Renditen der einzelnen Finanztitel erfasst, sondern erst durch die gemein-
same multivariate Verteilung aller Renditen.

D.h. anstelle einzelne Risiken/Zufallsvariablen X1, ..., X, auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, <7, P) zu betrachten und ihre Verteilungsfunktionen
Fy,...,Fy isoliert voneinander auszuwerten, werde die Risiken/Zufallsvariablen zu
einem n-dimensionalen Zufallsvektor (multivariaten Zufallsvariablen)

X:(le"'vxn)T

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, o7, IP) zusammengefasst und die (gemein-
same) Verteilungsfunktion

Fx :R"—[0,1],x = Fx(x1,...,x) :==P(X1 <x1,...,Xy Sx,,)‘

untersucht.
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8. Multivariate Verteilungen

8.1 Einleitung

In diesem Kapitel werden daher mit
1) der multivariaten Normalverteilung,
2) der Varianz-gemischten multivariaten Normalverteilung,

3) der multivariaten - Verteilung,

4) den sphirischen Verteilungen und

5) den elliptischen Verteilungen

die wichtigsten multivariaten Verteilungen vorgestellt. Dabei handelt es sich um
absolutstetige Verteilungen auf der Menge

R".

D.h. die univariaten Randverteilungen dieser multivariaten Verteilungen besitzen auf
der kompletten reellen Zahlenachse R eine positive Wahrscheinlichkeitsdichte. Diese
multivariaten Verteilungen sind daher natiirliche Kandidaten z.B. zur simultanen
stochastischen Modellierung der Renditen mehrerer Finanztitel in einem Wertpapier-
portfolio.

Eine umfassende Darstellung multivariater absolutstetiger Verteilungen ist z.B. in der
Standardreferenz KOTz ET AL. (2000) zu finden

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Kapitel 8




8. Multivariate Verteilungen

8.1 Einleitung

Beispiel (Tagesrenditen der BMW- und Sieme:

Die folgende Abbildung zeigt ein Streudiagramm mit den Tagesrenditen der BMW-
und der Siemens-Aktie fiir den Zeitraum von 01.01.1985 bis 31.12.1992. Es ist zu
erkennen, dass hohe bzw. niedrige Tagesrenditen tendenziell simultan auftreten und
deshalb gewisse Abhingigkeiten zwischen den Tagesrenditen der beiden Aktien
exisitieren, die bei einer stochastischen Modellierung der Rendite des Wertportfolios
bestehend aus diesen beiden Aktien berticksichtigt werden sollten.
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8. Multivariate Verteilungen

8.1 Einleitung

Beispiel (Fortsetzung)

Zum Beispiel haben die extremen Tagesrenditen 1 (19.10.1987), 2 (16.10.1989) und
3 (19.08.1991) bei den beiden Aktien die gleichen Ursachen:

19.10.1987 Black Monday: Die vorhandene Unsicherheit auf
den Devisenmairkten, ein Vertrauensverlust in den US-Dollar
und der automatisierte Handel, der den vorhandenen Ver-
kaufsdruck weiter verstirkte und somit einen Kaskadeneffekt
begiinstigte, fiihrte zu einem Kursverlust beim Dow Jones von
ca. 23% und beim Dax von ca. 9%.

16.10.1989: Die vorhandene Marktunsicherheit wegen einer zu
hohen Verschuldung bei vielen grolen US-amerikanischen Un-
ternehmen fiihrte beim Dow Jones und Dax zu einem Kurssturz
von ca. 7% bzw. ca. 13% als erste Nachrichten iiber Finanzie-
rungsschwierigkeiten bei der geplanten Ubernahme von United
Airlines durch seine Mitarbeiter publik wurden.

19.08.1991: In Reaktion auf den spiter gescheiterten Putsch-
versuch gegen den damaligen sowjetischen Présidenten Michail
Gorbatschow kam es beim beim Dow Jones zu einem Kursver-
lust von ca. 2% und beim Dax von ca. 9%.
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Abschnitt 8.2

Wiederholung: Mathematische Grundlagen
multivariater Verteilungen
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Analog zu einer (univariaten) Zufallsvariablen ist die Verteilung eines n-dimensiona-
len Zufallsvektors X = (X,... ,Xn)T durch seine (gemeinsame) Verteilungsfunktion

‘FX:R”—> [0,1],x — Fx(x1,..., %) =P(X; <xp,...,Xn < x,)

vollstandig festgelegt.

Der Wert Fx(xi,...,x,) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass simultan X; Werte
kleiner oder gleich x|, X, Werte kleiner oder gleich x,, X3 Werte kleiner oder gleich
x3 usw. annimmt. Hiufig schreibt man einfach kurz:

|Fx(x) =P(X<x) firxeR"

Eine multivariate Verteilungsfunktion Fx besitzt analoge Eigenschaften wie eine
univariate Verteilungsfunktion:

a) lim Fx(xp,...,x,) =0 und lim Fx(xy,...,x,) =1 firj=1,...,n
Xj—r—ee Xj—ree

b) Fx ist monoton wachsend, d.h. Fx(x;) < Fx(x;) fiir alle x;,x, € R” mit
X1 <xp (dh X1 S)Qj fur] = 1,. .. ,n)

c) Fx istrechtsstetig, d.h. lim Fx(x) = Fx(xo) fiir alle xo € R"

X} X0
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Mit dem Differenzenoperator
Aaj,BjFX(X) = Fx(xl,. .. ,Xj_hﬁj,x]‘_,_] yen ,x,,) — Fx(xl, sy X150, X e ,x,,)

gilt ferner:

d) Ag, A p, Ag, p,Fx(x) > 0 fiir alle &y, By, .., oy, B € R mit o < f; fiir
j=1,...n

Durch die Eigenschaft d) wird
Pla<X<B)>0
fiir alle o, 3 € R" mit o < 3 sichergestellt.

Analog zum univariaten Fall wird

‘ Fx(x):=P(X>x) firxeR"

als (multivariate) Survival-Funktion oder Tail-Funktion bezeichnet.

Beachte: Im Gegensatz zum univariaten Fall gilt jedoch fiir n > 2 im Allgemeinen:

| Fx(x) =P(X > x)#41 - P(X <x) = 1~ Fx(x) |
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Als Randverteilungsfunktionen des Zufallsvektors X werden die Verteilungsfunktion-
en Fx, der univariaten Zufallsvariablen X; bezeichnet. Sie lassen sich leicht aus der
(gemeinsamen) Verteilungsfunktion Fx berechnen. Denn fiir i = 1,...,n gilt:

‘in(xi) =P(X; < x;) = Fx(o,...,00,x;,00,...,0) ‘

Analog lassen sich k-dimensionale Randverteilungen fiir 2 < k < n — 1 definieren.
Hierzu sein oBdA angenommen, dass der Zufallsvektor X in zwei Teile X; und X,
mit

X = (X1,.... X)T  bzw. Xpi= Xepqs.. X)) M)

zerlegt sei. Dann sind die k-dimensionale Randverteilungsfunktion von X; und die
(n — k)-dimensionale Randverteilungsfunktion von X, gegeben durch

Fx, =P(X) <x) =Fx(x1,...,,%,%,...,00) firxe R¥
bzw.
Fx, = P(Xy <X) = Fx(0,...,00,Xp 1 1,...,X,) fiirx € R" K,
Vollig analog lassen sich k-dimensionale Randverteilungen fiir andere Zerlegungen

von X definieren.
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Der Zufallsvektor X = (X;,...,X,)” und die Verteilungsfunktion Fx werden als
absolutstetig bezeichnet, wenn es eine nichtnegative Funktion

xR — Ry, x5 fx(x) )

gibt, so dass

X1 "X
Fx(xl,-.-,xn):/ / Fx (a1, ) duty -+~ duty

fiir alle x € R” gilt. Die Funktion (2) wird dann (gemeinsame) Dichtefunktion von X
bzw. Fx genannt und die Dichtefunktionen fx, und fx, von X; bzw. X, werden ent-

sprechend als k-dimensionale bzw. n — k-dimensionale Randdichtefunktion bezeich-
net.

Falls die absolutstetige Verteilungsfunktion Fx bekannt ist, kann die Dichtefunktion
Jx durch partielles Ableiten bestimmt werden:

I"Fx(x1,...,xn
fX(xl»---»xn):%

Im Folgenden wird stets angenommen, dass X und Fx absolutstetig sind, da dies im
quantitativen Risikomanagement den Regelfall darstellt und die allermeisten Anwen-
dungsfille multivariater Verteilungen abdeckt.
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Beachte: Wenn die (gemeinsame) Verteilungsfunktion Fx oder die (gemeinsame)
Dichtefunktion fx gegeben ist, sind auch alle Randverteilungsfunktionen F, , ..., Fx,
und alle Randdichtefunktionen fx ,...,fx, sowie die Abhingigkeitsstruktur zwischen
den Zufallsvariablen X1, ..., X, eindeutig festgelegt. Die Umkehrung gilt jedoch
nicht, da durch die Kenntnis von Fx,,...,Fx, bzw. fy,,...,fx, i.A. die stochastischen
Abhingigkeiten zwischen den einzelnen Zufallsvariablen noch nicht festgelegt sind
(vgl. hierzu auch Kapitel 9).

Im Folgenden wird wieder die Zerlegung (1) des Zufallsvektors X in die beiden k-
bzw. (n — k)-dimensionalen Zufallsvektoren X; und X, betrachtet. Die bedingte Ver-
teilung von X, gegeben X = x|, besitzt dann die Dichtefunktion

Ixolx, (X2(x1) = % 3)

fiir x; € R¥ mit fx,(x1) >0undx; € R"* und die korrespondierende bedingte
Verteilungsfunktion lautet:

Kk+1 X X XYy e ey Xy Ufa 15 -+ U,
FXZ‘XI(X2|XI):/ f( ) s Ak Uk+15 s n) dukJrl"'dun (4)

— — fX] (Xl)
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Bei (3) und (4) handelt es sich um die Dichte- bzw. Verteilungsfunktion des Zufalls-
vektors X, unter der Bedingung, dass der Zufallsvektor X; den Wert x; annimmt.
gilt. Vollig analog lassen sich bedingte Verteilungen fiir andere Zerlegungen von X
definieren.

Gilt fiir die gemeinsame Dichtefunktion
fx(x1,%2) = fx, (%1 )fx, (x2) fiir alle x; € R und x; € R" ¥,

d.h. lasst sich die gemeinsame Dichtefunktion fx (x1,x;) als Produkt der Randdichte-
funktionen fx, (x1) und fx, (x2) darstellen, vereinfacht sich die bedingte Dichtefunk-
tion (3) zu

Ixox, (x2[x1) = fx, (%2)-
D.h. X und X sind dann stochastisch unabhingig und es gilt damit insbesondere
Fx(x1,x2) = Fx, (X1)Fx,(x2) firallex; € RF und x, € R"7*.

Allgemein gilt, dass die » Komponenten des absolutstetigen Zufallsvektors
X = (Xy,...,X,)T genau dann stochastisch unabhingig sind, wenn

n

Fx(x)= I’EIFX[ (x;) und fx(x)= fof (x;) fiirallex e R" 5)
i=1 i=1

gilt.
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Die Existenz der benotigten Momente vorausgesetzt, sind der Erwartungsvektor und
die Varianz-Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors X = (Xj,... 7Xn)T gegeben durch

E[Xi]
EX]:= : (6)
E[X;]
bzw.
612 O12 -+ O
T 021 022 o O
Cov(X) ::E[(X-E[X})(X-E[X}) }: S %
On1 Op2 - Gr%
mit

o :=Var(X;) und  o;:=Cov(X;,X;) firij=1,...,n. ®)

D.h. auf der Hauptdiagonalen von Cov(X) stehen die Varianzen der einzelnen Zu-
fallsvariablen X1, ..., X, und aulerhalb der Hauptdiagonalen stehen die paarweisen
Kovarianzen zwischen den einzelnen Zufallsvariablen.
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Die Korrelationsmatrix von X ist dann gegeben durch

I p2 - Pum
pa1 1 - poy
Corr(X):=| . . . ©)
Pn1 P2 1
mit
Cov(X;,X;) oy

fiirij=1,...,n miti#]. (10)

PI= " Nar(X)Var(X;) 0105
Im Falle eines standardisierten Zufallsvektors X, d.h. Var(X;) = 1 fiiri = 1,...,n, gilt
die Identitit:

Cov(X) = Corr(X)

Fiir Erwartungswertvektoren und Varianz-Kovarianzmatrizen und beliebige Matrizen
A € R¥" und Vektoren b € R¥ gelten die beiden folgenden Rechenregeln:

E[AX+b] = AE[X] +b (11)
Cov(AX +b) = ACov(X)AT
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Aufgrund der Symmetrie der Kovarianz sind Varianz-Kovarianzmatrizen (und damit
auch Korrelationsmatrizen) offensichtlich stets symmetrische Matrizen. Mit Hilfe
von (12) kann man ferner leicht zeigen, dass Varianz-Kovarianzmatrizen (und damit
auch Korrelationsmatrizen) stets positiv semi-definit sind. Denn fiir einen beliebigen
Vektor a € R” gilt:

n

aCov(X)a! = ZZa iCov(X;,Xj)a; = Var (Za, ,> Var(a’X) >0
i=1j=1
Gilt sogar

>0

aCov(X)a
fiir alle a € R"\ {0} gilt, dann ist die Varianz-Kovarianzmatrix Cov(X)
positiv definit und damit insbesondere auch invertierbar. In diesem Fall
kann mit der nach dem franzosischen Mathematiker A.-L. CHOLESKY
(1875-1918) benannten Cholesky-Zerlegung die Varianz-Kovarianz-
matrix eindeutig in der Form

Cov(X) =cc’

dargestellt werden, wobei der sog. Cholesky-Faktor C € R"*" eine untere Dreiecks-
matrix mit ausschlieflich positiven Eintridgen auf der Hauptdiagonalen ist.
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Es sei nun angenommen, dass es sich bei
T T
XIZ(X117...7X1,L) ,...,Xm:(Xm17...7an)

um identisch-verteilte und stochastisch unabhédngige (oder zumindest unkorrelierte)
Beobachtungen mit Erwartungswertvektor p, Varianz-Kovarianzmatrix 3 und Kor-
relationsmatrix P handelt.

Durch den Mittelwertvektor
% Ll Xp X

x= = |=]: (3)
L Xin X,

und die (unkorrigierte) empirische Varianz-Kovarianzmatrix

3

- 1
X:=—
mi=

s;:%f(xjfi)(xjfiﬂ
j=1

J
X (X —X1)? e I (X —X0) (X — Xa)
= (14)
%eril(xjn_yn)(le_yl) %Z}iﬂxjn—yn)z
sind die Standardschétzer fiir po bzw. 32 gegeben.
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Es gilt

EX]=p und ]E[S]:mT*lz.

D.h. (13) ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir p und (14) ein asymptotisch erwar-
tungstreuer Schitzer fiir 3. Einen erwartungstreuer Schétzer fiir 3 erhélt man mit

der (korrigierten) Stichproben-Varianz-Kovarianzmatrix
~ m

=

Aus der Stichproben-Varianz-Kovarianzmatrix S = (sij),- Jj=1,....n l8sst sich leicht eine
Stichproben-Korrelationsmatrix

R = (ry)ij=1,.n

mit
Sij S
rij = J firi,j=1,....,n
SiiSjj
berechnen.
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Bemerkung: Die weiteren Eigenschaften der Schitzer
X, S(bzw.S) und R

héngen vor allem von der tatséchlichen multivariaten Verteilung der Beobachtungen
Xi,..., X, ab. Sie sind daher nicht immer gute Schitzer fiir ¢, 3 bzw. P. Sind die
Beobachtungen jedoch stochastisch unabhingig und identisch multivariat normal-
verteilt, dann handelt es sich bei X und S um die Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir
p bzw. 35, so dass sie dann eine Reihe weiterer guter Eigenschaften aufweisen. Falls
aber die multivariate Normalverteilung fiir die Beobachtungen X, ..., X,, keine ge-
eignete Verteilungsannahme ist, liefern bzgl. Effizienz (d.h. erwarteter Schitzfehler)
und Robustheit (d.h. Sensitivitdt bzgl. Ausreilern in den Daten) andere Schitzer fiir
e bzw. 3 hiufig bessere Schitzergebnisse.

Der folgende Transformationssatz fiir multivariate Dichtefunktionen ist die Verallge-
meinerung des Transformationssatzes fiir univariate Dichtefunktionen (vgl. Abschnitt
4.14) auf mehrdimensionale absolutstetige Zufallsvariablen.
Zu seiner Formulierung wird fiir eine differenzierbare Funktion

h=(hy,....hy) :ECR" — R" x— (hl(x),...,hn(x))

deren Jacobi-Matrix an der Stelle x € E benétigt:
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

9hi (x) 9hi (x)
dx1 0x,
Jn (X) = :
dh,(x) dh,(x)
x| dx,

Satz (Transformationssatz fiir multivariate Dichtefunktionen)

Es sei X = (X1,...,X,)T : @ — R” ein Zufallsvektor mit dem Bild E := X(Q) und
der Dichtefunktion fx. Ferner sei  : E C R” — R” eine stiickweise stetig differen-
zierbare und injektive Funktion mit det (Jj(x)) # O fiir x € E. Dann besitzt Y = A(X)
die Dichtefunktion

det (J firy € h(E
folg) = {fx<g<y>>\ (Je)| firy € n(E) 5
0 sonst
wobei g(y) := h~(y) fiiry € h(E) gilt. )
Beweis: Siehe z.B. TAPPE (2013), Seite 188. |
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Beispiel (Mehrdimensionaler Transformatio: tz fiir Dichtefunktionen)

Es seien X1, X, ~ N(0, 1) zwei stochastisch unabhéngige und standardnormalverteilte
Zufallsvariablen. Dann besitzt die zweidimensionale Zufallsvariable

Y :=h(X) = (X1 + X2, X — Xo)"
die Dichtefunktion

2 2
1 | b

AR — Ry e fy(y,y) = me_f me_T- (16)

D.h. die Zufallsvariablen Y7, Y, sind ebenfalls stochastisch unabhéngig und jeweils
N(0,2)-verteilt. Denn die Funktion

h:R? — R?, x+— (1 +x2,x1 —xz)T

ist stetig differenzierbar und injektiv mit

det(Jh(x))zdetG _i):-z;&o fiir x € R2.
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Beispiel (Fortsetzung)

Ferner erhélt man fiir 2 durch Auflésen des linearen Gleichungssystems
Yy =x1+x
Y2 =X1—X2

nach x; und x, die Umkehrfunktion

g(y):hfl(y) <y1‘;y27))1 2Y2>

Die Determinante der Jakobi-Matrix von g ist somit gegeben durch

1 1 1
det (Jg(y)) :det(% %) == fiiry € R2.

2 2

Durch Einsetzen in (15) und unter Beriicksichtigung der stochastischen Unabhéngig-
keit von X, X, erhilt man die Dichtefunktion (16):
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8. Multivariate Verteilungen

8.2 Wiederholung: Mathematische Grundlagen multivariater Verteilungen

Beispiel (Fortsetzung)

Y1ty y1-Y2) ’ 1’

fY(y1,y2)=fx< 5 4 -

_ yit+y2 yi—y\ 1
- (237)0 (137)}
ne (

D e R L
V2n V2n 2
1 N 1 y%
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Abschnitt 8.3

Multivariate Normalverteilung

UH
M
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Zur Modellierung von Renditen oder Risikofaktoren wird héufig die multivariate
Normalverteilung verwendet:

Definition (Multivariate Normalverteilung)

Ein Zufallsvektor X = (X1, ..., X,)T mit der Dichtefunktion

SR Ry x e (%) = —l(x—u)TE’l(X—u)) (17

werotdl
Zoraes) P\ 2

mit g € R” und einer positiv definiten (n X n)-Matrix 3 wird als multivariat normal-
verteilt bezeichnet (kurz: X ~ N(u, X)). Im Falle von N(0, E) sagt man, dass X stan-
dardnormalverteilt ist.

Analog zu einer univariaten Normalverteilung ist auch eine multivariate Normalver-
teilung durch seine beiden Parameter ¢ und X eindeutig festgelegt und wie man
leicht zeigen kann, gilt

p=E[X] und Cov(X) =X. (18)

D.h. die beiden Parameter o € R" und 3 € R™*" stimmen mit dem Erwartungswert-
vektor E[X] bzw. der Varianz-Kovarianzmatrix Cov(X) iiberein.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Bemerkung: Ist die Varianz-Kovarianzmatrix X nur positiv semidefinit, dann exis-
tiert X! nicht und man spricht von einer singuldren multivariaten Normalverteilung.
Dabei handelt es sich um eine multivariate Normalverteilung auf einem linearen
Unterraum des R”.

Die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors X ~ N(u, X) ist gegeben durch
1
Cx(t) = Elexp(it" X)] = exp (itTu - EtTEt) firalleteR".  (19)

Aus der Form der Dichtefunktion (17) ist ersichtlich, dass x € R” mit dem gleichen
Dichtewert fx (x) auf Ellipsoiden mit Mittelpunkt g liegen, die durch Gleichungen
der Form

1 .
— =) ST (x—p) =c
fiir Konstanten ¢ > 0 festgelegt werden. Im Falle einer bivariaten Normalverteilung
sind die Isohohenlinien Ellipsen (siehe néchstes Beispiel).

Im Allgemeinen wird eine multivariate Verteilung, deren Dichtefunktion fx nur
durch eine quadratische Form

(x—p)'s " (x—p)
von X abhingt, als elliptische Verteilung bezeichnet (siehe hierzu Abschnitt 8.5).
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Bivariate Normalverteilung)

Fiir einen bivariat normalverteilten Zufallsvektor X = (X;,X,)7 ~ N(p, ) gilt

s (612 G12> _ < 0'12 p120'10'2>
021 0'22 P120102 622
(vgl. (7) und (10)). Fiir |p12| < 1 (d.h. X; und X, sind nicht perfekt linear abhéngig)
erhélt man

1 P12
12 - —
det(2) = 67067 —p}0i05 >0 und X 7!'= ( ot (12pn) o101 P12)>.

~oo(l-ph) o3 (1-pp)

Eingesetzt in (17) liefert dies nach ein paar Umformungen die bivariate Dichte
1 1
fx(x,x) = exp|( —
1_p122 2(1—P122)

<x1 — )2
2010, @il

2
X1 — My X2 — My X2 — 2
—2p12< o1 )( () >+( () >]> 20
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Die untenstehende Abbildung zeigt die Dichte einer bivariaten Standardnormal-

verteilung, d.h. mit g = (0,0)7 und = = ((1) (1)>
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Die untenstehende Abbildung zeigt die Dichte einer bivariaten Normalverteilung mit

1 09
_(_ T _ )
p=(-11) undEf(079 2).
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Die untenstehende Abbildung zeigt die Dichte einer bivariaten Normalverteilung mit

1 -0,9
_(_ T _ )
pn=(-1,1) undZJ—(_O79 2 )
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Der folgende Satz besagt, dass die Komponenten eines multivariat normalverteilten
Zufallsvektors genau dann stochastisch unabhéngig sind, wenn sie paarweise unkor-
reliert sind:

Satz (Aquivalenz von Unkorreliertheit und stochastischer Unabhingigkeit)

Die Komponenten eines N(u, 3)-verteilten Zufallsvektors X = (Xi,...,X,)7 sind
genau dann stochastisch unabhingig, wenn ¥ eine Diagonalmatrix ist, also wenn die
Komponenten X{, ..., X, paarweise unkorreliert sind.

Beweis: Es ist bekannt, dass ganz allgemein aus der stochastischen Unabhiingigkeit von Zufallsvariablen X1, ..., X, auch deren
Unkorreliertheit folgt. Dass fiir Zufallsvariablen X , ..., X, mit (Xi,... ,X,l)T ~ N(p, X) auch die Umkehrung dieser Aussage
gilt, siehe Ubungsaufgaben. ]
Das folgende Beispiel zeigt, dass normalverteilte Zufallsvariablen X1, ..., X, zusam-

men als Zufallsvektor X = (X1, ... ,X,,)T betrachtet, nicht multivariat normalverteilt
sein miissen.

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Kapitel 8



8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Univariate vs. multivariate Normalverteiltung)

Betrachtet wird der bivariate Zufallsvektor X = (X;,X,)” mit der Dichte

%exp (—#) falls xjxp >0

fx(x,x0) = { 1)
0

sonst

Wegen
/ / Sx(ep,x0) dxydxy =1 und  fx(x1,xp) >0 fiir alle (x;,xp) € R?

handelt es sich bei fx (x1,x;) tatséchlich um eine Dichtefunktion. Es ist aber offen-
sichtlich nicht die Dichte einer bivariaten Normalverteilung (vgl. (21) mit (20)).

Die Integration der Dichtefunktion (21) iiber x, liefert jedoch fiir X; die folgende
Randdichtefunktion:
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Fortsetzung)

2 2
fomlexp <—@) dx, fiirx; <0

S (1) = /_ZfX(xlaXZ)dXZ =

Jo %exp (7#) dx, firx; >0
%exp (—%%) 1O exp (—%%) dx, firx; <0
N %exp (—%%) Jo exp (—%%) dx, fiirx; >0
%exp (—%%) %\/27% fir x; <0
- %exp(—%%)%\/?r fiirx; >0
1 x%
el )

Dabei wurde fiir die vorletzte Gleichung J%Tr = exp (—%) dx = 1 verwendet.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Fortsetzung)

D.h. X; ist standardnormalverteilt. Auf die gleiche Weise zeigt man, dass auch X,
standardnormalverteilt ist. D.h. X und X, sind einzeln betrachtet jeweils standard-
normalverteilt, obwohl der Zufallsvektor X = (X ,XZ)T nicht bivariat normalverteilt
ist.

Bemerkung: Paarweise unkorrelierte normalverteilte Zufallsvariablen X, ..., X,
miissen nicht stochastisch unabhéngig sein, wenn ihre Zusammenfassung zu einem
Zufallsvektor X = (X1,...,X,)T nicht multivariat normalverteilt ist.

Der folgende Satz liefert eine einfache Charakterisierung von multivariaten Normal-
verteilungen:

Satz (Charakterisierung multivariater Normalverteilungen)

Ein Zufallsvektor X = (X, ...,X,)T ist genau dann N(g, X)-verteilt, wenn fiir alle
a=(ay,...,an)T € R"\ {0} die Zufallsvariable a’X = Y"_, a;X; univariat N(u, 62)-
verteilt ist mit den Parametern

p=alp und c’=a"%a>0.

Beweis: Siche z.B. BROCKWELL-DAVIS (1991), Seite 36.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Das folgende Resultat besagt, dass eine affin-lineare Transformation eines multivariat
normalverteilten Zufallsvektors wieder (univariat oder multivariat) normalverteilt ist:
Satz (Affin-lineare Transformation multivariat normalverteilter Zufallsvektoren)

Es sei X = (X{,...,X,)7T ein N(u, 3)-verteilter Zufallsvektor, b € R” und A eine
(m X n)-Matrix vom Rang m < n. Dann gilt

AX+b~N(Au+b,ASAT).

Beweis: Siehe z.B. MITTELHAMMER (1996), Seite 206. ]

Diese Eigenschaft der multivariaten Normalverteilung besitzt sehr viele
Anwendungen. Zum Beispiel wird sie bei der Delta-Normal-Methode
gleich mehrfach verwendet (vgl. Abschnitt 2.7). Ein weiteres wichtiges
Beispiel ist das nach dem US-amerikanischen Wirtschaftsnobelpreistra-
ger HARRY MARKOWITZ (*1927) benannte Markowitz-Modell zur
Portfoliooptimierung:
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Markowitz-Modell)

Die Tagesrenditen von n risikobehafteten Anlagen werden durch den Zufallsvektor
X = (X1,...,X;)T ~N(u,X) stochastisch modelliert. D.h. die erwarteten Tagesren-
diten der n Anlagen sind durch den Erwartungswertvektor g = (iy,. .., 4,)" und die
Varianzen und Kovarianzen der Tagesrenditen der n Anlagen durch die Varianz-Ko-
varianzmatrix 3 gegeben. Ist nun w = (wy,...,w,)" € R"\ {0} ein Vektor von Port-
foliogewichten, dann ist die Tagesrendite des Gesamtportfolios univariat normalver-
teilt und gegeben durch

n
WTX = ZW,‘X,’ ~ N([J,Gz)
i=1
mit
n
p=wp=Y wy ud o?=w'Zw

i=1
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Mit Hilfe des letzten Satzes erhilt man leicht, dass samtliche Randverteilungen einer
multivariaten Normalverteilung ebenfalls Normalverteilungen sind:

Folgerung (Randverteilungen einer multivariaten Normalverteilung)

Der Zufallsvektor X = (X, ...,X,)T sei N(u, )-verteilt. Ferner sei X = (X1, X;)7
eine beliebige Zerlegung von X in einen p- und einen (n — p)-dimensionalen Zufalls-
vektor X bzw. X, so dass p = (g1, p2)7 und

3 212)
> =
(221 ¥

gilt. Fiir die Randverteilungen von X; und X, gilt dann

|Xi ~N(u,Z1)  baw. X ~N(uy, Bp). |

Beweis: Siehe z.B. MITTELHAMMER (1996), Seite 207. ]

Dies bedeutet insbesondere, dass alle Komponenten eines multivariat normalverteil-
ten Zufallsvektors X = (X,... ,Xn)T univariat normalverteilt sind. Die Umkehrung
dieser Aussage gilt aber i.A. nicht (siehe vorletztes Beispiel). Sind die Zufallsvariab-
len jedoch zusitzlich stochastisch unabhéngig, dann gilt wegen (5) auch die Um-
kehrung.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Der folgende Satz besagt, dass bei einer multivariaten Normalverteilung auch alle
bedingten Verteilungen wieder (multivariate) Normalverteilungen sind:

Satz (Bedingte Verteilungen einer multivariaten Normalverteilung)

Der Zufallsvektor X = (X, ...,X,)T sei N(u, X)-verteilt. Ferner sei X = (X1, X;)7
eine beliebige Zerlegung von X in einen p- und einen (n — p)-dimensionalen Zufalls-
vektor X bzw. Xy, so dass pt = (g1, p2)7 und

3 212)
2 =S
(221 bI%3
gilt. Dann ist die Verteilungsfunktion von X, bedingt gegeben X,, wieder eine
multivariate Normalverteilung mit dem bedingten Erwartungswertvektor

E[X;[Xo = %] = p1 + 21255, (X2 — p2)

und der bedingten Varianz-Kovarianzmatrix

Cov(Xi[Xp = %) = 511 — Zp %5, 5oy

Beweis: Siehe z.B. FAHRMEIR ET AL. (1996), Seite 27.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Bedingte Verteilung einer bivariaten Normalverteilung)

Der Zufallsvektor X = (X1,X>)T sei bivariat normalverteilt. Dann ist die Dichte von
X1, bedingt gegeben X;, durch

fx(x1,x2)
Xy lxp) = =2
le\Xz( 1| 2) sz(XZ)
gegeben (vgl. (3)). D.h. fy, |, (x1]x2) erhdlt man durch Division der gemeinsamen

Dichte

1 1 x -\
fx(x,x) = ————F——e€xp (— ( ) (22)
2161001/ 1 - p, 2(1-p7,) i
2
. X1 —H X — 2 X~
2p12< @i )( 02 )+< 02 )D

(vgl. (20)) durch die Randdichte

1 1 () — )2
fa02) = e &P (‘zW) ~
2
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Fortsetzung)
Nach kurzer Rechnung erhilt man:
- 2
1 1 (x1 *NI*PIZE;(XZ*ILZ))

Tx %, (x1]x2) = ————exp | =3
- \/27(1—p?,)o 2 of (1-pp)

Fiir den bedingten Erwartungswert und die bedingte Varianz von X, bedingt gegeben
X5 = xp, gilt somit

(23)

c
EX| X2 =x] = +P12;;(xz — 1)
und
Var(X; X3 = x2) = 67 (1= p7s).

Aus (22) und (23) ist ersichtlich, dass die Zufallsvariablen X; und X, eines bivariat
normalverteilten Zufallsvektors X = (X, X,)” genau dann stochastisch unabhiingig
sind, wenn pjp = 0 gilt. D.h. wenn X und X, unkorreliert sind.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Es gilt dann
Al = e L[ (AT (ke
X = ono0, e o fo7)
und
1 L —pm)
= e — = =7 | — .
le X5 (xl |x2) \/ﬁm Xp ( ) 612 le (xl)

2
)D:mmmm>
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Mit Hilfe der charakteristischen Funktion der multivariaten Normalverteilung (19)
lasst sich leicht zeigen, dass die multivariate Normalverteilung analog zur univariaten
Normalverteilung reproduktiv ist. D.h. die Summe zweier stochastisch unabhingiger
multivariat normalverteilter Zufallsvektoren ist ebenfalls wieder multivariat normal-
verteilt. Genauer gilt:

Satz (Reproduktivitit der multivariaten Normalverteilung)

Die beiden n-dimensionalen Zufallsvektoren X und Y seien stochastisch unabhingig
und N(peq,3)- bzw. N(up, X5 )-verteilt. Dann gilt X+ Y ~ N(peq + po, X1 + 3p).

Beweis: Mit den charakteristischen Funktionen Cx (t) = exp (itry.l — %tTElt) und Cy (t) = exp (itT/.l.z — %tTZZt) von
X bzw. Y erhilt man aufgrund der stochastischen Unabhingigkeit von X und Y fiir die charakteristische Funktion von X +Y
die Darstellung

Cxv (1) = Cx(H)Cy (1)
1 1
=exp (itry.l - Etrﬁlt) exp (itTu,z - EtTEzt)
1
—exp (itT(ul ) — 5tT(zl +22)t) fiir alle t € R".

Da dies jedoch die charakteristische Funktion eines N(e) + o, 3 + 3, )-verteilten Zufallsvektors ist, folgt aus der
Eindeutig- keit der charakteristischen Funktion, dass X+ Y ~ N(g| + o, 3 + 3,) gilt.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Der zentrale Grenzwertsatz fiir univariate Zufallsvariablen ldsst sich auch auf Zu-
fallsvektoren verallgemeinern. Dieses Ergebnis wird als multivariater zentraler
Grenzwertsatz bezeichnet:

Satz (Multivariater zentraler Grenzwertsatz)

Die Zufallsvektoren X1, ...,X,, seien stochastisch unabhéngig und identisch-verteilt
mit E[X;] = p und Cov(X;) = X fiiri = 1, ..., m. Dann ist der standardisierte Sum-

menvekt;v@x,-)l/z(Zx E Z ) - <ix m”>

fiir grofie m ndherungsweise multivariat standardnormalverteilt. Genauer gilt

2—]/2
. X _ . "
ril_rgoIP’ T Z Xi—mp | <z D, (z) fiir alle z € R”.

Dabei ist ®,, die Verteilungsfunktion der n-dimensionalen Standardnormalverteilung
und -7 die Wurzel der Matrix 2! (d.h. es gilt 5222 = 21,

Beweis: Siche z.B. MITTELHAMMER (1996), Seite 283.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Ein weiteres niitzliches Hilfsmittel ist die Delta-Methode. Sie liefert fiir Schitzer, die
eine differenzierbare reellwertige Funktion eines asymptotisch multivariat normal-
verteilten Zufallsvektors sind, eine Normalverteilungsapproximation.

Genauer gilt: Es sei §m ein auf den m Beobachtungen X,...,X,, basierender und fiir
m — oo asymptotisch multivariat normalverteilter und konsistenter Schitzer fiir den
Parametervektor 8 € R¥:

Jm (6,,, - 0) KIN(®>)

m—»oo
Ferner sei

h:RF — R, x — h(x)

eine differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir den transformierten Schitzer h(8,,) fiir
den Parameter h(0) € R

\/ﬁ(h(ém) —h(o)) 4 N(0,gradh(8)" X gradh(6)),

wobei grad1(0) € R¥ der Gradient von /(@) ist. Fiir eine konkrete Anwendung der
Delta-Methode in der Extremwerttheorie siehe Abschnitt 7.5.
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Neben ihren vielen hervorragenden analytischen Eigenschaften besitzt die multivari-
ate Normalverteilung aber auch eine Reihe von Eigenschaften, die sie fiir die Anwen-
dung zur Beschreibung 6konomischer Sachverhalte und zur stochastischen Model-
lierung von Finanzmarktdaten oftmals sehr problematisch macht:

@ Die Randverteilungen sind Normalverteilungen und damit Light-Tail-Vertei-
lungen. D.h. sie besitzen zur Modellierung von Extremwerten oftmals zu
wenig Masse auf den Tails.

@ Durch die Randverteilungen konnen die bei Finanzdaten (z.B. Renditen) héufig
zu beobachtenden steilgipfligen (leptokurtischen) empirischen Verteilungen
nicht angemessen modelliert werden.

@ Es konnen lediglich lineare stochastische Abhéngigkeiten und in den Tails nur
schwache stochastische Abhédngigkeiten angemessen abgebildet werden.

d

@ Es liegt radiale Symmetrie X — g1 @ p — X vor. Dies ist problematisch, da z.B.
bei Tagesrenditen hiufig empirisch zu beobachten ist, dass negative Renditen
einen schwereren Tail aufweisen als positive Renditen.

Siehe hierzu das folgende Beispiel:
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8. Multivariate Verteilungen

8.3 Multivariate Normalverteilung

Beispiel (Tagesrenditen der BMW- und Siemens-Aktie (2))

Links: Streudiagramm der mittels einer bivariaten Normalverteilung N (g, X) simu-
lierten Tagesrenditen. Die Parameter p und 3 wurden mittels ML-Methode aus den
tatsichlichen Tagesrenditen geschitzt.
Rechts: Streudiagramm mit den Tagesrenditen der BMW- und der Siemens-Aktie fiir
den Zeitraum von 1985 bis 1993.
S S
s | s |
8 _ 8
o o
(%2}
z=
o~ . w N
x =
wn E wn
o | n < |
? ?
2 4
? T T T T T ? T T T T T
-0.15 -0.05 0.05 0.10 -0.15 -0.05 0.05 0.10
Xy BMW
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Abschnitt 8.4

Mittelwert-Varianz-gemischte
multivariate Normalverteilung
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8. Multivariate Verteilungen

8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

Werden mehrere multivariate Normalverteilungen mit unterschiedlichen Erwartungs-
wertvektoren und Varianz-Kovarianzmatrizen gemischt erhélt man die Klasse der
Mittelwert- Varianz-gemischten multivariaten Normalverteilungen:

Definition (Mittelwe rianz-gemischte multivariate Normalverteilung)

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor X besitzt eine Mittelwert-Varianz-gemischte mul-
tivariate Normalverteilung, wenn

X 9 m(W) + VWAZ 24)

gilt, wobei
a) Z ein N(0, E)-verteilter m-dimensionaler Zufallsvektor,
b) W > 0 eine von Z stochastisch unabhéngige nichtnegative Zufallsvariable,
c) AeRv™
d) m: [0,.0) — R" eine (messbare) Funktion

ist. Die Funktion m wird dann als Lokalisationsvektor und die Matrix X = AA7 als
Dispersionsmatrix bezeichnet.

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Kapitel 8



8. Multivariate Verteilungen

8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

Es gilt:

X|W=w < m(w)+VwAZ ~N(m(w),wS) (25)

Sehr hdufig wird als Lokalisationsvektor m die in W affin-lineare Funktion

‘ m(W)=p+W~y mitp,veR" (26)

gewidhlt. In diesem Fall gilt fiir den bedingten Erwartungswertvektor und die
bedingte Varianz-Kovarianzmatrix von X:

E[X|W] = p+ Wy
Cov(X|W) = W

Fiir Var(W) < o erhilt man damit fiir den unbedingten Erwartungswertvektor und
die unbedingte Varianz-Kovarianzmatrix von X:

E[X] = E[EX|W]] = p+E[W]y (e2))
Cov(X) = E[Cov(X|W)] + Cov(E[X|W]) (28)
=E[W]Z + Var(W)~y~T
B,
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8. Multivariate Verteilungen

8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

Wird in (26) zusitzlich die Mischungsvariable W so gewihlt, dass sie eine verallge-
meinerte Inverse-Gauss-Verteilung besitzt, dann erhélt man fiir X eine Verteilung aus
der Klasse der verallgemeinerten hyperbolischen Verteilungen. Diese Verteilungen
sind i.A. nicht elliptisch und spielen in der Literatur zur Modellierung von Finanz-
marktdaten eine wichtige Rolle (siehe z.B. MCNEIL ET AL. (2005), S. 77 ft.).

Ein anderer wichtiger Spezialfall resultiert fiir v = 0. Der Lokalisationsvektor (26)
vereinfacht sich dann zu

m(W) = p. (29)

Fiir (24) erhilt man in diesem Spezialfall

x @ w4+ VWAZ (30)

und es gilt

—

X|W=w = p++wAZ~N(p,wX). 31

Man sagt dann, dass X eine Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung besitzt.
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8. Multivariate Verteilungen

8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

Die Verteilung von (30) ist eine Mischung von multivariaten Normalverteilungen mit
demselben Erwartungswertvektor p und bis auf eine multiplikative Konstante w > 0
auch mit der gleichen Varianz-Kovarianzmatrix 3. Die Werte und Wahrscheinlich-
keiten der Gewichte w werden dabei durch die Verteilung von W festgelegt.

Diese Mischverteilung ist jedoch i.A. keine multivariate Normalverteilung mehr.
Denn wenn W die Verteilungsfunktion Fy besitzt und fx|y die Dichte von X bedingt
gegeben W bezeichnet, erhélt man fiir die Dichte von (30) die Darstellung

S0 = [ Fqw(xbw)dFy ()
-/ wer ( (=)' (x—p)
~ ) Gapde(z) 2P 2w
Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dass eine Varianz-gemischte multivariate Nor-
malverteilung, d.h. die Verteilung von (30), genau dann eine multivariate Normalver-

teilung ist, wenn W eine Konstante ist. Denn im Falle von W = w f.s. vereinfacht sich
(32) zu

) dFy(w).  (32)

fx(x) =

wr o (_ (X—u)TE"(x—u))
(27)1/2 det(2)1/2 P 2w ’
also zu der Dichte der multivariaten Normalverteilung N (g, w3).
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8. Multivariate Verteilungen

8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

Aus (32) ist ferner ersichtlich, dass fx (x) von x nur iiber die quadratische Funktion
(x — )T~ (x — ) abhingt. D.h. die Varianz-gemischte multivariate Normalver-
teilung gehort zur Klasse der elliptischen Verteilungen (siche hierzu Abschnitt 8.5).
Wegen « = 0 vereinfachen sich (27)-(28) zu:
EX]=p

Cov(X) =E[W]|Z (33)
Im Falle einer Diagonalmatrix X folgt aus (33) dass die Komponenten von X unkor-
reliert sind. Aber aufgrund von

XY i VWAZ

sind die Komponenten von X = (X{,...,X,)” nicht stochastisch unabhingig, da v/'W
fiir eine nichtdegenerierte Zufallsvariable W stochastische Abhédngigkeiten zwischen
den Zufallsvariablen X1, ..., X, induziert. Mit (19) erhilt man fiir X die charakteris-
tische Funktion

Cx(t) = E[exp(itTX)] =E[E [exp(itTX) |W]]
=exp (itTu) E [exp <7%WtTAATt>} (34)

fiir alle t € R”.
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8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

Das folgende Resultat besagt, dass die affin-lineare Transformation eines Zufalls-
vektors mit Varianz-gemischter multivariater Normalverteilung ebenfalls eine
Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung besitzt:

Satz (Affin-lineare Transformation Varianz-gemischter normalvert. Zufallsvektoren)

Der Zufallsvektor X besitze eine Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung.

D.h. es gelte
X9 u+ VWAZ

mit p € R", A € R W > 0und Z ~ N(0,E), wobei W und Z stochastisch unab-
héngig sind. Ferner sei b € R™ und B eine (m x n)-Matrix. Dann besitzt auch BX +b
eine Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung. Genauer gilt dann:

BX+b Y Bu+b+ VWBAZ (35)

v

Beweis: Mit (19) erhilt man fiir die charakteristische Funktion von BX + b:

Cox i (t) = E[exp(it! (BX+b)] = exp(it! b)E [exp(it! BX] = exp(it! b)E[E[exp(it! BX) | W]]
= exp(it"b)exp (itTB/J,) E [cxp (— % WtTBA(BA)Tt)}
—exp(it’ (B +b))E {exp (7 % WtTBz:BTt)}

Ein Vergleich mit (34) zeigt, dass BX + b eine Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung der Gestalt (35) besitzt.
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8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

z-gemischte multivariate Normalverteilung)

a) Fiir eine Zufallsvariable

W wi  mit Wahrscheinlichkeit p
"~ |w, mit Wahrscheinlichkeit 1 —p

mit wi,wp > 0 und w| # w erhdlt man als Verteilung fiir X eine Mischung aus
zwei multivariaten Normalverteilungen, die zur Modellierung von zwei unter-
schiedlichen Volatilititszustinden (z.B. ,,gewohnliche Perioden und ,,Stress-
perioden™) verwendet werden kann.

b) Fiir eine Zufallsvariable W mit Inverser Gammaverteilung und den Parametern
v/2und 2/vmitv € N(dh. W = % mit U ~'(v/2,2/v)) besitzt X eine multi-
variate #-Verteilung mit Erwartungswertvektor o € R”, positiv definiter Ska-
lierungsmatrix ¥ € R"*" und v € N Freiheitsgraden. D.h. X besitzt die Dichte

vtn

I((v+n)/2) <1 (X*M)TE_I(X*H))7 :
(v/2)(vr)"/2 det(X)1/2 v

fx(x) = I
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8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

Beispiel (Fortsetzu

Die multivariate ¢- Verteilung besitzt schwerere Tails als die multivariate Nor-
malverteilung. Die untenstehende Abbildung zeigt eine bivariate Normalver-
teilung (links) und eine bivariate 7-Verteilung (rechts) mit demselben Erwar-
tungswertvektor und derselben Varianz-Kovarianzmatrix.
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8.4 Mittelwert-Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung

Beispiel (Tagesrenditen der BMW- und Siemens-Aktie (3))

An die Tagesrenditen der BMW- und Siemens-Aktie im Zeitraum 1985-1993 wurde
mittels ML-Methode eine bivariate Normalverteilung (links) und eine bivariate z-Ver-
teilung angepasst. AnschlieBend wurden mit diesen Verteilungen neue Tagesrenditen
fiir die BMW- und Siemens-Aktie simuliert. Die untenstehende Abbildung zeigt die
resultierenden Streudiagramme fiir die angepasste bivariate Normalverteilung (links)
und die angepasste bivariate 7-Verteilung (rechts).
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Abschnitt 8.5
Elliptische Verteilungen
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8. Multivariate Verteilungen

8.5 Elliptische Verteilungen

Fiir das quantitative Risikomanagement ist die Klasse der elliptische Verteilungen
von grofer Bedeutung. Sie kann als eine Erweiterung der multivariaten Normalver-
teilung betrachtet werden.

Die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors X ~ N(u, X) ist gegeben durch
1
Cx(t) = exp(it’ p)exp (fEtTEt) fiir alle t € R" (36)

(vgl. (19)). Eine Verallgemeinerung von (36) fiihrt zu den elliptischen Verteilungen:

Definition (Elliptische Verteilung)

Ein n-dimensionaler Zufallsvektor X mit der charakteristischen Funktion

Cx(t)=exp(it' p)¢(t'St)  fiiralle t € R, (37)

wobei p € R”, 3 = AAT fiir eine (1 x m)-Matrix A und ¢ : R — R eine Funktion
ist, heiBt elliptisch-verteilt (kurz: X ~ E(u, 3, ¢)). Die Parameter p, 3 und ¢ wer-
den dabei als Lokalisationsvektor, Dispersionsmatrix bzw. charakteristischer Genera-
tor der elliptischen Verteilung bezeichnet.
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8.5 Elliptische Verteilungen

Wiihrend der Lokalisationsvektor p einer elliptischen Verteilung eindeutig bestimmt
ist, gilt dies fiir 33 und ¢ nur bis auf eine positive Konstante. Zum Beispiel handelt es
sich bei einer multivariaten Normalverteilung N(, 3) um eine elliptische Vertei-
lung, die als

E(p,%,0()) oder E(p,c%,¢(/c)) mit ¢(u) = exp(—u/2)

und einer beliebigen Konstante ¢ > 0 geschrieben werden kann (vgl. (37)).

Bemerkungen:

@ Aus X = AAT folgt, dass X eine symmetrische und positiv definite Matrix mit
positiven Hauptdiagonalelementen ist.

@ Damit die rechte Seite von (37) die charakteristische Funktion eines elliptisch-
verteilten Zufallsvektors X ist, muss ¢ gewisse Eigenschaften besitzen. Zum
Beispiel muss ¢(0) = 1 gelten. Fiir eine notwendige und hinreichende Bedin-
gung damit eine Funktion ¢ der charakteristische Generator einer elliptischen
Verteilung ist, sieche z.B. FANG ET AL. (1990), Theorem 2.2.

@ Durch entsprechende Wahl von ¢ konnen Heavy-Tails, steilgipflige (leptokur-
tische) Verteilungen, nichtlineare Abhingigkeiten und Abhéngigkeiten in den
Tails in einem gewissen Ausmafl modelliert werden. Allerdings weisen auch
elliptische Verteilungen radiale Symmetrie auf.

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Kapitel 8



8. Multivariate Verteilungen

8.5 Elliptische Verteilungen
Bemerkungen (Fortsetzungen):

@ Ein Zufallsvektor X ~ E(0,E, ¢) besitzt eine sog. sphirische Verteilung mit
charakteristischem Generator ¢. Sphirische Verteilungen sind eine Verallge-
meinerung der multivariaten Standardnormalverteilung.

Der zweite und dritte Satz in Abschnitt 8.3 lassen sich wie folgt von multivariaten
Normalverteilungen auf elliptische Verteilungen verallgemeinern:

Satz (Charakterisierung elliptischer Verteilungen)

Ein Zufallsvektor X = (X1, ...,X,)T ist genau dann E (g, 3, ¢)-verteilt, wenn fiir alle
a=(aj,...,ay)" € R"\ {0} die Zufallsvariable a’ X = Y7 | a;X; univariat
E(a”p,a’ Sa, ¢)-verteilt ist.

Beweis: Siehe z.B. FANG ET AL. (2018). |

Satz (Affin-lineare Transformation elliptisch-verteilter Zufallsvektoren)

Essei X = (Xi,...,X,)7 ein E(u, X, ¢)-verteilter Zufallsvektor, b € R” und A eine
(m x n)-Matrix vom Rang m < n. Dann gilt

AX+b~EApu+b,AXAT ¢). (38)

Beweis: Siehe Ubungsaufgaben. ﬁj
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8. Multivariate Verteilungen

8.5 Elliptische Verteilungen

Die Momente eines elliptisch-verteilten Zufallsvektors X ~ E(, X, ¢) miissen nicht
existieren. Falls jedoch die Erwartungswerte E[X;] aller Komponenten X7, ..., X, ex-
istieren, kann man mit Hilfe von (37) und (38) gezeigt werden, dass

EX)|=w  firi=1,....n (39)
und damit insbesondere auch
EX]=p

gilt. Falls auch die Varianzen Var(X;) aller Komponenten X, ..., X, existieren, zeigt
man analog, dass

Cov(X;,X;) = —2¢'(0)o;  firi,j=1,...,n,

gilt, wobei o; der (i, j)-Eintrag von X bezeichnet. D.h. im Falle der Existenz der Va-
rianz-Kovarianzmatrix Cov(X) ist diese gegeben durch

| Cov(X) = ~29/(0)%.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz der Varianz-Kovarianzmatrix Cov(X)
ist [¢’(0)| < oo (vgl. CAMBANIS ET AL. (1981)).

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Kapitel 8
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8.5 Elliptische Verteilungen

Falls die Varianz-Kovarianzmatrix von X ~ E(u, 3, ¢) existiert, ist die Verteilung
von X eindeutig festgelegt durch

E[X], Cov(X) und ¢.

Es gibt dann eine Darstellung E(u, X, ¢) fiir die elliptische Verteilung von X, bei der
nicht nur der Lokalisationsparameter p mit dem Erwartungswertvektor E[X] iiberein-
stimmt (vgl. (39)), sondern auch die Dispersionsmatrix 3 mit der Varianz-Kovari-
anzmatrix Cov(X). Diese Darstellung muss jedoch nicht die Standarddarstellung der
Verteilung sein.

Der folgende Satz besagt, dass ein elliptisch-verteilter Zufallsvektor X mit stochas-
tisch unabhédngigen Komponenten X, ..., X, multivariat normalverteilt ist:

Satz (Stochastisch unabhingige Komponenten implizieren Normalverteiltheit)

Es sei X = (Xi,...,X,)T ein E(u, X, ¢)-verteilter Zufallsvektor mit stochastisch
unabhingigen Komponenten X, ..., X,, dessen Varianz-Kovarianzmatrix existiert
und Var(X;) > 0 fiir i = 1,...,n gilt. Dann ist X multivariat normalverteilt.

Beweis: Siehe z.B. KELKER (1970).
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8.5 Elliptische Verteilungen

Ein elliptisch-verteilter Zufallsvektor X ~ E(, 3, ¢ ) muss keine Dichtefunktion be-
sitzen. Eine notwendige Bedingung dafiir, dass X eine Dichtefunktion besitzt, ist

rang(X) =n.

Falls jedoch X ~ E(p, 3, ¢) eine Dichtefunktion fx : R" — [0,00) besitzt, ist diese
von der Gestalt
d

\/det(X)

fiir eine nichtnegative Funktion g : R — [0,e0) mit der Eigenschaft

K= g (=)= (x-p)) (40)

O</O°°u"/2_1g(u)du<oo 41)

und der Normierungskonstanten

L(n/2) [ [ -
d:= ;’:Q(/O u"/z_lg(u)du) . 42)

Wie man zeigen kann, gilt auch die Umkehrung dieser Aussage. D.h. jede nichtnega-
tive Funktion g mit der Eigenschaft (41) fiihrt mit der Konstanten (42) iiber (40) zur

Dichtefunktion einer elliptischen Verteilung (vgl. LANDSMAN-VALDEZ (2003)). Die
Funktion g wird dann als Dichtegenerator der elliptischen Verteilung bezeichnet.
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8.5 Elliptische Verteilungen

Die Dichtefunktion (40) héngt offensichtlich nur iiber die quadratische Form
(x—p)'= " (x—p)

von x € R" ab. D.h. die Dichtefunktion (40) ist auf Mengen der Form
{XER” C(x—p)TS (x—p) :c} (43)

mit ¢ > 0 konstant. Bei diesen Mengen handelt es sich um Ellipsoide im R” mit Mit-
telpunkt po. Diese Eigenschaft von elliptischen Verteilungen mit Dichtefunktion er-
klart ihre Bezeichnung.

Im Spezialfall von (g, 3) = (0,E) (d.h. im Falle einer sphirischen Verteilung mit
Dichtefunktion) handelt es sich bei der Menge (43) um eine Sphére im R” mit Mit-
telpunkt 0 und Radius /c. Diese Eigenschaft erklart die Bezeichnung von sphérisch-
en Verteilungen mit Dichtefunktion.
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8.5 Elliptische Verteilungen

Beispiel (Elliptische Verteilungen)

a) Eine multivariate Normalverteilung N (e, 3) ist eine elliptische Verteilung mit
dem Dichtegenerator und der Normierungskonstanten

g(u) =exp(—u/2)  bzw. d=(2m)"/>.

b) Eine multivariate 7-Verteilung t(4t, 3, v) (der Parameter v € N wird als Frei-
heitsgrade bezeichnet) ist eine elliptische Verteilung mit der Dichtefunktion

fx®) = F((V+n)/2) (H— (X—M)Tfll(x—u)>_(v+")/2
T L(v/2)(mv)"/2\/det(Z) v .
D.h. der Dichtegenerator und die Normierungskonstante sind gegeben durch
u\ —(v+n)/2 F((v+n)/2)
={I*5 bzw.  d=——
sw=(1+7) - Liaih)

4
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8.5 Elliptische Verteilungen

Beispiel (Fortsetzung)

c)

Mit dem vorletzten Satz erhilt man (wihle A = ¢; und b = 0), dass die ein-
dimensionalen Randverteilungen eines t(p, X, v)-verteilten Zufallsvektors X
univariate 7-Verteilungen sind. Genauer gilt X; ~ t(u;, 6j;, v) und die Dichte-
funktion von X; ist gegeben durch

F((v+1)/2) (x— p)? —(v+1)/2
F(v/2)(nv)1/2\/(?ii(1+ = ) :

Fiir v > 1 existiert der Erwartungswert und ist gegeben durch E[X;] = ;. Fiir
v > 2 existiert auch die Varianz und betrigt dann Var(X;) = ;%5 0j;.

in(x) =

Bei einer Varianz-gemischten multivariaten Normalverteilungen ist die Dichte-
funktion fx (x) ebenfalls konstant auf Mengen der Form (43) (vgl. (32)). Wie
man zeigen kann, besitzt ihre charakteristische Funktion Cx (t) die Gestalt
(37). D.h. die Varianz-gemischten multivariaten Normalverteilungen gehoren
ebenfalls zur Klasse der elliptischen Verteilungen.
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5 Elliptische Verteilungen

Die untenstehende Tabelle gibt die wichtigsten Familien von elliptischen Verteilung-
en mit ihrem zugehorigen charakteristischen Generator ¢ und/oder Dichtegenerator g
an:

[ Verteilungsfamilie [ Dichtegenerator g und/oder charakteristischen Generator ¢
Normalverteilung g(u) = exp(—u/2), p(u) = —exp(—u/2)
1-Verteilung gu)=(1+4 “vEn2 e N

Cauchy-Verteilung

g(u)=(1 +u) (14m)/2 (Spezlalfall der 7-Verteilung mit v = 1)

)=
)=
Exponential-Power-Verteilung g(u) =exp(—ru*); r,s >0
Laplace-Verteilung g(u) = exp(—|ul)
. . _exp(—u)
Logistische-Verteilung g(u)= Trexp ))2
Alpha-stabile Verteilungen 0(u) = exp(—rut/2);0< s <2,r>0

Elliptische Verteilungen besitzen beziiglich Randverteilungen, bedingten Verteilung-
en und Reproduktivitit die gleichen guten Eigenschaften, wie multivariate Normal-
verteilungen.

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Kapitel 8




8. Multivariate Verteilungen

8.5 Elliptische Verteilungen

Mit Hilfe des vorletzten Satzes erhilt man leicht, dass sdmtliche Randverteilungen
einer elliptischen Verteilung ebenfalls elliptische Verteilungen sind:

ung (Randverteilungen einer elliptischen Verteilung)

Der Zufallsvektor X = (X, ...,X,)T sei E(u, X, ¢)-verteilt und X = (X, X,)7 sei
eine beliebige Zerlegung von X in einen p- und einen (n — p)-dimensionalen Zufalls-
vektor X bzw. X5, so dass p = (g1, p2)” und

3 212)
>
(2321 D))

gilt. Fiir die Randverteilungen von X; und X, gilt dann

‘X1 ~E(p1,311,¢)  bzw. XzNE(N2,2227¢)~‘

Beweis: Siehe z.B. FANG ET AL. (2018). ]

Dies bedeutet insbesondere, dass alle Komponenten eines elliptisch-verteilten Zu-
fallsvektors X = (X1,...,X,)T univariat elliptisch-verteilt sind.
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8.5 Elliptische Verteilungen

Bemerkung: Ist X = (X;,X,)7 eine beliebige Zerlegung eines E(u, X, ¢ )-verteilten
Zufallsvektors X in einen p- und einen (n — p)-dimensionalen Zufallsvektor (vgl.
letzten Satz), dann ist die bedingte Verteilung von X, gegeben X,, wieder eine
elliptische Verteilung. Im Allgemeinen besitzt jedoch die bedingte Verteilung einen
anderen charakteristischen Generator ¢. Fiir Details, wie sich der charakteristische
Generator verindert, siehe z.B. FANG ET AL. (2018).

Mit Hilfe der charakteristischen Funktion der elliptischen Verteilung (36) lasst sich
zeigen, dass die elliptische Verteilung bei (bis auf einen Skalierungsparameter ¢ > 0)
identischer Dispersionsmatrix 3 reproduktiv ist. Genauer gilt:

Satz (Reproduktivitit der elliptischen Verteilung)

Die beiden n-dimensionalen Zufallsvektoren X und Y seien stochastisch unabhingig
und E(pe1, 3, ¢1)- bzw. E(pz, ¢, ¢)-verteilt mit ¢ > 0. Dann gilt fiir ihre Summe
X+Y~ E(ul +p2, E7¢)

Beweis: Siehe Ubungsaufgaben. ]

In Kapitel 9 wird gezeigt, wie mittels Copulas neue multivariate Verteilungen mit
ganz unterschiedlichen Eigenschaften konstruiert werden kdnnen.
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