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1. Aufgabe

a) Fiir die Verteilungsfunktion des standardisierten Maximums folgt mit
. . 2\ ..
Fu, (x) = Fx(x)" fiir n € N (vgl. Abschnitt 7.3) und Fy (x) = 1 — (m) fiir
X ~Par(o,A) und x > 0 (vgl. Abschnitt 4.12):
M, —
P (nTan < x) = IED(Iun < bnx+an)

n

= (]P’(X < b,pc—&—a,,))"

A« n
:(]P(Xganl/“x—i-lnl/“—l))
_ (4 lJr%nl/aer/lnl/“fl "
B P

n

D.h. die Verteilung des standardisierten Maximums konvergiert fiir n — oo
gegen eine Fréchet-Verteilung mit dem Shape-Parameter £ = é (vgl.
Abschnitt 7.4).
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1. Aufgabe

b) Fiir die Verteilungsfunktion des standardisierten Maximums folgt mit
Fu,(x) = Fx(x)" fur n € N (vgl. Abschnitt 7.3) und

0 firx<O0
Fx(x)=qx firxe(0,1)
1 firx>1

fiir X ~ U(0,1):

M. —
IF’( " a"g) P(M,, < byx+ay)

(]P X< bnx+an))

(]P’ X< +1))

firx<-—n
i " fir —n<x<0
firx >0
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1. Aufgabe

Zusammen mit lim,, . (1 + %)n = ¢* fiir x € R folgt daraus

limP(M"_a"Sx): e* fl‘irx<0.
n—seo by, 1 firx>0
D.h. die Verteilung des standardisierten Maximums konvergiert fiir n — oo

gegen eine Weibull-Verteilung mit dem Shape-Parameter & = —1 (vgl.
Abschnitt 7.4).
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2. Aufgabe

Der jahrliche Maximalschaden My, ist das Maximum der zwolf monatlichen
Maximalschiaden Myjonat:

Myape = max {MMonat,la e aMMonat,12}
Es gilt daher
Fy (¥) = FMonat(x)12

(vgl. Abschnitt 7.3). Da jedoch die Fréchet-Verteilung als verallgemeinerte Extrem-
wertverteilung die Max-stability-Eigenschaft aufweist, besitzt auch der jahrliche
Maximalschaden My, eine Fréchet-Verteilung (vgl. Abschnitt 7.4). Mit

Fyonat (X) = exp (_ (1 +§MX—IJ,M>_1/§M)

Oom

fiir x € R mit 1+ &y > 0 (vgl. Abschnitt 7.4) erhiilt man fiir die
Verteilungsfunktion von My,

12 x— g\ o .
FMJa.hr(x):FMOIlat(x) = exp —<1+§M our )

RNV
— exp (—12 (1+5Mx GL‘M) )
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2. Aufgabe

—1/8u
= _ (1275~ X~ Hum )
exp ( < +§M 125MGM

x— (,UM — W) —1/8u

=exp|— 1+
p éM 12 &y o
Der jdhrliche Maximalschaden My, ist somit Fréchet-verteilt mit den Parametern

Oy — O.
§J:§M7 HJ:IJ-M—% und szlngGM‘
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3. Aufgabe

Wegen X1,...,X, ~ Exp(1) gilt
Fx(5) =1—e">=0,993262

(vgl. Abschnitt 4.7). Damit erhdlt man fiir M,, mit n = 10 und n = 100 die folgenden
exakten Wahrscheinlichkeiten
P(Mo <5) = (Fx(5))"" = 0,93463
P(Mygo < 5) = (Fx(5))"® = 0,50861

(vgl. Abschnitt 7.3). Ferner folgt mit a, = In(n) und b, = 1 fiirn € N:

M,—a, 5—ay,
P(M,<5)=P <
0y <5 = p (e < T
=P (M, —In(n) <5—In(n)) (1)
Ferner ist aus der Vorlesung bereits bekannt, dass das standardisierte Maximum
M"b—;“" = M), — In(n) fiir n — oo eine Gumbel-Verteilung mit den Parametern i = 0

und 6 = 1, also F(x;0,1) = e~¢", als Grenzverteilung besitzt (vgl. Abschnitt 7.4).
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3. Aufgabe

Damit erhélt man fiir hinreichend grofe n € N fiir (1) die Approximation

5—In(n)) —ne=3

P(M, <5) =~ e =e

und folglich fiir die beiden gesuchten Wahrscheinlichkeiten die folgenden Niher-
ungswerte:

P(Myo < 5) ~0,93484
]P(MIOO < 5) ~ 0,50977
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4. Aufgabe
Aus

fiir hinreichend grofie n € N und x € R folgt

M,—a, x—ay
M, <x)=P <
P (M, <x) ( b = b )
~F x an’” 0')
sy 7718
exp 1+§ e } fir £ #£0
= +

exp exp - ”" o )) firE =0

}*1/5

exp 1+§l;‘n7“6+a") . fiir £ £ 0

exp (fexp (7W)) fir =0
=F¢(x:1,0)
fiir x € R mit 4 = b, +a, und 6 = b, 0.
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5. Aufgabe

Wegen

2 \% ..
Fe(s) = 1= ()" fire>0
0 sonst

fiir X1,...,X, ~Par(a,A) (vgl. Abschnitt 4.12) erhilt man fiir b,x +a, > 0:

n(1 = Fx(byx+ay)) =n (#) "‘

A +byx+ay
:n(l—i—%-ﬁ-i—"x)ia
_ (n_l/a . nflﬂ/Laan . ”lgabnx> —a
Zusammen mit dem letzten Satz in Abschnitt 7.4 liefert dies den Ansatz
Ozzl, n_l/a—f—lflgﬁzl und 11*1;’&:&
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5. Aufgabe

Daraus folgt durch Umformung

an=(n"/*—1)2 und by,

fiirn € N.
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6. Aufgabe

a) Die folgende Abbildung zeigt die Zeitreihe mit den téglichen logarithmierten
Renditen des S&P 500 Aktienindex vom 05.01.1960 bis 16.10.1987 (6985
Beobachtungen) und die zugehdrigen 28 Jahresmaxima.
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6. Aufgabe

b) Fiir die drei Parameter &, it und o resultieren die folgenden ML-Schiitzungen
und Standardabweichungen:

Parameterschitzung  Standardabweichung
13 —0,091 0,170 nicht signifikant
u 2,328 0,203  signifikant
o 0,928 0,148  signifikant

Die Parameterschitzung fiir £ ist nicht signifikant von 0 verschieden. Mit
& = 0 resultiert die Gumbel-Verteilung

. 232
Fo(x:2,328,0,928) = exp (— exp (—"09%))

fiir alle x € R (vgl. Abschnitt 7.4).
¢) Mit
X(p) =i —GIn[—In(1—p)]

(vgl. Abschnitt 7.5) erhilt man zu den Uberschreitungswahrscheinlichkeiten
p =0,1; 0,05 und 0,01 die folgenden Wiederkehrwerte (Return Levels)

%(0,1) =4,416, %0,05)=5,084 und %(0,01)=6597.
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6. Aufgabe

R-Code:

1 ###

2 # Anpassung einer verallgemeinerten Extremwertverteilung mittels Block-Maxima-Methode
3 #Hi##

4

5 # Laden des Pakets "evir"

6  library(evir)

7 data(sptos87)

8

9  # Ausgabe der Zeitreihe (Beobachtungen)
10  par(mfrow=c(2,1),cex=2,mar=c(4,5,1,1))

11  plot.ts(spto87, ylab="daily log returns”, xlab="Tage zwischen 5.1.1960 und 16.10.1987",
12 col=4, las=1)

13

14  # Anpassung einer verallgemeinerten EWV and die jahrlichen Maxima mittels Block-Maxima-Methode
15  fit<-gev(spto87, block="year")

16  plot.ts(fit¢data, yla ahrliche Maxima", xlab="Jahr", col=4,las=1)

17

18  # Ausgabe der Parameterschatzungen, Standardabweichungen und Varianz-Kovarianz-Matrix
19 fitfpar.ests

20 fitfpar.ses

21 fitdvarcov

22

23 # Ausgabe der Wiederkehrwert (Return Levels) zu den Ubergangswahrscheinlichkeiten

24 # p=0.1, 0.05, 0.01

25  p<-c(0.1,0.65,0.01)

26 x.p<-fitipar.ests[3]-fitépar.ests[2]*log(-log(1-p))

UH
"
Ll Universtat Hamburg
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7. Aufgabe

Der Expected-Shortfall zum Sicherheitsniveau g € (0, 1) einer verallgemeinerten
Pareto-Verteilung mit Shape-Parameter £ < 1, Lokalisationsparameter ¢ € R und
Skalierungsparameter ¢ > 0 ist gegeben durch

VaR,(X) | o —Ep

ES,(X) = ———=
(1( ) 1 _é + 1 _é
(vgl. Abschnitt 7.7). Fiir £ < 1 gilt daher:
VaR,(X) | o-éu
ES, (X -t H
fim e TTe L

g—1 VaRy(X)  ¢—1 VaR,(X)
. 1 o—&u )
= lim +
-1 (l—é VaR, (X)(1-&)
Wegen liﬁm VaR,(X) = o fiir 0 < & < 1 und liﬁm VaR,(X) = u — % fiir & <0 (vgl.
q—oo g—>o°
Abschnitt 7.7) folgt daraus weiter:

1 "
m-———= 1 o—Eu "
— +——=— fir <0
a1 VaRy(X) | T2 ()08 S
_ ﬁ fir0<é& <1
1 firé <0
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7. Aufgabe

Interpretation: Fiir & < 0 (d.h. Light-Tail-Verteilung) unterscheiden sich der
Value-at-Risk und der Expected Shortfall mit zunehmendem Sicherheitsniveau g
immer weniger. Dagegen ist fiir 0 < £ < 1 (d.h. Heavy-Tail-Verteilung) der Unter-
schied zwischen Value-at-Risk und Expected Shortfall umso groBer, je niher & bei 1
liegt. Dies verdeutlicht das mit Heavy-Tail-Verteilungen verbundene Gefahrenpoten-
tial und dass der Value-at-Risk in Verbindung mit Heavy-Tail-Verteilung nicht das
geeignete Risikomaf} darstellt.
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8. Aufgabe

Mit der Dichte der verallgemeinerten Pareto-Verteilung fiir & # 0 (vgl. Abschnitt 7.7)
erhilt man mittels partieller Integration fiir & > 0:

E[X] :/:xé (1+§x6“>_1/§_1 N

_u\"VET e o\ 1e
=—x(1+§x?> +/ <1+5x6“) dx
u

u
55;1 oo
xX—u c
=0 1+§—— —
(i)
u
Dieser Ausdruck ist nur bestimmt, falls zusitzlich £ < 1 gilt. In diesem Fall folgt
weiter
§§;l o
X—U c
EX] = 1 — —
X] u+<+€ G) E1
u
c
—u+0—
u+ -1
s O
=Uu I _g .
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8. Aufgabe

Véllig anlog erhilt man fiir £ < 0

Mit der Dichte der verallgemeinerten Pareto-Verteilung fiir & = 0 (vgl. Abschnitt 7.7)
erhélt man mittels partieller Integration:

=0+u—oexp (_x—,u)

=u+o
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8. Aufgabe

D.h. der Erwartungswert einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung mit
Shape-Parameter £ € R, Lokalisationsparameter i € R und Skalierungsparameter
o > 0 existiert genau dann, wenn & < 1 gilt und ist dann gegeben durch

c
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9. Aufgabe

a) Aufgrund der gegebenen Voraussetzungen und & = 0,8 # 0 ist durch

. &
VaR,(X) =u+ < (f‘q> -1 @)
&\ \Fx(u)
mit
= 1 &
Fx() =~} 1) (Xi) 3)

ein sinnvoller Schitzer fiir den Value-at-Risk zum Sicherheitsniveau g € (0, 1)
gegeben (vgl. Abschnitt 7.8).

Mit (3) resultiert fiir n = 200 und u = 1 die Schitzung Fy (u) = % =0,12.
Wird dieser Wert zusammen mit u = 1 sowie & = 0,8 und 6 = 0,65 in (2)

eingesetzt, erhilt man fiir den Value-at-Risk zu den Sicherheitsniveaus
q=95%,99% und g = 99,9% die folgenden Schitzungen:

@95%()() = 1,82, \//a\Rgg%(X) =6,12 und @9979% (X)=37,6.
i,
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9. Aufgabe

b) Aufgrund der gegebenen Voraussetzungen und & = 0,8 < 1 ist durch

_ VaRy(X) | G- Eu
1-&  1-&

ein sinnvoller Schitzer fiir den Expected-Shortfall zum Sicherheitsniveau

q € (0,1) gegeben (vgl. Abschnitt 7.8).

qu(x)

Mitu =1, E =0,8, 6 = 0,65 und dem Ergebnis aus Teilaufgabe a) erhiilt man
fiir den Expected-Shortfall zu den Sicherheitsniveaus g = 95%,99% und
q =99,9% die folgenden Schitzungen:

ESose(X) =8,35,  ESgoq,(X)=29,85 und  ESgogq(X) = 187,25.
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10. Aufgabe

a) Die folgende Abbildung zeigt die Zeitreihe mit den tdglichen logarithmierten
Renditen der BMW-Aktie vom 02.01.1973 bis 23.07.1996 (6146 Beobachtung-
en) und die 283 zugehorigen Monatsmaxima.
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10. Aufgabe

b) Fiir die drei Parameter £, it und o resultieren die folgenden ML-Schidtzungen
und Standardabweichungen:

Parameterschitzung  Standardabweichung
& 0,2208 0,0538  signifikant
u 0,0211 0,0007  signifikant
o 0,0102 0,0005  signifikant

Die Parameterschitzung fiir £ ist signifikant von 0 verschieden. Mit
& =0,2208 resultiert die Fréchet-Verteilung

~ —0.0211 —1/0,2208
F0’2203 (x;0,021 1,0,0102) = exp ( <1 +0,2208 . X%)

0,0102

fiir alle x > —% + U (vgl. Abbildung 7.4).

Der folgende QQ-Plot lisst auf eine zufriedenstellende Anpassungsgiite
schlieen.

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen .



Losungen

10. Aufgabe

o
-
N
w
IN
ol
o

¢) Mit
o) =7 2 (1= (1 — )¢
(p)=0 E(l [—In(1—p)] )

(vgl. Abschnitt 7.5) erhilt man fiir die Uberschreitungswahrscheinlichkeiten
p =0,1; 0,05 und 0,01 die folgenden Wiederkehrwerte (Return Levels)

%(0,1) =5,07%, %(0,05)=637% und %(0,01)=10.21%.
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10. Aufgabe

d) Der Mean-excess-Plot ist schwierig zu interpretieren. Ignoriert man das
Verhalten fiir die hochsten Schwellenwerte, dann erscheint z.B. ein
Schwellenwert von u = 0,02 plausibel.

0.14 4

0.12 4

o
in
S

Mean Excess
o o
s o
8 8
L

o

°

g
I

o

9

S
I

Sok o g0,

-0.10 -0.05 0.00 0.05

Threshold

Bei der Wahl des Schwellenwerts # = 0,02 erhilt man die untenstehenden
ML-Schitzungen:

| Parameter || ML-Schitzung  Standardabweichung \

13 0,1154 0,0559  signifikant
o 0,0106 0,0008  signifikant

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen .



Losungen

10. Aufgabe

Die folgende Abbildung zeigt die ML-Schitzung fiir £ in Abhingigkeit vom
Schwellenwert u und der Anzahl der zugehdrigen Uberschreitungen. Es ist zu
erkennen, dass die ML-Schitzungen fiir & ab u = 0,02 sehr stabil sind.

Threshold

00663 00413 00337 00301 00279 00254 00235 00216 00203 00191 00183 00175 0.0166

0.4

=095
00

Shape (xi) (Cl, p

15 38 62 8 110 146 182 217 253 289 325 361 397 432 468 504 540 576

Exceedances
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10. Aufgabe

e) Die folgende Abbildung (links) zeigt, dass die verallgemeinerte Pareto-Ver-
teilung fiir die Excess-Verteilung Fy mit u = 0,02 eine gute Anpassung fiir die
empirische Verteilung der Uberschreitungen ¥ = X — u|X > u liefert. Der
log-log-Plot (rechts) bestitigt dies und zeigt, dass auch im rechten Tail die
Anpassungsqualitit gut ist.
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10. Aufgabe

f) Die folgende Tabelle zeigt fiir die verschiedenen Sicherheitsniveaus g die
resultierenden Schitzungen fiir VaR,(X) und ES4(X):

' g || Var,(x) | BS,(x) |
0.0000 || 001577 | 00272
09500 || 10,0230 | 0,0354
0.9900 ||  0.0424 | 0.0573
09990 || 0.0771 | 0,0965
09999 || 0.1224 | 0,1477

Aus der folgenden Abbildung ist zu erkennen, dass die Schitzung @0,99 (X)
bzgl. einer Verdnderung des Schwellenwerts u sehr stabil ist.

nnnnnnn
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10. Aufgabe

R-Code:

©2026 M. Merz

NV A WN R

WWWRNNNNRNNNNNNBRRBRRPRRBRR
NPOWVLONOURWNRPOLOENOINAWN RO O

HHHE

# Anpassung einer verallgemeinerten Extremwert- und Paretoverteilung
# mittels Block-Maxima-Methode bzw. POT-Methode

kizizd

# Laden des Pakets "evir"
library(evir)
data(bmw)

# der Zei ihe mit den tdeli 1 . Rendi

par(mfrow=c(2,1),cex=2,mar=c(4,5,1,1))

plot.ts(bmw, ylab="daily log returns", xlab="Tage zwischen 2.1.1973 und
23.7.1996", col=4, las=1)

# Anpassung einer verallgemeinerten Extremwertverteilung and die monatlichen
# Maxima mittels Block-Maxima-Methode

fit<-gev(bmw, block="month")

plot.ts(fit¢data, ylab="monatlichen Maxima", xlab="Monat", col=4,las=1)

# Parameterschatzungen, Standardabweichungen und Varianz-Kovarianz-Matrix
fitépar.ests

fitépar.ses

fitévarcov

# QQ-Plot
par(mfrow=c(1,1),cex=2,mar=c(2,2,2,2))
plot.gev(fit, col=4, las=1)

# Ausgabe der Wiederkehrwert fiir p=0.1, ©.05, ©.01
p<-c(0.1,0.05,0.01)
x.p<-fitépar.ests[3]
-fitépar.ests[2]/fitipar.ests[1]*(1-(-log(1-p)) (-fitspar.ests[1]))
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10. Aufgabe
R-Code (Fortsetzung):

33

34  # Mean-excess-Plot

35  par(mfrow=c(1,1),cex=1.5,mar=c(4,4,4,4))

36 meplot(bmw, col="blue",las=1)

37

38  # Anpassung einer verallg. Pareto-Verteilung iiber Schwellenwert u=0.02
39  fit<-gpd(bmw, threshold=0.02)

40  fittpar.ests

41  fitfpar.ses

42

43 # ML-Schatzungen fiir den Shape-Parameter fiir verschiedene Schwellenwerte u
44 par(mfrow=c(1,1),cex=1.3,mar=c(5,5,5,5))

45 shape(bmw, models=50, start=15, end=600, ci=0.95, revers=FALSE, las=1)
46

47  # Uberpriifung der

48  par(mfrow=c(1,2),cex=1.5,mar=c(4,5,3,3))

49  plot(fit, col="blue",lty=2, las=1)

50

51  # Bestimmung des VaR und ES fiir verschiedene SN

52  g<-c(0.90,0.95,0.99,0.999,0.9999)

53  riskmeasures(fit,q)

54

55 # Ausgabe des 0.95-Konfidenzbands fiir den VaR zum SN 0.99

56  par(mfrow=c(1,1),cex=1.3,mar=c(5,5,5,5))

57 guant(bmw, p=0.99, models=50, start=75, end=600, ci=0.95, revers=FALSE)

UH

"
Ll Universtat Hamburg
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Losungen

1. Aufgabe

a) Firxe R2 mit 0 <x; <4und 0 <x, <1 istdie Verteilungsfunktion gegeben
durch

X1 (X2 ]
x(xl»xz):/ A 7 duady

(T
:/xl ~xyduy

1
= ( X2u1>:| 4x1x2

(vgl. Abschnitt 8.2). Die komplette Verteilungsfunktion von X = (X;,X,)"
lautet somit

0 fiir 0 < x; oder x, <0

Ixixy fir0<x; <4und0<x <1
Fx(x1,x%2) =< x2 fiirx; >4 und 0 <xp <x;

ixl fir 0 <x; <4undx; > 1

—

sonst
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1. Aufgabe
b) Wegen Fx (x1,x) = P(X; < x1,X, <xp) fiir alle x € R? (vgl. Abschnitt 8.2)
erhilt man:
P2<X;<31/2<X<1)=P2<X;<3X<1)-P2<X; <3:X,<1/2)
=P(X; <3:X, <1)-P(X; <2:X, < 1)
— (P(X; <3:X% < 1/2) —P(X; < 2;X, < 1/2))
=Fx(3,1)—Fx(2,1) - Fx(3,1/2)+ Fx(2,1/2)

Daraus folgt mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe a):

1 1 1 1 1 1
P2<X1<31/2<X%<1)=--3-1---2-1——-3- -4 —--2. =
GsXis3lpsXsl =g 4 4727472
1
8
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1. Aufgabe

¢) Fiir die Randdichtefunktion von X; erhilt man fiir 0 < x; <4

S (x1) = /:fx(xlyxz)dxz

(vgl. Abschnitt 8.2). Die komplette Randdichtefunktion von X; lautet somit:

le (x l) = {
Vollig analog erhilt man fiir die Randdichtefunktion von X, fiir 0 <x, <1

S, (x2) = /:ofx(xuxz)dxl

41
= 7dx1
0

()],
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Losungen

1. Aufgabe

Die komplette Randdichtefunktion von X; lautet somit:

1 fir0<x <1
Ix (XZ) = { 0
sonst
d) Fiir die bedingte Dichtefunktion f, x, (x1 |x2) erhélt man mit dem Ergebnis aus
Teilaufgabe c) fiir 0 <x; <4und 0 <x; <1

O xGm) o1
Txx, (v fx2) = o) 1 4

(vgl. Abschnitt 8.2). Vollig analog erhilt man fiir die bedingte Dichtefunktion
fx,/x, (x2[x1) mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe c) fiir 0 <x; <4 und
0 S X2 S 1

fx
Fop, () = % _

ENENESE
Il
—_
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2. Aufgabe

Die Funktion

0 fiirx;+x <0
Fx(x1,x) = 4
x(r,22) {l fiir x; +x, >0 @

besitzt wesentliche Eigenschaften einer Verteilungsfunktion. Denn sie ist in den
beiden Komponenten monoton wachsend, sie ist rechtseitig stetig und nimmt nur
Werte im Intervall [0, 1] an. Dennoch ist sie keine Verteilungsfunktion, wie bei der
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten schnell deutlich wird. Zum Beispiel wiirde
man mit ihr die folgende negative Wahrscheinlichkeit erhalten:
P(—1<X1<1,0<X<2)=P(-1 <X < 13X, <2)—-P(-1<X; <1;X <0)
=P(X; < 1:X, <2)—P(X; < —1;X, < 2)
—(P(X; < 1:X, <0)—P(X; < —1;X, <0))
- FX(172) —FX(—l,Z) - FX(1>O) +FX(_170)
=1-1-14+40=-1<0

Bei (4) kann es sich somit nicht um eine Verteilungsfunktion handeln.
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3. Aufgabe

a) Firxe R2 mit 0 <x; <1und 0 <x, <1 istdie Verteilungsfunktion gegeben
durch

X1 X2 ]
FX(xth):/ /0 5(4M1M2+1)duzdu1

X1 1 5 X2
:/ (7(2u1u2+u2))] duy
2 0

X1 1 )
:/0 5(2u1x2+x2)du1

(=)

1 * 1
= (E(u%x% +u1x2))} = Exlxz(xlxz +1)
0

(vgl. Abschnitt 8.2). Die komplette Verteilungsfunktion von X = (X;,X,)"
lautet somit

0 fiir 0 < x; oder x, <0

%xlxg(xlxz—l— 1) fir0<x;<lund0<x; <1
Fx(x1,x) = %xz(xz—}— 1) fiirx; >lund0<x, <1

%xl(xﬁ-l) fir0<x; <lundxp; >1

1 flirx; >und x, > 1
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3. Aufgabe

b) Fiir die Randdichtefunktion von X erhélt man fiir 0 <x; <1

fx, (x1) = /j;fX(xla-XZ)de

|
:/O 5(4x1xz+1)dx2

1 ! 1
x1x§+§x2 0=x1+5

(vgl. Abschnitt 8.2). Die komplette Randdichtefunktion von X; lautet somit:

le ()C]) = {
Vollig analog erhilt man fiir die Randdichtefunktion von X, fiir 0 <x, <1

S, (x2) = /j:ofX(xIaXZ)dxl

xi+4 fir0<x <1
0 sonst

11
:/ =~ (4x1x + 1) dx
0 2

, 1 \1! 1
Xox| + Exl =X+ 5
0
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3. Aufgabe

Die komplette Randdichtefunktion von X; lautet somit:

x+4 fir0<xn <1
0 sonst

sz(xZ) = {

Zum Beispiel erhilt man speziell fiir x; = x, = %:

2
P 1/4) 510 = (3) At =3

Die beiden Zufallsvariablen X| und X, des zweidimensionalen Zufallsvektors
X = (X1,X,)T sind daher nicht stochastisch unabhiingig (vgl. Abschnitt 8.2).
¢) Fiir die bedingte Dichtefunktion fy, |x, (x1]x2) erhdlt man mit dem Ergebnis aus

Teilaufgabe b) fiir 0 <xp <1

4. +1 .
fX‘X (x1|x2):JM: % fur0§x1§1
v Jx, (x2) 0 sonst

(vgl. Abschnitt 8.2).
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3. Aufgabe

Damit erhélt man fiir bedingte Verteilungsfunktion fiir 0 <x; <1 und
0 S X1 S 1

X
Fx,x, (x1 |x2):/0 Ix|x, (ur|x2) duy

/xl dujxy +1
=[R2 T g,
0 2x+1

_ 2u%x2+u1
T\ 20 +1
_2x%xz—|—x1
T 2m+1

X1

(vgl. Abschnitt 8.2). Die komplette bedingte Verteilungsfunktion fiir
0 <xp <1 lautet somit

0 fiir x; <0
2
FX1|X2(xl [x2) = % fir0<x; <1.
1 fiirx; > 1
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3. Aufgabe

Speziell fiir x, = % erhilt man daraus

2(x;+1) fir0<x; <1
1 <x <
Txx, (1 [1/4) = 8
sonst

und

0 firx; <0

Fy,x,(x1/1/4) = Id+2x fir0<x <1.
1 fiir x; > 1
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4. Aufgabe

a) Da die Dichtefunktion fx (x1,xz,x3) fiir x;,x2,x3 > 0 in die beiden Faktoren

2 e 3
(1 +x1 +XZ)5 (1 +X3)4
mit
b1 e = (),
0o Jo (14+x;+x)3 1+X1+X2) 0 2
:/ 1+x2
- ( ﬂ
1+x2 0
und

B G, =

faktorisiert werden kann und eine weitere Faktorisierung von ﬁ nicht
moglich ist, sind der zweidimensionale Zufallsvektor (X ,XZ)T und X3
stochastisch unabhéngig, aber nicht die beiden Zufallsvariablen X| und X,

(vgl. Abschnitt 8.2).

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen .




Losungen

4. Aufgabe

b) Aus dem Ergebnis von Teilaufgabe a) folgt, dass
Cov(X1,X3) = Cov(Xp,X3) =0

gilt. Fiir die Randdichtefunktionen der drei Zufallsvariablen X, X, und X3
erhilt man mit dem Ergebnis von Teilaufgabe a)

> 12 3
= o dy=—" fiirx; >0
Fa ) /0 (1+x1 +x2)3 2 (1+x1)* ura
o 12 3
0)=[| ————=dy=-——5 firx>0
Fo () /0 (I+x 400 ' (I+x)? 2

Jxy (x3) = fiirx3 >0

(1 +X3)4

(vgl. Abschnitt 8.2). D.h. alle drei Zufallsvariablen X, X, und X3 haben die
gleiche Randdichtefunktion und damit auch den gleichen Erwartungswert und
die gleiche Varianz.

Mit Hilfe von partieller Integration erhélt man fiir den Erwartungswert von
X1,X> und X3:
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4. Aufgabe

B ] = B] =Bl = [ 1+x1

.
+/ L
( 1+x1 )]0 o (x)? ™

1 *® 1 1
—0-0+ (- — 0~ —_
+( 2(1+X1)2)]0 272

Ebenfalls mit Hilfe von partieller Integration folgt fiir die Varianz:

Var(X;) = Var(X,) = Var(X3) = E[X?] — E[X,]?

Il
/‘\

=

+ | =

k —

%
N————
8

< oo 1 1

- - +/ 74)(—*

2 L o (T+x)2" " 4

=0—o+(— ! )] S PP B
l+x1 )], 4 4 ﬁ
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4. Aufgabe

Mit partieller Integration erhélt man fiir die Kovarianz von X; und X5:
Cov(X1,X2) = E[X1 X] - E[X|]E[X]

12 1
—/‘/ IR ydey
1+x1 —|—x2 4

3x1xp >]’° o oo 3xy 1
= L o’ ‘h+/m/‘4444*“dx_*
/0 ( (14x +x2)4 0 2 14+x14x)4 1927

(
=0-0 md !
+/ ( 1+x1+x2) )L 2T
X 1
=0+ e
IR
T2 4 4

Mit diesen Ergebnissen und der Symmetrie der Varianz-Kovarianzmatrix erhalt
man fiir X schlieBlich die Varianz-Kovarianzmatrix

3 1 9

i 1
CoviX)=|1 3 o0

0 0 3

(vgl. Abschnitt 8.2).
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4. Aufgabe

¢) GemiB des Ergebnisses von Teilaufgabe a) sind der zweidimensionale
Zufallsvektor (X1,X,)7 und die Zufallsvariable X3 stochastisch unabhingig.
Zusammen mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe b) folgt daraus:

11 1
EX: X3 =E[X{|E[X3] == = = -
X1X3] =EX [E[X3] = 5 -5 =7
1
EXi|X; =x] =EXi] = 5
3
Var(X;|X3 = x3) = Var(Xy) = 7
d) Mit der bedingten Dichtefunktion
12
fox, x2) (61,%2) W0l iy, x0 > 0
Jxix, (1) = T ) =9 T
212 0 sonst

(vgl. Abschnitt 8.2) erhilt man:
E[X]|X, = x,] =/0 x1fx, |x, (¥11%2) dxy

(14x)* /°° 12x
3 0 (14x;+x)3
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4. Aufgabe

Mit Hilfe von partieller Integration folgt daraus weiter fiir x, > 0:

1 4 e 12x
E[X1|X2:)C2} _ ( +X2) /0 1

d
3 (1+X1 -I-XQ)S e

(g )

_ % <0—0+ (—m)}:)

(1+x)4 1 1
- 32 <O+(1+x2)3):§(1+x2)

Wegen fy, (x1) = fx, (x2) (vgl. Ergebnis in Teilaufgabe b) gilt

fxix) (x1,%2)  fix, x,) (x1,%2)
Jxojx, (x2fx1) = SR U i =fx,|x, (x1]x2)

S, (x1) S, (x2)

und man erhélt daher vollig analog fiir x; > 0:

il 1
E[X>|X; = x1] :/o Xofilx, (lvr) dxp = ... = 2 (1+x)

UH
"
L
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5. Aufgabe

Die Funktion i : R” — R”| x — Ax + b ist stetig differenzierbar und injektiv.
Ferner gilt

Bhl (X) 8h1(x)
ox1 I, arg ... dip
Jn(x) = . : = =A
dhy,(x) dhy,(x) .
o ... o, Anl Ann

Da die Matrix A invertierbar ist, gilt
det(J,(x)) = det(A) #0 firx € R".

Durch Auflésen von Ax +b = y nach x erhiilt man x = A~ ! (y — b) und die
Umkehrfunktion von / ist somit gegeben durch

gy)=h"'(y)=A"(y-b)=A"'y-A"'b

mit det (J,(y)) = det(A™!) = m fiir y € R". Mit dem Transformationssatz fiir
multivariate Dichtefunktionen (vgl. Abschnitt 8.2) erhilt man daher fiir

Y = h(X) = AX + b die Dichte

. RN 1 —1
R HRvyHme(A (y—b)).

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen °



Aufgabe 6 )|

Universitit Hamburg

©2026 M. Merz ° Universitit Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen °



Losungen

6. Aufgabe

a) Die Funktion A : (1,00)2 — R?, X (x; -x2,x,)7 ist stetig differenzierbar
und injektiv. Ferner gilt

) (s o x
Jn(x) = (ahf(x) 8h2x(zx)> - <0 1 )
dx1 0x2

und somit
det(Jy(x)) =x, £0  fiirx € (1,00)%
Fiir & erhilt man durch Auflosen des linearen Gleichungssystems
Y1 =X1-Xx2
y2=x2

nach x| und x; die Umkehrfunktion

mit dem Definitionsbereich

h((l,oo)z) = {yERZ YL >y > 1}.
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6. Aufgabe

Die Determinante der Jakobi-Matrix von g ist gegeben durch

1 il

. 1

det (Jg(y)) :det<y5 1y%> = firy € R mit y; >y, > L.
2

Mit dem Transformationssatz fiir multivariate Dichtefunktionen (vgl. Abschnitt
8.2) erhilt man daher fiir Y = 2(X) = (X; - X2, X3)7 die Dichte
fiiry € RZ mit y; >y, > 1

A R2—R y—fy(y) = {fx ) [det (T)]
0 sonst

yl/y BERE

L fiiry e R mity; >y, > 1
0 sonst

{y%sy% firy € R mit y; >y, > 1

0 sonst

b) Fiir die Randdichtefunktionen von Y; und Y, erhilt man (vgl. Abschnitt 8.2):
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6. Aufgabe

Y1
Y6 6 6 6 .
le(yl):/l y3u2du2: <_ 3 >:| :?—*4 fliry; > 1

143 w2 ) |y y Y1
= 6 3\ |7 33 )
sz(yZ):/ 3 Zdulz ) :O‘I’j:j firy, > 1
Y2 U3 “a/ly, Y2 N

¢) Die bedingte Dichtfunktion von Y; unter der Bedingung Y> = 2 und die
bedingte Dichtfunktion von Y, unter der Bedingung Y| = 2 sind gegeben durch

6

T 012) 32 8
02 =—"—"T——="=5  firy >y =2
Y\ Y2 sz(z) % y%
bzw.
6
fivir)(2:32) 23,2 2
Tror, (02[2) == = == fir2>y > 1.
e i (2) 55 ¥
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7. Aufgabe

a) Aus der angegebenen Varianz-Kovarianzmatrix 33 ist ersichtlich, dass der
zweidimensionale Zufallsvektor (X;,X,)” und die Zufallsvariable X3 stoch-
astisch unabhingig sind. Daher stimmt die Verteilung von X3 unter der
Bedingung X; = 0 und X, = 0 mit der Verteilung von X3 iiberein. D.h. es
handelt sich bei der Verteilung von X3 unter der Bedingung X; =0 und X, =0
um eine N(3,9)-Verteilung (vgl. Abschnitt 8.3).

b) Da der zweidimensionale Zufallsvektor (X; 7XZ)T und die Zufallsvariable X3
stochastisch unabhéngig sind, stimmt die Verteilung von X, unter der
Bedingung X, = 0 und X3 = 0 mit der Verteilung von X unter der Bedingung
X, = 0 iiberein. Die Verteilung von X ist folglich eine eindimensionale
Normalverteilung mit dem bedingten Erwartungswert

COV(X],XQ) 076
EXi|X, =0 =E[X;]+ ————=(0-E[X3]) =14+ —(0-2) =0,7
[X11X2 = 0] = E[X;] + Var(X,) (0-E[Xo]) =14+ --(0-2) =0,
und der bedingten Varianz
2
Var(X1 ‘Xz :O) :Var(Xl)f COV(X],Xz)COV(Xz,Xl) —1— 076 :0791

Var(X5) 4

(vgl. Abschnitt 8.3). D.h. bei der Verteilung von X| unter der Bedingung
X, = 0 und X3 = 0 handelt es sich um eine N(0,7;0,91)-Verteilung.
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7. Aufgabe

¢) Da der zweidimensionale Zufallsvektor (X; ,XZ)T und die Zufallsvariable X3
stochastisch unabhéngig sind, stimmt die Verteilung von X, unter der
Bedingung X; = 0 und X3 = 0 mit der Verteilung von X, unter der Bedingung
X = 0 tiberein. Die Verteilung von X; ist folglich eine eindimensionale
Normalverteilung mit dem bedingten Erwartungswert

)(OfIE‘,[Xl]) =2+ 0146(071) =14

und der bedingten Varianz

COV(Xz,Xl )COV(Xl,Xz) . 0,62

Var(X,|X; =0) = Var(X,) — =4 =364
ar(X2| X, = 0) = Var(X) Var(X,) 1 :
(vgl. Abschnitt 8.3).
d) Fiir die beiden bedingten Erwartungswerte erhilt man
Cov(X1,X>) 0,6
E[X |X, =x] =E[X ——— = (xn—E[X;])=1 —-2)=0,74+0,15
[X11X2 = xo] = E[X;] + Var(X) (2 ~E[Xp]) = 14+ —=(x2 —2) = 0,7+0,15x
Cov(X,,X1) 0,6
E[X,|X| = x] = E[X ————(x1 —E[X;]) =2 -1)=1440,6
Xa2|X) = x1] = E[Xa] + Var(X)) (1 —E[X1]) =24 == (0 = 1) = 14+0,6x,
(vgl. Abschnitt 8.3).
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7. Aufgabe
e) Die Korrelation der beiden Zufallsvariablen X und X, des zweidimensionalen
Zufallsvektors (X1, X,)7 betrigt

Cov(X,, X 0,6
Corr(X;,Xy) = — VX1 ) _ 06 g5

/ Var(X; ) Var(X;) V14

Der zweidimensionale Zufallsvektor (X1, X,)7 besitzt daher die Dichtefunktion

f(m) = | ()
X 2n12m 2(1-03%) |\ 1

_zm(ﬂ;ﬁ(@£3+(”5ﬂ1>

_M%MWQ$ﬂwwtwm4W2?+@ffD

(vgl. Abschnitt 8.3). Es sind daher alle Punkte x € R? gesucht, welche der
Gleichung

T\/lmexp <1;2 [(xl —1)2-0,6(x; —1) (x22 2) + < 22 2> ]) = (16m)~!

geniigen.
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7. Aufgabe

Durch eine kurze Umformung folgt daraus weiter

-2 -2\?
(x1—1)2—076(x1—1)(x22 )+(x22 ) =2,8669.

Bei dieser Gleichung handelt es sich um die Funktionsgleichung einer Ellipse
mit dem Mittelpunkt (1,2).
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8. Aufgabe

Die Aussage ist in dieser Allgemeinheit falsch, da die Abhédngigkeitsstruktur
zwischen den Zufallsvariablen X und X, nicht spezifiziert wird. Nur wenn die
Zufallsvariablen X| und X, gemeinsam zweidimensional normalverteilt sind, d.h.
wenn

2
X1, %) ~N(p,X)  mit p= ”l) und z:( Oi pclcz)
(X1.X0)" ~ N(1. ) u= (b ol P

gilt (dabei ist p = Corr(X1,X>)), erhélt man

=t )-r(e 1) 0 1=()

=N(+t1,034+2p0102+063)

(vgl. Abschnitt 8.3). D.h. es gilt X; +X» ~ N(u; + 1,067 +2p0106, + 67) und nur
im Fall von p = 0, also wenn die beiden Zufallsvariablen X; und X, unkorreliert und
damit sogar stochastisch unabhéngig sind, gilt

X1+ X, ~ N1y + 1,067 +03).
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9. Aufgabe

Aus der Unkorrliertheit der Komponenten X1, ..., X, des n-dimensionalen Zufalls-
vektors (X{,...,X,)T ~ N(u,X) folgt, dass die Varianz-Kovarianzmatrix eine
Diagonalmatrix 3 von der Gestalt

o} 0
=1
0 o}
ist. D.h. X besitzt die Inverse
1
o 0
s =1 : :
Es gilt daher
n )2
(x—u)Tﬂfl(X—u)=Z(%TM fiir x € R".
i=1 i
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9. Aufgabe

Zusammen mit det(X) = 67 - - 62 erhilt man damit fiir die Dichtefunktion des

Zufallsvektors x die Faktorisierung

ENGTEEON

fiir x € R”. D.h. jedoch die Zufallsvariablen X1, ..., X, sind stochastisch unabhingig
(vgl. Abschnitt 8.2).
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10. Aufgabe
Fiir X ~ N(u, 6?) gilt

VaR,(X) = u+0o® '(q)  firge (0,1) 5)
(vgl. Abschnitt 2.5).
a) Essei
2
X1,%)7 ~N(p, 2 mit = ”1> sowie 2=< % p0'10'2>
() NG E) e = (4] oy S

und p = Corr(X1,X3). Es gilt dann

wee=0 0 (i) =n(0 0 (8).0 0z())

=N(u1+p1,0624+2p0102+03)

(vgl. Abschnitt 8.3). D.h. es gilt X; + X, ~ N(u; + 11,067 +2p0105 + 63).
Zusammen mit (5) liefert dies

VaR,(X) +Xp) = ) +fp + /0?2 +2pcior + 03 (g)  fiirg € (0, 1)
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10. Aufgabe

b) Mit1=(1,...,1)T € R” folgt
Xi4..+X,=1"X~ N1Tp,17x1)
N e’
=N(TL) wi, X X 05)

mit Cov(X;,X;) = o fiiri,j = 1,...,n (vgl. Abschnitt 8.3). Zusammen mit (5)
liefert dies

VaR,(X; +...+X,) = 1T p+ V17107 (g)

fiir ¢ € (0, 1).
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11. Aufgabe

a) Esgilt:
_(x1\ _ (o 1 2\ (7
()= 1) E)
D.h. X ist von der Form g+ vWAZ mit Z = (Z;,Z,)T ~ N(0,E) und

w=(0) e a5 }).

Ferner gilt W > 0 und W ist von Z stochastisch unabhiingig. Folglich besitzt X
eine Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung (vgl. Abschnitt 8.4).
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11. Aufgabe

b) Da X eine Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung besitzt, ist die
Varianz-Kovarianzmatrix von X gegeben durch

Cov(X)=E[W]Z  mit X =AAT
(vgl. Abschnitt 8.4). Zusammen mit
EW]=p-1+(1—p)-4=4-3p

fiir p € (0,1) liefert dies
12\ /1 2\"
Cov(X) =E[W]Z = (4-3p) (0 1) (0 1)

R [ )

Speziell fiir p = 2 folgt daraus

Cov(X) = (140 ‘2‘) .
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11. Aufgabe
¢) Fiir X = (X,X,)7 gilt
X;+X,=BX+b mit B=(1 1) und b=0.

Folglich besitzt auch X + X, eine (eindimensionale) Varianz-gemischte
Normalverteilung und damit die Darstellung

X1 +Xo @ pu+vWozZ  mit Z~N(0,1).

Der Lokalisationsparameter (1 und der Dispersionsparameter ¢ sind dabei
gegeben durch 1t = a bzw.

oc=VBIBT
= vV BAATBT

o0l e Do 6 DE)-v

(vgl. Abschnitt 8.4). D.h. es gilt

X 4% 2arVIOWZ  mit Z~N(0,1). o)
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11. Aufgabe

Mit (6) erhilt man fiir die Verteilungsfunktion von X + X; fiir p € (0,1):

FX1+X2(X) = ]P)(Xl + X, §x) = ]P’(a—f— V10WZ §x)

=q>( ra >]P’(W=1)+<I>(%)P(W:4)

ofe(a)o

Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
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12. Aufgabe

a) Esgilt:
_(X1\_ (0 1 1 (7,
()= 0 ) @)
D.h. X ist von der Form g+ vWAZ mit Z = (Z;,Z,)T ~ N(0,E) und

w=(5) e a=(} ).

Ferner gilt W > 0 und W ist von Z stochastisch unabhiingig. Folglich besitzt X
eine Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung (vgl. Abschnitt 8.4).
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12. Aufgabe

b) Da X eine Varianz-gemischte multivariate Normalverteilung besitzt, ist die
Varianz-Kovarianzmatrix von X gegeben durch

Cov(X)=E[W]Z  mit X =AAT

(vgl. Abschnitt 8.4). Zusammen mit

E[W] = /lm wiw(w)dw = /lmwﬂw_e_1 dw

0 o
= 7w_9+1 = 79

1-6 1 0—1
fiir 6 > 1 liefert dies

o (1))

8 (1 1\(/1 1\_ 20 (1 0
“e-1\u —1)\u —-1)"9-1\0 1)

Da es sich bei Cov(X) um eine Diagonalmatrix handelt, sind X und X,
unkorreliert.
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13. Aufgabe

Aus X ~ E(u, 3, ¢) folgt, dass X die charakteristische Funktion

Cx(t) =exp(it' p)o(t'St)  firteR"
besitzt (vgl. Abschnitt 8.5). Damit erhilt man fiir AX + b die charakteristische
Funktion
Caxb(t) = Elexp(it’ (AX+b))]
= exp(it"b)E[exp(it’ AX)]
=exp(it' b)E[exp(i(ATt)TX))
=exp(it'b)Cx (ATt)
=exp(it'b)exp(i (ATt) ) ¢ (ATt) = (A1)
exp(it’ (Ap+b))¢ (' AZATt)

fiir t € R". Dies ist jedoch die charakteristische Funktion der E(Ag +b,AXAT ¢)-
Verteilung. Damit ist die Behauptung

AX+b~E(Au+b,ASAT ¢)

nachgewiesen.
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14. Aufgabe

Aus X ~E(p1,X,¢1) und Y ~ E(u2,cX, ¢) folgt, dass X und Y die
charakteristischen Funktionen

Cx(t) =exp(it’ ) (t' St)

bzw.

Cy(t) =exp (itTp,z) & (tTcEt)
fiir t € R" besitzen (vgl. Abschnitt 8.5). Zusammen mit der stochastischen Unab-
hingigkeit von X und Y erhélt man damit fiir X 4+ Y die charakteristische Funktion

Cx+y(t) = Cx(t) - Cy(t)
=exp(it! pu1) ¢ (' St) exp(it” py) ¢ (t'c=t)
=exp(it! (1 + p2)) ¢1 (' Bt) 6 (t7 et

=0 (')

fiir t € R". Dies ist jedoch die charakteristische Funktion der E(f41 + pt2, 3, ¢ )-Ver-
teilung. Damit ist die Behauptung

X+Y ~B(p1 + p2, %, 9)

nachgewiesen.
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1. Aufgabe

a) Esgilt:

1 1L
= 3 /71de: 0
1 1
E[XY] =E[X3] = E/_1x3dx: 0
Daraus folgt
Cov(X,Y) =E[XY]—E[X]E[Y]=0—-0=0.
D.h. die Zufallsvariablen X und Y sind unkorreliert.

b) Man erhilt:

P(X < —1/4,Y <1/4)=P(X < —1/4,X> < 1/4)
P(X<-1/4 und —1/2<X<1/2)
P(— 1/2 <X<-1/4)

I

\S) \

1

3
1
2

W Loyt
4 2)78

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen .




Losungen

1. Aufgabe

Wegen

und

P(Y <1/4)=P(~1/2<X <1/2)

gilt somit

P(X < —1/4,Y < 1/4) £P(X < —1/4)-P(Y < 1/4).

D.h. die Zufallsvariablen X und Y sind nicht stochastisch unabhingig.
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2. Aufgabe

a) Da es sich bei X; und X, um monoton wachsende Transformationen der
gleichen Zufallsvariable Z handelt, sind die beiden Zufallsvariablen perfekt
positiv abhédngig (komonoton) (vgl. Abschnitt 9.9).

b) Fiir ¥ ~ LN(u, 62) gilt E[Y"] = e#" 29" fiir n € N (vgl. Abschnitt 4.8). Aus
Z ~N(0,1) und 6Z ~ N(0, 62) folgt ferner X; ~ LN(0,1) und
X, ~LN(0,62) (vgl. Abschnitt 4.8). Damit erhilt man:

Ferner gilt:
X, X, = ?e% = Z1+0)

Daraus folgt X; X, ~ LN(0, (1 4+ ¢)?) und somit

2

E[X,Xy) = e2(1+9)
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2. Aufgabe

Damit erhélt man fiir den linearen Korrelationskoeffizienten von X; und X»:
Cov(X1,X>)
Var (X ) Var(X;)

_ EX1X;] - E[X)|E[X)]
V(BRG] — X, 2) (EpG] — EXa?)

2

p(X1,X,) =

e1(140)* _ ,3 .40
J@-eh @ - )
es(140)? _ ,307+]

V(@ -e)(ee —e)
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2. Aufgabe

¢) Die untenstehende Abbildung zeigt die Werte des linearen Korrelationskoeffi-
zienten p (X1, X,) in Abhingigkeit von o > 0.

1.0 o
Prmax
05 —
X
s 00
ke
Q
05
10 4
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
o

Interpretation: Obwohl die beiden Zufallsvariablen X; und X, komonoton, also
perfekt positiv abhéngig sind, ist der Wert des linearen Korrelationskoeffizient
p(X1,X,) kleiner als 1 und konvergiert fiir ¢ — oo sogar gegen 0. Dies zeigt,
dass trotz perfekter positiver Abhingigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen der
Wert des linearen Korrelationskoeffizienten sehr klein sein kann. Eine kleine
lineare Korrelation impliziert folglich keine schwache Abhingigkeit.
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3. Aufgabe

a) Wegen Y, @ —Y erhilt man:
Fy,(y) =P(Y2 <y) =P(VY; <y)
=P(VY <ylV=1P(V=1)+P(VY; <y|lV=-1)P(V=-1)

1 1
=P(Y <y)+;P(-Y; <y)

2 2
1 1
= EP(YI <y+ EP(YI <)

=P(Y; <y)=Fr,(y)
D.h. es gilt ¥, ~ N(0, 1). Ferner erhilt man:
p(¥1,Yz) =Cov(Y,Y2) = Cov(Y,,VYy)

=E[Y(V1))]

=E[VY7]

=E[V{JP(V =1)-E[¥{]P(V = 1)
1 1

:1.5_1.5 -0

D.h. analog zu X; und X, sind auch Y| und Y, unkorreliert.
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3. Aufgabe

b) Wegen (X;,X,)T ~ N(0,E) erhilt man fiir den Value-at-Risk von X; 4 X5 (vgl.
Abschnitt 9.2):

2
VaR,(X) +X,) = E[X; +X,] +,| Y, p(X;, X)) (VaR,(X;) — E[X;]) (VaR,(X;) — E[X;])
ij=1

2
= Zp(Xi,Xj)VaRq(Xi)VaRq(Xj)
ij=1

= \/VaRq (X1)2+ VaR,(X;)? \/ 2VaR, (X;)2 = V2VaRy(X,)
Fiir Y1 4+ Y, und ¢ € (Fy, +v,(0),1) folgt:

1—g=P(Y1+Y, > VaRy (Y| +1,))
=P(Y1 + V¥ > VaR, (Y1 + 12)[V=1)P(V =1)
+P(Y; + VY > VaR,(Y; + 12)|[V=—1)P(V=—1)
=P(2Y; > VaR, (Y, + Y2))P(V=1)+0

1
= EP(YI > VaR, (Y| +Y2)/2)
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3. Aufgabe

Fiir den Value-at-Risk von Y| + Y, erhilt man damit:

g=P(Y1+Y, < VaRy(Y1 +Y2)) =1 —P(Y; + Y, > VaRy (Y| + 12))

1
=1 2P(¥) > VaR, (Y1 + 12)/2)
1
1 1
= 3+ 3PV S VaR (1 +12)/2)

d
Wegen Y @ X, gilt somit:

11
5t E]P=(Yl <VaRy(Y1+12)/2) =q <= 14+P(Y; < VaRy (Y +Y,)/2) =2¢

P(Y] < VaR,(Y; -‘rYz)/Z) =2¢q—1
VaR,(Y) +Y>)
2
VaR, (Y| +7Y,) = 2VaR2q,1(Y1)
VaRq(Yl +Y,)= 2VaRy, 1 (Xlﬁ

= VaRy,_1 (Y1)

I
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3. Aufgabe

VaRg(X; +X7)

VaRy(Y1+Y5)

0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
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3. Aufgabe

¢) Die beiden Zufallsvariablen X| und X; bzw. Y| und Y, besitzen jeweils die
gleiche Verteilung, nimlich die Standardnormalverteilung. Ferner sind X und
X5 bzw. Y| und Y, unkorreliert. Dennoch gilt

VaR,(X| +X,) # VaR, (Y| +13).

D.h. aus den Verteilungsfunktionen zweier Zufallsvariablen und deren linearen
Korrelationskoeffizienten lassen sich i.A. keine Schliisse iiber die Verteilungs-
funktion der bivariaten Zufallsvektoren (X{,X,)” bzw. (Y1,Y>) ziehen. Zur
eindeutigen Festlegung der Verteilungsfunktion der Zufallsvektoren werden die
Randverteilungen und die Abhéngigkeitsstruktur (Copula) zwischen den Zu-
fallsvariablen ben6tigt. Die Abhingigkeitsstrukturen (Copula) von (X1, X,)"
und (Y1, Y>)T unterscheiden sich jedoch.
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4. Aufgabe

Fiir die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors U = (U,1—U,1—U)T gilt:
C(ul7u27u3) FU(M[,MZ,M:;) IP(USM],l—USMZ,l—USM:;)
IP(USM],l—uz S U,l—u3 S U)
IP(max{l —Uup, 1 —u3} S U S ul)
P(l —min{ug,u3} <UL ul)
fiir u; < l—min{uz,u3}
1—m1n{u2,u3}) fiir uy > 1 —min{up,u3}

{ fiir uy < 1 —min{uy,u3}
ma

mm{uz,u3}+u1 —1 fiiru; > 1—min{up,us}

ax {min {uy,u3} +u; — 1,0}
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5. Aufgabe

a) Fiir x;,xy > 0 ist die Verteilungsfunktion von X = (X, ,XZ)T gegeben durch
(vgl. Abschnitt 8.2):

X2 X1 1
Fx(xl,xg):/ / upe 02t gy duy

//ule "‘("ZH)duzdul

—u1 u2+1) du1

Il
N‘
5
5
=
+
m
5
N
QU
=

X2+1 XQ+1.
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5. Aufgabe

D.h. die Verteilungsfunktion von X lautet somit

_1_—x(x+l) X1 >0
. 7€ —e '+ I ur xp,xp >
FX(-xlvxZ) — {x2+ X2+ i

b) Fiir x; > 0 und x > 0 erhélt man (vgl. Abschnitt 8.2)

O]

0 sonst

1
Fx, (x1) = 11m Fx(xl x) = lim (me*xl (1) _ v X2 ) =1l—e™

Xp—>00

bzw.

—xiletl) _ g xiz) __*

1
Fx, (%) = 11m 1 Fx(x1,x2) = lim (me x4 1 x+1

Xp—roo

D.h. die Randverteilungsfunktionen von X; und X, lauten

1—e™ fi >0 02 fii >0
FX] (x1) _ { e urxy; = bzw. FXz(xZ) _ {x2+1 urxp; =2 ]

0 sonst 0 sonst
Folglich gilt
Fx (x1,22) # Fx, (x1)Fx, (x2)
und die Risiken X und X; sind daher stochastisch abhingig (vgl. Abschnitt
8.2).
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5. Aufgabe

¢) Fiirxy,xy >0 gilt
uy=1l—e <= eM=1-u < x=—-In(1—u)

und
__*
o X7+ 1

uz
17142.

<~ xz(uz—l):—uz < X =

uz

D.h. die verallgemeinerten inversen Verteilungsfunktionen (Quantilfunktionen)
sind fiir uy,uy € [0,1) gegeben durch

u

Fyl(w)=—-In(1-u)  bzw.  Fyl(w)= =

Zusammen mit (7) und dem Satz von Sklar (vgl. Abschnitt 9.4) liefert dies fiir
die Copula des Zufallsvektors X = (X1, X,)T

Cluy,up) = Fx (Fy,' (u1), F (u2))

J“_H) u

1 1n(17u,)(‘-"2

. In(1—w)  _ l-uwp
= e —e +
s+ 1 o 1

1
=(1—u)(l—u) ™ — 1 4uy +u.
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6. Aufgabe

a) Fiir x; > 0 und x, > 0 erhilt man (vgl. Abschnitt 8.2)
Fx, (vi) = lim Fx(x,x%2)

— lim (1 _e Nl _eh2 _‘_ef(x1+xz+19x1xz)) —1l—e™
Xg—>00

und

Fx, (xz) = x}ig]mFx(xl ,xz)

= lim (1 —e MM —e ™ +ef(x‘+x2+ﬂx‘x2)) =1—e".
Xp—>00

D.h. die Randverteilungsfunktionen von X; und X, lauten

1—e™ firx; >0 1—e™ fiirx, >0
Fxila) = {O sonst bzw. Fro(%) = {0 sonst '

D.h. die Zufallsvariablen X; und X, sind exponentialverteilt mit Parameter
A =1 (vgl. Abschnitt 4.7).
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6. Aufgabe

b) Fiir x1,x, > 0 gilt:

uy=1l—-e™ <= eM=1-u; < xy=—-In(1—uy)

Véllig analog erhélt man x; = —In(1 —up).
D.h. die verallgemeinerten inversen Verteilungsfunktionen (Quantilfunktionen)
sind fiir uy,uy € [0,1) gegeben durch

F;ll (u1) = —1In(1 —uy) bzw. F;zl (u2) = —In(1 —up).

Zusammen mit Fx und dem Satz von Sklar (vgl. Abschnitt 9.4) liefert dies fiir
den Zufallsvektor X = (X1, X;)” die Copula

Cluy,uz) = Fx (Fy (w1), Fy (12))
— 1 M=) _ in(1-w) +e*(*ln(lful)7ln(17u2)+191n(17u1)ln(lfug))
= 1= (1=up) = (1= ) + (1= up) (1 = wp)e O mo (i)

=u4up—1+(1—u)(1 _uz)efﬂln(lful)ln(lfuz).
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6. Aufgabe

c) Esgilt:
lim C(uy,ur) = lim uy +up — 14 (1 — ) (1 — up)e~ O —0) In(1-12)
¥—0 v—0

=up +M2—1+(1—M1)(1—M2)
=uijuy
:H(u],MQ)

(vgl. Abschnitt 9.6).
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7. Aufgabe

a) Da U und U, stochastisch unabhiingig sowie U[0, 1]-verteilt sind, folgt fiir
x€0,1]:

Fx, (x) = P(X; <x) = P (max {U1,U})” <)
=P ((max{U;,U,}) < Vkx)
=P (U < Vx,Up < Vx)

=P(U

< V)P (U < i)

D.h. es gilt X; ~ UJ0,1].
Ferner erhélt man fiir x € [0, 1]

Pl-U <x)=P(U; 21-x)=1-PU; <1—x)=1—-(1—x)=x

und somit 1 — U ~ UJ0, 1]. Zusammen mit dem ersten Teil folgt daraus
X, ~U[0,1].
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7. Aufgabe

b) Da die Zufallsvariablen X und X, gemiB Aufgabenteil a) U[0, 1]-verteilt sind,
handelt es sich bei der Verteilungsfunktion von X = (X ,XZ)T um eine Copula.
Aufgrund der stochastischen Unabhéngigkeit von U; und U, sowie
Uy, U, € U0, 1] erhilt man fiir diese

Fx(x1,00) =P(X) <x1,X2 <x2)
IP’((max{Ul,Uz}) gxl,(max{l—Ul,l—Uz})zsz)
=P(max{U;,U,} < /x1,max{1—U;,1 - Uz} < /x7)
=P (U < a1,Us < Va1, 1 — Uy < /i, 1= Us < /3)
IP’( <ﬁ,1—U1<f) (Uzg\/T,l—Uzgﬁ)
=P-vo<U <yx)P(l- o <U <)

2
= (v —(1-yx))
2
= (Var+vm—1)
fiir x; > 1 -2,/ 4+ x5 und Fx(x1,x;) = 0 sonst.
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7. Aufgabe

Da die Verteilungsfunktionen von X; und X, stetig sind, ist die Copula von
(X1,X,)7 eindeutig und lautet

2
Clur,up) = (\Jur +/uz — 1)
fiir uy,up € [0,1] (vgl. Abschnitt 9.4). Fiir die Dichte der Copula erhilt man

9*C(uy,
C(“la”Z) = au(zu(;uer)

9 2V V2= 1)

8-

(\F+ﬁ—1)
1
-

fiir uy,up € (0,1] (vgl. Abschnitt 9.5).

-
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8. Aufgabe

a) Man erhalt

1 10 1 10
— - — - 1
T i;xl 0,00750  und 0 l; yi = —0,00130

sowie
1 10 ) 1 10 )
; —x)~ =0,0001762 — i —y)~ =0,0001587
10 izl(xl x) ) ) 10 l:Zl(yl y) )
und
1 10
(x; —%)(vi —¥) = 0,00008351.
10,5
Damit folgt
1 10
10 X (5 =% 0i =)
r(X,Y) = =l =0,4994
, 1o , 1o B
10 XL (=% L (i—5)?
i=1 i=1
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8. Aufgabe

b) Fiir die Ridnge der x;- und y;-Werte gilt:

| i | xi(BMW) y;(Siemens) | ry, ry, |
1 0,0030 -0,0051 [ 6 4
2 0,0224 0,0072 | 10 8
3 -0,0059 -0,0055 | 3 3
4 0,0206 0,0017 | 9 7
5 -0,0058 00160 | 4 9
6 -0,0118 -0,0013 | 2 5
7 0,0064 0,0219 | 8 10
8 0,0039 0,006 | 7 6
9 -0,0015 -0,0156 | 5 2
10 -0,0238 00222 | 1 1
Ferner ist
1
E(n+1):5,5.

Damit erhélt man (vgl. Abschnitt 9.10):
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8. Aufgabe

rs(X.Y) = 10271 ;0(”: ,)(ry,.—s,s)

== (05 (~1,5)+4,5-25+(~2,5) - (~2.5)+3,5-1.5+(~15)-35

+(-3,5)-(-0,5)+2,5-454+1,5-0,5+(-0,5)- (=3,5) + (—4,5) - (—4,5))
=0,6363636
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8. Aufgabe

¢) Werden die zehn Beobachtungen (x;,y;) nun anhand der x;-Werte aufsteigend
angeordnet, erhilt man:

‘ x;i (BMW) y; (Siemens) H v, Ty | 4 ‘
-0,0238 -0,0222 1 1 0
-0,0118 -0,0013 2 5 3
-0,0059 -0,0055 3 3 1
-0,0058 0,0160 4 9 |5
-0,0015 -0,0156 5 210
0,0030 -0,0051 6 4 10
0,0039 0,0016 7 6 | 0
0,0064 0,0219 8§ 10| 2
0,0206 0,0017 9 710
0,0224 0,0072 || 10 8 | O

Zum Beispiel gilt ¢; = 0, da es keine Riénge gibt, die kleiner als ry, = 1 sind.
Weiter gilt g» = 3, da ry, = 5 ist und von den vier kleineren Réngen 1,2,3 und
4 nur die drei Riinge 3,2 und 4 in der Reihenfolge nach ry, = 5 kommen usw.
Es gilt somit (vgl. Abschnitt 9.10)

4
XY =1 11=0511111L
re(X.Y) = n—l Zq’ 10(10—1) 05
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9. Aufgabe

a) Cfll(ul,uz) = W(uy,u;): Einsetzen von 8 = —1 in

~1/6
CS'(uy,up) = (u;e +uy® - 1)
(vgl. Abschnitt 9.8) liefert unmittelbar
Cgl(ul,ug) =uy;+uy—1=max{u; +uy;— 1,0} = W(uy,up)

und damit die Behauptung (vgl. Abschnitt 9.6).

éin}) C§'(u,v) = T(u,v): Mit der Regel von L’ Hospital erhiilt man (vgl.
—
Abschnitt 9.6):

~1/6
lim C§'(u,v) = lim (u_e +v - 1)
00 0—0

— lim e*éln(u_"“rv—e*l)
6—0
-6, ,-0
Cim ln(u v -1)
—e¢ 60 0
lim w0 (= In(u)+v—0 (= In(v))

—e 60 w040

_ eln(u)Jrln(v) — v — H(th)
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9. Aufgabe

lim C§'(u,v) = M(u,v): OBdA gelte u < v. Dann erhalt man (vgl. Abschnitt

B—o0

9.6):

~1/6
lim C§'(u,v) = lim (u_e +v O 1)
0—o0 0—ro0

= (e (142 ))
cugm (14 (2)")

=u-1=min{u,v} =M(u,v)

Fiir u > v erhilt man vollig analog:

elim C§'u,v) = ... =v-1=min{u,v} = M(u,v)
o0
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9. Aufgabe

b) Fiir den unteren Tailabhingigkeitskoeffizienten folgt fiir 8 € (0,00) (vgl.
Abschnitt 9.11):

S d0 g
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9. Aufgabe

Fiir den oberen Tailabhéngigkeitskoeffizienten erhilt man mit der Regel von
L’Hospital (vgl. Abschnitt 9.11):

1—2g+CSq,
JulX, V) = tim L= 24 €0 (:9)

qtl l—q
1-2g+(g O +q0—1)"°
=lim
qtl l—q
_h_ Lm0 _1\-1/6—-1(_ —6-1
2 1 20
— lim 9( q ) ( q )
qtl -1
1
=2+ —lim(2g % —1)"1/0-1! (—291im —9—1>
0 qu( i ) quq
1
=24+ —(-20)=0
+4(=26)
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10. Aufgabe

Die Zufallsvariable X besitzt die Verteilungsfunktion

l—e ™ firx>0
0 sonst

(vgl. Abschnitt 4.7). Auflosen der Gleichung u; =1 — e~ nach x liefert

1
x:—zln(l—ul)

und damit die Umkehrfunktion
1 ..
_ —oIn(l—u;) firu; €[0,1)
Fy'(w) = { * :
Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen Y ist fiir y > 0 gegeben durch:
Fy(y) =P(Y <y)
=P(X* <)
=P(X<Vy)
vy
= / e M dx = (—eflx)](\)/y =1—e*VW
0

o fﬁrbtl =1
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10. Aufgabe

Die Zufallsvariable Y besitzt somit die Verteilungsfunktion

l—e V7 fiiry>0
F = .
v { 0 sonst

Auflosen der Gleichung uy =1 — e VY nach y liefert

1
y= 32— )

und somit die Umkehrfunktion

Py () = L In?(1—uy) fiir up € [0,1)
oo fiir u, =1
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10. Aufgabe

Damit folgt
M(X,Y) = lim]P(Y < F;l (9) | X < Fx'(9))

=limP(X? < Fy'(q) | X < Fx'(q))

q10
— limP (X2 < 2 1n2 (1— )X<—11n(1—u) =1
T ql0 -2 D\2="7 V)=

und
Au(X,Y) = limP (Y > F;l(q)‘X > F;l(q))
q11
—1imP (X2 > F! ‘X>F_1
lim ( vy (@) X (q))
=1limP ( X > ilnz(l—q) X> —lln(l—ul) =1
qTl A2 A

(vgl. Abschnitt 9.11). D.h. es besteht eine extreme obere und untere Tailabhéngigkeit
in der Hohe von 1.
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11. Aufgabe

a) Werden die zehn Beobachtungen (x;,y;) anhand der x;-Werte aufsteigend
angeordnet, erhilt man:

[ xi (Schadenhéhe) [ y; (ALAE) [] rank(x;) rank(yi) [ ai |
1500 301 1 3 2
2500 415 2 6 4
4500 395 3 4 2
5750 34474 4 12 8
7100 10593 5 10 6
9000 406 6 5 2

11750 2530 7 8 3
14000 175 8 1 0
15000 2072 9 7 1
19833 212 10 2 0
33033 7845 11 9 0
62500 12251 12 11 0

Zum Beispiel gilt ¢; = 2, da rank(y;) = 3 ist und von den beiden kleineren
Ringen 1 und 2 beide in der Reihenfolge nach rank(y;) kommen usw. Mit
n = 12 folgt somit:

re(X,¥)=1- n_l Zq,:l (12_1) 28 =0,1515

1—1
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11. Aufgabe

b) Zwischen der Rangkorrelation p(X,Y) (Kendalls 7) und dem Parameter 6 der
(bivariaten) Gumbel-Copula Cg (u1,u;) besteht der folgende funktionale Zu-
sammenhang

1
pe(X.¥)=1-5  fire[leo).

Zusammen mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil a) liefert dies fiir 6 die Schi-
tzung

1 1
1—-r(X,Y) 1-0,1515

0= = 1,17855.

D.h. die an die Daten angepasste Gumbel-Copula lautet:
1/1,17855
s 1,102) = exp (= (= In(ur)) 17555 4 (= In(uy)) 17855 V117853

Die durch diese Copula reprisentierte Abhéingigkeitsstruktur ist wegen
(up,up) = C?"(ul,uz) nicht sehr ausgeprigt.
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12. Aufgabe

a) Fiir die Erwartungswerte von X und Y gilt

E[X]=2I3)=4 und E[¥Y]=3=6

Dl—| W

(vgl. Abschnitte 4.7 und 4.11). Bezeichnen F und Fy die Verteilungsfunk-
tionen von X und Y, dann gilt

Fx(4)=0,7569 und Fy(6) =0,5768
(vgl. Abschnitte 4.7 und 4.11). Zusammen mit dem Satz von Sklar folgt daraus:
P(X <E[X],Y <E[Y]) =P(X <4,Y <6)
= Cfo(Fx(4).Fy(6)
= ¢§1(0,7569;0,5768)

—1/10
- (0,7569—6 +0,5768710 — 1) /

~0,5734
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12. Aufgabe

b) Fiir die Dichte von C(,Cl(u7 v) erhélt man:

92CS (u,v)
W ="705

—1/6—-1
= 788\1 (—é (u_e +v 0 1) / (—9)14_9_1)
(1 [ o o ~1/6-1
LG ACRESRE) )

1/6+1 / _ _

(e

N———
|
—_
~
?
()
—
<
5
—_

@|—
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12. Aufgabe

¢) Bevor eine ML-Schitzung fiir den Parameter 6 berechnet werden kann, miissen
mit Hilfe der Daten (x,y1),..., (xg,ys) Pseudo-Daten fiir die Copula Cy

= - = -~ T
;= ()" o = (Fx(x), Fy(yi))
= (1=eMi1—)T firi=1,...,8 (8

erzeugt werden. Der ML-Schiitzer fiir den Parameter A einer Exp(A )-Vertei-
lung lautet

1
T o
n izt Xi
Damit erhilt man fiir die beiden Parameter A; und A, die folgenden
ML-Schitzungen:
~ 1 10 ~ 1 20
M=T—"m—=— bzw. M=+ =—.

§Lin 29 §Xii 93

In (8) eingesetzt liefert dies fiir die Copula Cy die folgenden Pseudo-Be-

’i:

obachtungen
7 [ 1 2 3 7 5 6 7 8]
[@; [ 05777 05920 03613 06059 03829 06321 07881 08392 |
[ G | 05289 05947 03354 06438 04283 07000 07683 08131 |
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12. Aufgabe

Durch Maximierung der Log-Likelihoodfunktion

o)

1( (9[11,

II
/_\

Il
(gl
—
5
—
S
<
=N
£
S—

Il
™

(ln(l +0)— (1+0)In(@iin)

1 —0 —0
+(—2 e)ln( il +M,2 —1))

erhilt man fiir 6 die Schitzung 0= 22,238. D.h. die an die Daten angepasste
Clayton-Copula lautet

—1/22,238
Cl _ —22,238 —22,238 ’
C227238(M]7u2) = (ul +M2 — 1) .
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12. Aufgabe

Zusammen mit dem Satz von Sklar folgt daraus
P(X <3,Y <4) = CF} 135 (Fx(3),Fy(4))
C22 233(0,6446:0,5769)

—1/22,238
= (0,6446’22’238 +0,5769 722238 _ 1) ~0,5748.
R-Code:
1
2 # Maximierung Log-Likelihoodfunktion fiir bivariate Clayton-Copula (IFM-Methode)
3 ##
4
5  # Beobachtungen
6 X<-c(2.5,2.6,1.3,2.7,1.4,2.9,4.5,5.3)
7 Y<-c(3.5,4.2,1.9,4.8,2.6,5.6,6.8,7.8)
8

9  # ML-Schitzung der Parameter der beiden Randverteilungen
10  lambda.1<-1/mean(X)
11 lambda.2<-1/mean(Y)

13 # Pseudo-
14 U<-1-exp(-lambda.1*X)
15  V<-1-exp(-lambda.2*Y)

17  # Minimierung der negativen Log-Likelihoodfunktion
18  f<-function(theta){

19 -sum(log(l+theta)-(1+theta)*log(x*y)

20 +(-2-1/theta)*log(x"(-theta)+y”(-theta)-1))
21}

22 theta<-nlm(f,p=10)

23 theta
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1. Aufgabe
a) Mit dem Keim xg = 3 resultieren die folgenden fiinf Pseudozufallszahlen:
x1=(27-34+31) mod 512 =112
Xy =(27-112+431) mod 512 = 495
x3 =(27-495+31) mod 512 = 84
x4 =(27-84+31) mod 512 =171
x5 = (27-171+31) mod 512 = 40

Fiir die Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1) erhélt man damit die fiinf

Pseudozufallszahlen:
up = ;; =0,2187500
Uy = :?; =0,9667969
uz = 58142 = 0,1640625
Uy = ;; =0,3339844
us = 54102 =0,0781250

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen .



Losungen

1. Aufgabe

b) Mit den Pseudozufallszahlen aus Aufgabenteil a) und der Transformation
u = 5u+2 erhilt man fiir die Gleichverteilung auf dem Intervall [2,7) die fiinf
Pseudozufallszahlen:

U = 5u; +2=5-0,2187500+2 = 3,093750
T = 5up +2 = 5-0,9667969 + 2 = 6,833984
T3 = 5u3+2 = 5-0,1640625 +2 = 2,820312
Gy = Sug+2 =5-0,3339844 42 = 3,669922
Gis = Sus +2 = 5-0,0781250 +2 = 2,390625
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2. Aufgabe

Mit der Inversionsmethode erhilt man, dass die diskrete Zufallsvariable

1 firU<0,9
2 fir0,9<U<0,99

N:=193 fir0,99 < U < 0,999

die Verteilungsfunktion Fy besitzt. Ferner erhilt man mit der Inversionsmethode,
dass die Zufallsvariablen

X;:=—100In(1—V;)

die Verteilungsfunktion Fy besitzen.

Die Realisierung u# = 0,05 von U fiihrt somit fiir die Verteilungsfunktion F zur
Pseudozufallszahl N = 1, und die Realisierung v = 0,3 von V| liefert fiir die Vertei-
lungsfunktion Fy die Pseudozufallszahl X; = —1001n(1 —0,3) ~ 35,6675. Fiir die
Verteilungsfunktion Fg der Gesamtschadenhohe liefert dies die Pseudozufallszahl

N
S=Y X;=X; =356675.
i=1
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3. Aufgabe

Mit der Inversionsmethode erhélt man, dass die Zufallsvariable

fiir U < 0,125
fiir 0,125 < U < 0,312
fiir 0,312 < U < 0,500
fiir 0,500 < U < 0,656
fiir 0,656 < U < 0,773
fiir 0,773 < U < 0,855

=
[
N N =

die Verteilungsfunktion Fy besitzt. Die Einzelschadenhohen X, X5, ... sind
Weibull(2,200)-verteilt. Da jedoch pro Schaden der gedeckte Hochstschaden [ = 650
betrédgt und ein Selbstbehalt von d = 150 existiert, sind die Schadenhohen

0 fiir X; < 150
Yi:= ¢ X;—150 fiir 150 < X; < 650
500 fiir X; > 650

zu betrachten.

©2026 M. Merz ° Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen .



Losungen

3. Aufgabe

Ferner gilt:
P(¥; = 0) = P(X; < 150) = Fx(150) = 1 —e~(159/2007 ~ 0 43021720
P(¥; = 500) = P(X; > 650) = 1 — Fx(650) = ¢~ (650/20)" ~ 0,00002587

Die Schadenhohen Y; besitzen somit die Verteilungsfunktion

0 fliry <0
F . 0,43021720 firy=0
rv)= 1 — e~ (O+150)/2000°  fijr 0 < y < 500 °
1 fiir y > 500
Folglich besitzt
0 fiir 0 < V; <0,43021720
Y :=4200y/—In(1-V;)—150 fiir 0,43021720 < V; < 0,99997410
500 fiir 0,99997410 < V; <1

fiir V; ~ U(0, 1) gemiB der Inversionsmethode die Verteilungsfunktion Fy(y).
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3. Aufgabe

Die Realisierung u = 0,7654 liefert somit fiir die Verteilungsfunktion Fy die Pseudo-
zufallszahl N = 4 und die vier Realisierungen v; = 0,2738, v, = 0,5152, v3 = 0,7537
und v4 = 0,6481 fiihren fiir die Verteilungsfunktion Fy zu den folgenden vier Pseu-
dozufallszahlen:

Y1 =0
Y, = 200y/—1In(1—0,5152) — 150 ~ 20,1786
Y3 = 200y/—1In(1 —0,7537) — 150 ~ 86,7450
Y4 = 2001/—1In(1 —0,6481) — 150 ~ 54,3926

Fir die Verteilungsfunktion F; der Gesamtschadenhohe S liefert dies die
Pseudozufallszahl

S—=

=

Il
-

Yi=Y1+Hh+Y3+Y,

1

=0+20,1786 + 86,7450 + 54,3926 = 161,3162.
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4. Aufgabe

a) Die Dichtefunktion

0 sonst

(1—x ir x
f(x):{lz (1—x) firxe(0,1)

besitzt die erste Ableitung

)= {12x(2 —3x) fiirxe (0,1)

0 sonst

Folglich ist f/(x) auf (0, %) streng monoton wachsend und auf (%, 1) monoton
fallend. Das Maximum von f (x) liegt daher an der Stelle x = % und betragt

2\° 2\* 9 48 48 16
23 =-12(2) +12(2) =242 _F_D_.y
rem=-2(3) +2(3) =55 =53
Es gilt daher
f(x) <Mg(x) fir x € R.

Da es sich bei g(x) ferner um die Dichte der Gleichverteilung auf dem Intervall
(0, 1) handelt, erhélt man mit der Verwerfungsmethode den folgenden Algo-
rithmus zur Erzeugung von F-verteilten Pseudozufallszahlen:

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen .



Losungen

4. Aufgabe

1) Erzeuge unabhingig voneinander Y, U ~ U(0, 1).
2) Liefere X :=Y, falls

< U
U< Me) ~ 16

gilt. Andernfalls gehe zuriick zu Schritt 1).

b) Zur Erzeugung einer Pseudozufallszahl fiir die Verteilungsfunktion F werden
im Mittel M = % ~ 1,78 Simulationen benétigt. D.h. die Effizienz des Algo-

rithmus betriigt 4; = £ = 0,5625.
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5. Aufgabe

a) Auflosen der Gleichung

o
u:FX(x):(x—il) fiirx >0
nach x liefert
x= Yu(x+A)
— X= \/E)L .
- ¢
D.h. die Quantilfunktion lautet
-1 Yud
x=Fy (u)= — s fiiru € (0,1).
Speziell fiir o« = A = 4 erhélt man somit, dass die Zufallsvariable
U
X=F;'(U)= 9
X ( ) 1— yU ( )

mit U ~ U(0, 1) invers Pareto-verteilt ist mit den Parametern & =4 und A = ﬁ
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5. Aufgabe

b) Fir ¢ = A =4 gilt
1 1
-1 _ ~ 2= .
EX )= 3 ~008333 und  E[X )= 5o ~001042

Ferner gilt

mit
gl(x):=— und  gP(x) = .
Erzeuge nun n = 50 unabhingige Pseudozufallszahlen Uy,...,Usy ~ U(0,1).

Eingesetzt in (9) liefert dies die Pseudozufallszahlen X1, ..., X5y ~ Fy. Damit
erhilt man fiir E[X~!] und E[X 2] die (naiven) Monte-Carlo-Schitzungen

1 50 1 50
85X =55 Y g“(X;) ~0,08065 bzw. 2%(X)= % Y &%(X;) ~0,01504.
i=1 i=1

UH
"
L
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5. Aufgabe

¢) Fiir Var(g“(X)) resultiert die Monte-Carlo-Schitzung
Var(g(X)) = = ¥ (8%(X;) — &% (X))* = 0,00870973.

Fiir die Varianz und die Standardabweichung von g¢,(X) liefert dies die
Schitzungen

Var(g(X))

=0,00017419
bzw.

Var(g4,(X)) = 0,01320.

Fiir das 95%-Konfidenzintervall von E[X~!] erhilt man damit die Monte-
Carlo-Schitzung:

[0,08065 — 1,96-0,01320, 0,08065 + 1,96 -0,01320] = [0,054778,0,106522]

Es enthilt den tatsichlichen Erwartungswert E[X '] = -5 ~0,08333.

UH
"
Wi
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6. Aufgabe
Vorgehen:

1) Erzeuge fiir die vier verschiedenen Copulas jeweils 5000 simulierte
(zweidimensionale) unabhingige Beobachtungen

(X, Yi) ~ Frx yy ~ C(F1(x), F2())-

Fos(x,y) Fho(x.y) mit v=4

F(x.y)

13 o g
12 4
11+
1.0 4
0.9 -
08 g
07 - g

oSy, °
.
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6. Aufgabe

2) Berechne damit 5000 simulierte Beobachtungen S; fiir die Gesamtschadenhohe
fiir das gesamte Versicherungsportfolio

Si=X;+Y; firi=1,...,5000.

3) Ermittle aus der empirischen Verteilung {S Lyeo- ,S5QOO} fiir die Gesamtscha-

denhéhe S eine Schitzung \721?(0795(S) fiir den Value-at-Risk VaRg g5 (S) der
Gesamtschadenhohe fiir das gesamte Versicherungsportfolio in Form des
95%-Stichprobenquantils.

4) Ermittle alle fiir das erste Teilportfolio simulierten Werte X;, fiir die
Xi+Yi> @OTQS(S)

gilt, und berechne anschlieend als Monte-Carlo-Schitzung fiir das Risikoka-
pital des ersten Teilportfolios RK(X) = E[X|S > VaR o5(S)] den Mittelwert

R

ZX,' mit N::{i:1,...,}’lSXi+Yi>\//'Z;.§Q,95(S)}.
IVl i
Die Monte-Carlo-Schitzung fiir das Risikokapital des zweiten Teilportfolios
RK(Y) = E[Y|S > VaR 95(S)] berechnet man analog.
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6. Aufgabe

5) Durch Addition der Monte-Carlo-Schitzungen fiir die Risikokapitalien der
beiden Teilportfolios erhilt man die Monte-Carlo-Schitzung fiir das
Risikokapital des gesamten Versicherungsportfolios

RK(S) = E[S|S > VaRg05(S)].
Dies liefert die folgenden Werte (in Millionen Euro):
‘ H CS5(u,v) Cloo(u,v) CS"(u,v)  CS'(u,v) ‘

RK(X) || 1,207823  1,208595 1255856 1,223993
RK(Y) || 1,022353  1,027655  1,089241  1,047408
RK(S) || 2230176 2236250  2,345097 2,271401
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6. Aufgabe
R-Code:

©2026 M. Merz

VONOU A WN R

Hi

# Risikokapitalallokation mittels Monte-Carlo-Integration
#iH

# Simulation von 5000 Beobachtungen fiir die 4 verschiedenen Copulas

library(copula)

set.seed(1234)

n<-5000

observations.Gauss<-mvdc(normalCopula(@.2), c("lnorm","lnorm"),
list(list(meanlog=-0.0277, sdlog=sqrt(0.0149)),
list(meanlog=-0.1099, sdlog=sqrt(0.0089))))

observations.Gauss.sim<-rmvdc(observations.Gauss,n)

observations.t<-mvdc(tCopula(@.2, df=4, dim = 2), c("lnorm","lnorm"),
list(list(meanlog=-0.0277, sdlog=sqrt(0.0149)),
list(meanlog=-0.1099, sdlog=sqrt(0.0089))))

observations.t.sim<-rmvdc(observations.t,n)

observations.Gumbel<-mvdc(gumbelCopula(param=4, dim = 2), c("lnorm","lnorm"),
list(list(meanlog=-0.0277, sdlog=sqrt(0.0149)),
list(meanlog=-0.1099, sdlog=sqrt(0.0089))))

observations.Gumbel.sim<-rmvdc(observations.Gumbel,n)

observations.Clayton<-mvdc(claytonCopula(param=4, dim = 2), c("lnorm","lnorm"),
list(list(meanlog=-0.0277, sdlog=sqrt(0.0149)),
list(meanlog=-0.1099, sdlog=sqrt(0.0089))))

observations.Clayton.sim<-rmvdc(observations.Clayton,n)

par(mfrow=c(2,2),mar=c(3,3,3,3),cex=1.3)

plot(observations.Gauss.sim, col=4,xlab=expr ion(X[i]),ylab=expr ion(Y[i]),
main=expression({F[0.2]"{Ga}}(x,y)), las=1)

plot(observations.t.sim, col=4,xlab=expression(X[i]),ylab=expression(Y[i]),
main={F[0.2]"{t}}(X,y)~~mit~~nu==4, las=1)

plot(observations.Gumbel.sim,col=4, xlab=expression(X[i]), ylab=expression(Y[i]),
main=expression({F[4]"{Gu}}(x,y)), las=1)

plot(observations.Clayton.sim,col=4,xlab=expression(X[i]),ylab=expression(Y[i]),
main=expression({F[4]*{C1}}(x,y)), las=1)
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6. Aufgabe

R-Code (Fortsetzung):

39 # Risikokapital fiir das gesamte Portfolio und die beiden

40  Risikokapital.Gauss<-observations.Gauss.sim[,1]+observations.Gauss.sim[,2]
41  VaR.Gauss<-quantile(Risikokapital.Gauss, 6.95, type=1, name=FALSE)

42  RK.Gauss.l<-mean(observations.Gauss.sim[Risikokapital.Gauss>VaR.Gauss,1])
43 RK.Gauss.2<-mean(observations.Gauss.sim[Risikokapital.Gauss>VaR.Gauss,2])
44 c(RK.Gauss.1,RK.Gauss.2,RK.Gauss.1+RK.Gauss.2)

46  Risikokapital.t<-observations.t.sim[,1]+observations.t.sim[,2]
47  VaR.t<-quantile(Risikokapital.t, ©.95, type=1, name=FALSE)

48  RK.t.l<-mean(observations.t.sim[Risikokapital.t>VaR.t,1])

49  RK.t.2<-mean(observations.t.sim[Risikokapital.t>VaR.t,2])

50 c(RK.t.1,RK.t.2,RK.t.1+RK.t.2)

52  Risikokapital.Gumbel<-observations.Gumbel.sim[,1]+observations.Gumbel.sim[,2]
53  VaR.Gumbel<-quantile(Risikokapital.Gumbel, ©.95, type=1, name=FALSE)

54  CTE.Gumbel<-mean(Risikokapital.Gumbel[Risikokapital.Gumbel>VaR.t])

55  RK.Gumbel.l<-mean(observations.Gumbel.sim[Risikokapital.Gumbel>VaR.Gumbel,1])
56  RK.Gumbel.2<-mean(observations.Gumbel.sim[Risikokapital.Gumbel>VaR.Gumbel,2])
57  c(RK.Gumbel.1,RK.Gumbel.2,RK.Gumbel.1+RK.Gumbel.2)

59  Risikokapital.Clayton<-observations.Clayton.sim[,1]+observations.Clayton.sim[,2]
60  VaR.Clayton<-quantile(Risikokapital.Clayton, .95, type=1, name=FALSE)

61 CTE.Clayton<-mean(Risikokapital.Clayton[Risikokapital.Clayton>VaR.t])

62  RK.Clayton.l<-mean(observations.Clayton.sim[Risikokapital.Clayton>VaR.Clayton,1])
63  RK.Clayton.2<-mean(observations.Clayton.sim[Risikokapital.Clayton>VaR.Clayton,2])
64  c(RK.Clayton.1,RK.Clayton.2,RK.Clayton.1+RK.Clayton.2)
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7. Aufgabe

a) Esgilt:

1 1 1

E[U] = du=-u?| ==
[U] /Ouu 2u0 3
1 1501
IEU2:/ 2du= - | ==
[U7] |, du 3u0 3
1 1," 1
IE3:/3 Py
[U°] Oudu 4u04
! 15" 1
IE“:/“ — | ==
(U] Oudu Suo5

Var(X) = Var(U?)
=E[U*) - E[U*?
_1_ (1> _9=5_4
5 3 45 45
Wegen 1 — U ~ U(0, 1) gilt ferner:
4
Var(Y) = Var(X) = 5
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7. Aufgabe

Ferner erhilt man
Cov(X,Y) = Cov(U?,1—2U+U?)
= —2Cov(U?,U) + Var(U?)
4
U+ 5

[
_ 111 +i —454+30+8 7
- 4 32 45 90 90

= —2(E[V*] - E[v]E

und

<
B
/N
b
+
NQ
\_/
E
e
+
=
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7. Aufgabe

b) Es gilt

1 1
2 = 2. =
/O u du—/o u”-1du=E[g(U)] (10)

mit g(u) := u? und U ~ U(0,1). Unter Verwendung von 100 Pseudozufalls—
zahlen Uy,...,Ujgp ~ U(O 1) erhilt man fiir E[g(U)] = E[U%] = § L und

Var(g(U)) = Var(Uz) 45 ~ 0,08889 die (naiven) Monte-Carlo-Schitzungen

100
Z100(U =7 0 0 Z g(U;) =~ 0,26830
und
. 1 100 5
Var(g(U)) = 15577 L (8(U) —Z100(V)) " ~ 0,074193.
i=1

Dies liefert fiir die Varianz von g10o(U) die Schitzung

— Var(g(U
Var(2100(U)) = W ~0,00074193.

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Losungen .




Losungen

7. Aufgabe

¢) Gegeben seien wieder 100 unabhingige Pseudozufallszahlen
Ui,...,Uipo NU(O,l). Setze

Uipori:=1-U; firi=1,...,100.

Dann sind die Pseudozufallszahlen Ui2 und (1 — Ujgog;)? fiiri =1,...,100
gleichverteilt und paarweise negativ korreliert (vgl. Aufgabenteil a)). Mit
diesen insgesamt 200 Pseudozufallszahlen erhélt man fiir die Momente
E[g(U)] = % und Var(g(U)) = % ~ 0,08889 die Monte-Carlo-Schitzungen

1 200
Ba0(U) = 355 Y. 8(U) ~ 0.33081

und

1 200

Var(g(U)) = 5001 L (8(U) —2200(U))* ~ 0,086136.
i=1

Dies liefert fiir die Varianz von g0 (U) die Schitzung

— Var(g(U
Var(2200(U)) = % ~ 0,00043068.
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8. Aufgabe

a) Es gilt

/1"“1 / € ldx=E[g(x)] (11

e—1

mit g(x) := ‘:_’11 und X ~ U(0,1). Unter Verwendung von 100 Pseudozufalls-
zahlen X1,..., X190 ~ U(0, 1) erhilt man fiir

-2
E[g(X)] = -7 ~ 0418023

die (naive) Monte-Carlo-Schitzung

100
Z100(X 100 ):g ~0,35531.

Fiir die Varianz von ggo(X) resultiert die Schitzung

Var(gion(0)) = “ne0)
1 100

~ 2
- z X;)— X))" ~ 0,00072028.
100(100—1) ,-:1(g( )~ B0l )) 7

UH
"
L
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8. Aufgabe

b) Gegeben seien wieder 100 unabhéngige Pseudozufallszahlen
Xi,.., X100 ~ U(O, 1). Setze

X100+ii=1—X,‘ fﬁri=17.,.7100.

Dann sind die Pseudozufallszahlen

X; 1—X100+i
eXi—1 el=Xio+i _ 1
und g(l _X100+i) =T 1

g(Xi) = firi=1,...,100

e—1 e—1

gleichverteilt und aufgrund der strengen Monotonie von g(x) paarweise negativ
korreliert. Mit diesen insgesamt 200 Pseudozufallszahlen erhilt man fiir
E[g(X)] die Monte-Carlo-Schitzung

N 1 200
2200(X) = 300 izzlg(x,-) ~0,41677.

Fiir die Varianz von g5 (X) resultiert die Schitzung

- 1 200 ~ )
Var(g00(X)) = 300(200—1) Y ((Xi) —8200(X))~ = 0,00039775.
=
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8. Aufgabe

c) Fir X ~U(0,1) gilt

Dies fiihrt zum Monte-Carlo-Schitzer
X 1 100
gloo(X) = 2e—1) IOOZ

Fiir E[g(X)] erhélt man damit die Monte-Carlo-Schitzung

Zhoo(X) = T ! S 01006929 039168

und fiir die Varianz von gf, (X) resultiert die Schétzung

e 1 100 )
~K ~K
Var (g0 (X)) = T00(100 -1 ;(g(xi) —2l00(X))” ~0,00011928.
i=
d) Es gilt

Var (g5 (X)) < Var(g200(X)) < Var(g100(X)).

D.h. die Monte-Carlo-Intergration mit Kontrollvariablen ist am efﬁzientesten
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