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Ubungsaufgaben

1) Die Zufallsvariablen (X,),cn seien unabhingig und identisch-verteilt mit der
Verteilungsfunktion Fx. Bestimmen Sie die asymptotische Grenzverteilung des
standardisierten Maximums M, fiir n — oo, falls gilt:

a) X ~ Par(a,A), dh.

Fy(x) = 1_(7%”)0‘ fiirx>0.

0 sonst

Hinweis: Verwenden Sie die Standardisierungskonstanten
ap = An'/% — A und b, = %nl/“‘ fiir n € N.
b) X ~U(0,1), d.h.

0 firx<O0
Fx(x)=<x fir0<x<1.
1 firx>1

Hinweis: Verwenden Sie die Standardisierungskonstanten a, = 1 und
by =1 firneN.
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2)

3)

4)
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Die monatlichen Maximalschéden Myjonat,15- - - » MMonat,12 €ines Risikos seien
stochastisch unabhingig und identisch Fréchet-verteilt mit den Parametern &y,
Uy und o). Zeigen Sie, dass der jahrliche Maximalschaden My, ebenfalls
Fréchet-verteilt ist mit den Parametern

Oy —0.
Er =&y, my=ty— 22 und oy =12%0y.

m

Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien stochastisch unabhingig und identisch
Exp(1)-verteilt. Ferner sei M,, = max {Xi,...,X, }. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit P(M,, <5) fiir n = 10 und n = 100 exakt sowie
approximativ mit Hilfe der Grenzverteilung von M,,.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bestimmung der Grenzverteilung die Standardi-
sierungskonstanten a, = In(n) und b, = 1 fiirn € N.

Weisen Sie nach fiir hinreichend grofie n € N gilt: Aus

P<M"b_a" gx) ~ Fe(xp,0) firxeR

n

folgt
P (M, <x)~Fg(x;[1,6) firxeR

mit I = bt +a, und G = b, 0.




Ubungsaufgaben

5) Bestimmen Sie geeignete Standardisierungskonstanten a, und b, fiir n € N zur

Bestimmung der Grenzverteilung des Maximums M, = max {Xy,...,X,} von
stochastisch unabhingigen und identisch Par(¢t, A )-verteilten Zufallsvariablen
X1, Xn.

Hinweis: Verwenden Sie zur Bestimmung der Standardisierungskonstanten den
letzten Satz in Abschnitt 7.4.

6) Im R-Paket evir ist der Datensatz spto87 enthalten. Er enthilt die tiglichen
logarithmierten Renditen (daily log returns) In(R;/R;1 1) des S&P 500 Aktien-
index im Zeitraum von 05.01.1960 bis 16.10.1987 (d.h 6985 Beobachtungen).

a) Erzeugen Sie fiir die Zeitreihe mit den tiglichen logarithmierten
Renditen des S&P 500 Aktienindex vom 05.01.1960 bis 16.10.1987 und
fiir die 28 jéhrlichen Maxima jeweils eine Abbildung.

b) Passen Sie mittels der Block-Maxima-Methode eine verallgemeinerte
Extremwertverteilung an die 28 jahrlichen Maxima M, ,...,M,,g an.

¢) Bestimmen Sie die Wiederkehrwerte (Return Levels) zu den
Uberschreitungswahrscheinlichkeiten p = 0,1; 0,05 und 0,01.

7) Berechnen Sie fiir eine verallgemeinerte Pareto-Verteilung mit
Shape-Parameter & < 1 das Verhiltnis der beiden RisikomaBe ES,(X) und
VaR,(X) fiir ¢ — 1 und interpretieren Sie das Ergebnis.
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8) Weisen Sie nach, dass der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X mit einer
verallgemeinerten Pareto-Verteilung mit Shape-Parameter £ € R, Lokalisa-
tionsparameter i € R und Skalierungsparameter ¢ > 0 genau dann existiert,
wenn & < 1 gilt und dieser dann gegeben ist durch

c

EX]=u+ —¢

9) Ein Aktuar mochte fiir die Einzelschadenhohen in einem Autoversicherungs-
portfolio den Value-at-Risk und den Expected-Shortfall zu verschiedenen
Sicherheitsniveaus ¢ € (0, 1) aus den vorhandenen Daten schitzen. Es liegen
ihm insgesamt 200 beobachtete Einzelschadenhohen X; vor und nach einer
Auswertung der Daten nimmt er an, dass die Einzelschadenhthen X; ab dem
Schwellwert u = 1 (in Millionen US-]/)\ollar) verallgemeinert Pareto-verteilt
sind mit den geschitzten Parametern & = 0,8 und & = 0,65. Die untenstehende
Tabelle zeigt in absteigender Reihenfolge die 24 Einzelschadenhohen X;, die
den Schwellenwert von u = 1 iiberschritten haben.

1133 617 467 441 420 331 297 265 258 229 212 1,76
135 134 128 127 125 115 113 100 109 107 102 101

a) Bestimmen Sie Schitzungen fiir den Value-at-Risk zu den
Sicherheitsniveaus ¢ = 95%,99% und g = 99,9%.

b) Bestimmen Sie Schitzungen fiir den Expected-Shortfall zu den
Sicherheitsniveaus g = 95%,99% und g = 99,9%.
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10) Im R-Paket evir ist der Datensatz bmw enthalten. Er enthilt die tiglichen
logarithmierten Renditen (daily log returns) In(R;/R;, 1) der BMW-Aktie im
Zeitraum von 02.01.1973 bis 23.07.1996 (d.h. 6146 Beobachtungen).

©2026 M. Merz

a) Erzeugen Sie fiir die Zeitreihe mit den tiglichen logarithmierten

b)

c)

d)

Renditen der BMW-Aktie vom 02.01.1973 bis 23.07.1996 und fiir die
283 monatlichen Maxima jeweils eine Abbildung.

Passen Sie mittels der Block-Maxima-Methode eine verallgemeinerte
Extremwertverteilung an die 283 monatlichen Maxima M, |, ...,M,2g3
an. Beurteilen Sie die Anpassungsgiite mit Hilfe eines QQ-Plots.
Bestimmen Sie die Wiederkehrwerte (Return Levels) zu den Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeiten p = 0,1; 0,05 und 0,01.

Bestimmen Sie mit Hilfe eines Mean-excess-Plot einen geeigneten
Schwellenwert u fiir die Anpassung einer verallgemeinerten Pareto-Ver-
teilung und passen Sie fiir diesen Schwellenwert eine verallgemeinerte
Pareto-Verteilung an. Untersuchen Sie anschlieBend die Sensitivitit der
ML-Schétzung fiir den Shape-Parameter & bzgl. der Wahl des Schwel-
lenwerts u.
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e) Untersuchen Sie die Anpassungsgiite der in Aufgabenteil d) angepassten
verallgemeinerten Pareto-Verteilung.

f) Bestimmen Sie fiir die angepasste verallgemeinerte Pareto-Verteilung
Schitzungen fiir den Value-at-Risk und den Expected-Shortfall zu den
Sicherheitsniveaus ¢ = 0,9;0,95;0,99;0,999;0,9999. Untersuchen Sie
anschliefend die Sensitivitit der Schitzung VaR g9(X) bzgl. der Wahl
des Schwellenwerts u.
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1) Der zweidimensionale Zufallsvektor X = (X;,X,)” habe die Dichtefunktion

% fir0<x; <4und0<x <1
0 sonst ’

fx(x1,x0) = {

a) Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion Fx.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(2 < X; <3;1/2 <X, <1).

c) Bestimmen Sie die Randdichtefunktionen fx, und fy,.

d) Ermitteln Sie die bedingten Dichtefunktionen fx, |x, (x1|x2) und
falx, (xp|xp) fir0 <x; <4und0<xp <1.

2) Gegeben sei die Funktion

0 flirx;+x <0
1 fiirx; +x >0

Fx(x1,%7) = {

Zeigen Sie, dass es sich bei dieser Funktion um keine Verteilungsfunktion
handeln kann.
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3) Der zweidimensionale Zufallsvektor X = (X 7XZ)T habe die Dichtefunktion

Felxoxn) = {é(4x1x2+ 1) fir0<x; <lund0<x <1 '
0 sonst
a) Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion Fx.
b) Bestimmen Sie die Randdichtefunktionen fx, und fx, und priifen Sie, ob
die Zufallsvariablen X und X, stochastisch unabhiingig sind.
d) Ermitteln Sie die bedingte Dichtefunktion fy, |, (x1]x2) und die bedingte
Verteilungsfunktion Fy, |y, (x1 [x2) fiir 0 <x < 1 sowie speziell
Ixix, (x1[1/4) und Fy, |x, (x1[1/4).
4) Der dreidimensionale Zufallsvektor X = (X ,Xz,Xg)T habe die Dichtefunktion

1 x03) = [(EEE=S =Sy fiir x1,x2,x3 >0
) ) .
0 sonst

a) Untersuchen Sie, ob die Zufallsvariablen X, X, und X3 stochastisch
unabhéngig sind.

b) Ermitteln Sie die Varianz-Kovarianzmatrix von X.

c) Berechnen Sie E[X|X3], E[X|X3 = x3] und Var(X;|X3 = x3).

d) Bestimmen Sie E[X;|X; = x;] und E[X5|X; = x1].
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5) Essei X = (Xj,... ,Xn)T : Q — R” ein n-dimensionaler Zufallsvektor mit der
Dichtefunktion fx sowie A € R"*" eine invertierbare Matrix und b € R” ein
Vektor. Ermitteln Sie die Dichtefunktion des n-dimensionalen Zufallsvektors

Y = i(X) = AX +b.

6) Der zweidimensionale Zufallsvektor X = (X;,X,)” habe die Dichtefunktion

6

fx(x1,x) = {();M

flir x1,xp > 1

sonst

a) Ermittlen Sie die Dichtefunktion des zweidimensionalen Zufallsvektors
Y= (¥, %) = (X1 X2,X)"

b) Bestimmen Sie die Randdichtefunktionen von Y7 und Y.

c) Ermitteln Sie die bedingte Dichtfunktion von Y| unter der Bedingung
Y» = 2 und die bedingte Dichtfunktion von Y, unter der Bedingung
Y, =2
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7) Es gelte X = (X1, X5,X3)7 ~ N(u, ) mit

1 1 06 0
p=12 und =106 4 O
3 0 0 9

a) Bestimmen Sie die Verteilung von X3 unter der Bedingung X; = 0 und

X, =0.

b) Bestimmen Sie die Verteilung von X unter der Bedingung X, = 0 und
X3 =0.

c) Bestimmen Sie die Verteilung von X, unter der Bedingung X; = 0 und
X3 =0.

d) Ermitteln Sie E[X||X, = x5] und E[X5|X; = x1].
e) Geben Sie den geometrischen Ort aller Punkte x € R2 an, fiir welche die
Dichtefunktion von (X;,X,)” den Wert (167)~! aufweist.

8) Nehmen Sie zu der folgenden Behauptung Stellung: Aus X; ~ N(u;, 0'12) und
X5 ~ N(p, 67) folgt stets X; +Xa ~ N(i; + u, 6% + 7).

9) Erldutern Sie, weshalb im Falle von (X1, ...,X,)T ~ N(u,X) aus der
Unkorrliertheit der Zufallsvariablen Xy, ..., X, auch deren stochastische
Unabhingigkeit folgt.
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10) a) Der zweidimensionale Zufallsvektor X = (X 7XZ)T sei normalverteilt
mit Korrelationskoeffizient p € [—1,1]. Ermitteln Sie VaR, (X + X5 ) fiir
g€ (0,1).
b) Es gelte X = (Xi,...,X,;) ~ N(, ). Bestimmen Sie
VaRy(X) +...+X,) firg € (0,1).

11) Es sei W eine diskrete Zufallsvariable mit

p firw=1
PW=w)=(1—p firw=4
0 sonst

fiir ein p € (0,1) und durch Z; und Z, seien zwei stochastisch unabhingige und
standardnormalverteile Zufallsvariablen gegeben, die stochastisch unabhingig
von W sind. Ferner sei

X =VW(Z+22) und X, =a+VWZ

fiir ein a € R.

a) Weisen Sie nach, dass X = (X{,X,)T eine Varianz-gemischte multi-
variate Normalverteilung besitzt.

b) Bestimmen Sie die Varianz-Kovarianzmatrix von X fiir p = %

c) Ermitteln Sie fiir p € (0, 1) die Verteilungsfunktion von X + X;.
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12) Es sei W eine absolutstetige Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion

1-w 9 firw>1
Fy(w) = -
w(w) {0 sonst
fiir ein 6 € (1,e0) und durch Z; und Z, seien zwei stochastisch unabhingige
und standardnormalverteile Zufallsvariablen gegeben, die stochastisch
unabhiéngig von W sind. Ferner sei

X1 =VW(Z+2Z) und  Xo=VW(Z —2,).

a) Weisen Sie nach, dass X = (X ,XZ)T eine Varianz-gemischte multi-
variate Normalverteilung besitzt.

b) Bestimmen Sie die Varianz-Kovarianzmatrix von X und zeigen Sie, dass
die beiden Zufallsvariablen X; und X, unkorreliert sind.
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13) Essei X = (Xi,...,X,)T ein E(u, X, ¢)-verteilter Zufallsvektor, b € R” und A
eine (m x n)-Matrix vom Rang m < n. Zeigen Sie, dass dann gilt

AX+b~EAu+b,AZAT ).

14) Die beiden n-dimensionalen Zufallsvektoren X und Y seien stochastisch
unabhingig und E(p1, 3, ¢;)- bzw. E(uo,cX, ¢ )-verteilt mit ¢ > 0. Weisen
Sie nach, dass dann

X+Y ~E(p) +p2, 2. 0)

gilt. Geben Sie ferner den charakteristischen Generator 5 der elliptischen
Verteilung von X+ Y an.
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1) Essei X ~U[—1,1] und ¥ := X2. D.h. X besitzt die Dichte
1 ..
5 fir —1<x<1
fx(x) = {2 R
0 sonst

a) Weisen Sie nach, dass X und Y unkorreliert sind.

b) Zeigen Sie, dass X und Y nicht stochastisch unabhingig sind (Hinweis:
Berechnen Sie hierzu die Wahrscheinlichkeiten P(X < —1/4,Y < 1/4),
P(X < —1/4) und P(Y < 1/4)).

2) Es gelte Z ~ N(0,1).

a) Welche Abhingigkeitsbeziehung besteht zwischen X := ¢Z und
X, := % fiir 6 > 0.

b) Berechnen Sie den linearen Korrelationskoeffizienten p(X;,X,) von X;
und X, in Abhéngigkeit von ¢ > 0.

c) Stellen Sie die Werte des linearen Korrelationskoeffizienten p (X1,X5) in
Abhingigkeit von ¢ > 0 dar und interpretieren Sie das Ergebnis.
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3) Gegeben sei der bivariate Zufallsvektor (X1,X2)T ~ N(0,E) sowie die Zufalls-
variablen Y| ~ N(0,1) und Y, := VY;. Die Zufallsvariablen V und Y; seien
ferner stochastisch unabhéngig und es gelte P(V=—1)=P(V=1) = %

a) Zeigen Sie, dass Y, ~ N(0, 1) gilt und berechnen Sie p(Y1,Y3).

b) Bestimmen Sie VaR,(X| +X;) fiir ¢ € (0,1) und stellen Sie
VaR, (Y| + Y>) fiir g € (Fy, +v,(0),1) in Abhingigkeit von VaRp,_ (X;)
dar.

c) Interpretieren Sie das Ergebnis.

4) Weisen Sie nach, dass der Zufallsvektor U= (U,1—U,1—U)" mit
U ~ UJ0,1] die Verteilungsfunktion

C(uy,up,u3) = max{min {up,u3} +u; — 1,0}

besitzt.
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5) Die Dichtefunktion des bivariaten Zufallsvektors X = (X 7X2)T sei gegeben
durch
xle_’“("ﬁ'I) fiir x1,xp >0
Jx(x1,x) = { :
0 sonst
a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion des bivariaten Zufallsvektors X.
b) Ermitteln Sie die Randverteilungsfunktionen von X; und X, und geben
Sie an, ob X und X, stochastisch unabhingig sind.
c) Bestimmen Sie die verallgemeinerten inversen Verteilungsfunktionen
(Quantilfunktionen) F )}ll und F )}21 und damit anschlieend die Copula
des Zufallsvektors X.
6) Die Verteilungsfunktion der bivariaten Standard-Exponentialverteilung mit
Parameter ¥ € (0, 1) ist gegeben durch

Xl _ o= 4 p—(ntxtdxiva) iy x1,x >0

1—e™
Fx(x1,x) =
x(r,32) { 0 sonst

a) Weisen Sie nach, dass es sich bei den beiden Randverteilungen von Fx
um Exponentialverteilungen mit Parameter A = 1 handelt.

b) Bestimmen Sie die Copula von Fx.

c) Zeigen Sie, dass die Copula aus Aufgabenteil b) fiir ¢ — 0 gegen die
Unabhingigkeitscopula konvergiert.
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7) Die Zufallsvariablen U; und U, seien stochastisch unabhingig und es gelte
Uy, U, ~ U[0,1]. Ferner sei

X = (max{Ul,Uz})2 und X, = (max{l — U1,17U2})2.

a) Zeigen Sie, dass X1,X, ~ UJ0, 1] gilt.
b) Weisen Sie nach, dass die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors
X = (X1,X>)T eine Copula ist, deren Dichte gegeben ist durch

1
2, JUTUY

c(uy,up) = fiir uy,uy € (0,1]
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8) Die folgende Tabelle enthilt n = 10 Wertepaare (x;,y;) mit Renditen der
BMW- und Siemensaktie:

i | xi (BMW-Aktie) y; (Siemensaktie)
1 0,0030 -0,0051
2 0,0224 0,0072
3 -0,0059 -0,0055
4 0,0206 0,0017
5 -0,0058 0,0160
6 -0,0118 -0,0013
7 0,0064 0,0219
8 0,0039 0,0016
9 -0,0015 -0,0156
10 -0,0238 -0,0222

a) Berechnen Sie den empirischen linearen Korrelationskoeffizienten
r(X,Y).

b) Ermitteln Sie den (empirischen) Rangkorrelationskoeffizienten von
Spearman rg(X,Y).

c) Bestimmen Sie den (empirischen) Rangkorrelationskoeffizienten von
Kendall r7(X,Y).

9) Zeigen Sie fiir die bivariate Clayton-Copula gilt:

a) C% (uy,uz) = W(uy,up), (}igz)cgl(% v) =I(u,v) und
lim Cgl(u,v) =M(u,v)
60—

b) A(X,Y) =279 und A,(X,Y) = 0 fiir 6 € (0,0)
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10) Es gelte X ~ Exp(A4) und Y := X2, Berechnen Sie den unteren und oberen
Tailabhingigkeitskoeffizienten A;(X,Y) bzw. 4,,(X,Y).
11) Betrachtet wird ein Versicherungsportfolio mit den folgenden der Groe nach

geordneten n = 12 Schadenhdhen und den damit korrespondierenden Schaden-
regulierungskosten (allocated loss adjustment expenses (ALAE)):

[ 7 [ xi(Schadenhdhe) | y; (ALAE)
1 1500 301
2 2500 415
3 4500 395
4 5750 34474
5 7100 10593
6 9000 406
7 11750 2530
8 14000 175
9 15000 2072
10 19833 212
11 33033 7845
12 62500 12251

a) Bestimmen Sie r¢(X,Y).
b) Passen Sie mit Hilfe von r;(X,Y) eine (bivariate) Gumbel-Copula an die
Daten an.
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12) Betrachtet wird die (bivariate) Clayton-Copula

~1/6
Cgl(ulau2): (ufe-i-u{e—l) mit 6 € [—1,00).

a) Es gelte X ~ Weibull(1/2,2) und ¥ ~I'(3,1/2). Bestimmen Sie
P(X <E[X],Y <E[Y])

fiir den Fall, dass der bivariate Zufallsvektor (X, ¥)” eine Clayton-
Copula C' gl(ul ,up) mit dem Parameter 6 = 10 besitzt.

b) Bestimmen Sie die Dichte von C gl(ul Jun).

c) Es gelte nun X ~ Exp(4;) und Y ~ Exp(4;) mit A;,A, > 0 und der
bivariate Zufallsvektor (X, ¥)T besitze die Copula C§'(u1,u5). Vom
Zufallsvektor (X,Y)T liegen ferner die folgenden Beobachtungen vor:

i1 2 3 4 5 6 7 8|

x |25 26 13 27 14 29 45 53

yi |35 42 19 48 26 56 68 178

Passen Sie die Copula Cgl(ul ,up) mittels der ML-Methode an die Daten

an und berechnen Sie eine Schiitzung fiir P(X < 3,Y <4).
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1) Betrachtet wird der lineare Kongruenzgenerator mit den folgenden
Parameterwerten

a=27, ¢=31 und m=2"=512

sowie dem Keim xy = 3.

a) Ermitteln Sie fiinf Pseudozufallszahlen fiir die Gleichverteilung auf dem
Intervall [0, 1).

b) Ermitteln Sie mit dem Ergebnis aus Aufgabenteil a) fiinf Pseudozufalls-
zahlen fiir die Gleichverteilung auf dem Intervall [2,7).

©2026 M. Merz ° Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Ubunesaufeaben



Ubungsaufgaben

2) Der Gesamtschaden eines Versicherungsportfolios sei gegeben durch

N
s=Y x,
i=1

wobei die Schadenanzahl N und die identisch-verteilten Einzelschadenhchen
X1,X3,... stochastisch unabhingig sind und fiir die Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion von N

P(N=n)=09-0,1"""  firneN
bzw. fiir die Dichtefunktion von X

fx(x) =001 fiirx >0

gilt. Die Erzeugung von Pseudozufallszahlen fiir die Verteilungsfunktionen Fy
und Fy erfolge mittels der Inversionsmethode und den stochastisch unabhéng-
igen Zufallsvariablen U ~ U(0, 1) und Vy,V5,... ~ U(0,1). Ermitteln Sie eine
Pseudozufallszahl fiir die Verteilungsfunktion Fg der Gesamtschadenhohe S,
wenn fiir die Zufallsvariablen U, V, V>, V3, V, die folgenden Realisierungen
vorliegen:

u=0,05, v; = 0,3, v = 0,22, v3 = 0,52, v4 = 0,46
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3) Die Gesamtschadenhohe eines Versicherungsportfolios sei gegeben durch

N
s=Y x,
i=1

wobei die Schadenanzahl N und die identisch-verteilten Einzelschadenhohen
X1,Xz,... stochastisch unabhingig sind und fiir die Verteilungsfunktion Fy

von N
Ln || Fn(n)
0 0,125
1 0,312
2 0,500
3 0,656
4 0,773
5 0,855

bzw. fiir die Verteilungsfunktion Fy der Einzelschadenhthen

_ o~ (%/200) g
Fx(x)—{l e firx >0

0 sonst

gelte.
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Ubungsaufgaben

Zusitzlich wird angenommen, dass pro Schaden der gedeckte Hochstschaden
[ = 650 betrigt und ein Selbstbehalt von d = 150 existiert. Die nun resultieren-
de Gesamtschadenhohe und ihre Verteilungsfunktion werden mit S bzw. Fs
bezeichnet.

Die Erzeugung von Pseudozufallszahlen fiir die Verteilungsfunktionen F und
Fy erfolge jeweils mittels der Inversionsmethode und den voneinander stochas-
tisch unabhiingigen Zufallsvariablen U ~ U(0,1) und V{,V5,... ~ U(0,1).
Ermitteln Sie unter Beriicksichtigung des gedeckten Hochstschadens [ = 650
und Selbstbehalts d = 150 pro Schaden eine Pseudozufallszahl fiir die Vertei-
lungsfunktion F5, wenn fiir die Zufallsvariablen U, V|, V;,... die folgenden
Realisierungen vorliegen:

u=0,7654, v; = 0,2738, vy = 0,5152, v3 = 0,7537, v4 = 0,6481, vs = 0,3153
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Ubungsaufgaben

4) Betrachtet wird eine Verteilungsfunktion F' mit der Dichtefunktion

ﬂﬂ:{uﬁu—m fiirx € (0,1)

0 sonst

a) Ermitteln Sie mit Hilfe der Verwerfungsmethode und der Hilfsdichte

1 firxe (0,1
d@={ @D
0 sonst

einen Algorithmus zur Erzeugung von F-verteilten Pseudozufallszahlen.
b) Bestimmen Sie die Effizienz dieses Algorithmus.

©2026 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 2 . Ubunesaufeaben



Ubungsaufgaben

5) Die Zufallsvariable X sei invers Pareto-verteilt mit den Parametern ¢, A > 0.
D.h. sie besitzt die Verteilungsfunktion

o
F(x) = (ﬁ) fiir x > 0
0 sonst
und es gilt

1
T A2a-1)(a—2)

E[X*I]:m und  E[X7

Im Folgenden sei oc = A = 4.

a) Erzeugen Sie mit Hilfe der Inversionsmethode und U ~ U(0, 1) eine
Zufallsvariable, die inverse Pareto-verteilt ist.

b) Ermitteln Sie fiir die beiden Momente E[X '] und E[X 2] eine (naive)
Monte-Carlo-Schitzung vom Simulationsumfang n = 50.

c) Bestimmen Sie eine Monte-Carlo-Schitzung fiir das 95%-Konfidenz-
intervall von E[X~!] und geben Sie an, ob dieses Intervall den wahren
Wert von E[X~!] enthiilt.
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Ubungsaufgaben

6) Es wird ein Versicherungsportfolio aus Haftpflicht- und Feuerrisiken betrach-
tet. Die Schadenhthen X und Y (in Millionen Euro) der beiden Teilportfolios
bestehend aus Haftpflicht- bzw. Feuerrisiken seien jeweils lognormalverteilt
mit

X ~ LN(-0,0277;0,0149) und Y ~ LN(-0,1099;0,0089).
D.h. die Gesamtschadenhohe fiir das gesamte Versicherungsportfolio betrigt
S=X+7Y,

wobei jedoch die gemeinsame Verteilung des Zufallsvektors (X, Y)T unbekannt
ist. Es sollen die Beitrage dieser beiden Teilportfolios am Gesamtrisikokapital-
bedarf quantifiziert werden, wenn das hierzu verwendete Allokationsverfahren
das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip zum Sicherheitsniveau g = 95% ist
(vgl. Abschnitt 3.7). Dabei soll insbesondere untersucht werden, wie sie sich
die Verwendung der Copulas ng(u,v), Cion(u,v), C$"(u,v) und C§!(u,v)
fiir die Abhéngigkeiten zwischen den beiden Teilportfolios auf die Hohe des
resultierenden Risikokapitals fiir das gesamte Versicherungsportfolio auswirkt.
Ermitteln Sie hierzu jeweils fiir die vier verschiedenen Copulas mit Hilfe von
5000 simulierten Beobachtungen von (X,Y)7 eine Monte-Carlo-Schitzung fiir
RK(X) = E[X|S > VaR 95(S)], RK(Y) = E[Y]S > VaR 95(S)] und
RK(S) = E[S|S > VaRg 95(S)].
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Ubungsaufgaben

7) Esgelte X := U?und Y := (1 — U)? mit U ~ U(0,1).

a) Berechnen Sie Var(X), Var(Y), Cov(X,Y) und Var (3¥).
b) Bestimmen Sie eine (naive) Monte-Carlo-Schitzung fiir das Integral

1
/ u? du
0

unter Verwendung von 100 unabhingigen Pseudozufallszahlen
Uy,...,Uigo ~ U(0,1). Ermitteln Sie ferner eine Schitzung fiir die
Varianz dieser Monte-Carlo-Schétzung.

c) Zeigen Sie, wie die Monte-Carlo-Schitzung aus Aufgabenteil b)
verbessert werden kann, wenn weiterhin nur die 100 unabhéngigen
Pseudozufallszahlen Uy, ..., Ugg ~ U(0,1) aus Aufgabenteil b) zur
Verfiigung stehen.
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Ubungsaufgaben

8) Betrachtet wird das Integral

©2026 M. Merz

a)

b)

c)

d)

.
/ ¢ ldx.
0o e—1

Ermitteln Sie fiir das obige Integral eine (naive) Monte-Carlo-Schitzung
unter Verwendung von 100 unabhingigen Pseudozufallszahlen
Xi,...,X100 ~ U(0,1).

Bestimmen Sie fiir das Integral in Aufgabenteil a) eine Monte-Carlo-
Schitzung unter Verwendung von 100 unabhingigen Pseudozufalls-
zahlen X1,...,Xj00 ~ U(0,1) und 100 zusitzlichen antithetischen
Pseudozufallszahlen X1qy,. .., X200 ~ U(0,1).

Bestimmen Sie nun fiir das Integral in Aufgabenteil a) eine Monte-Carlo-
Schitzung unter Verwendung von 100 unabhiingigen Pseudozufalls-
zahlen Xy,..., X100 ~ U(0, 1) und der Hilfsfunktion A(x) := S5 fiir
x€0,1].

Vergleichen Sie die drei Monte-Carlo-Schidtzungen aus den Aufgaben-
teilen a) bis c).
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