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Formelsammlung

Mengenlehre
Fiir beliebige Mengen A, B gilt:

Schnittmenge AN B

Vereinigungsmenge A U B

Differenzmenge A \ B

y

'

Abbildungen
f:D—Rmit DCR"

Konvex (A € (0,1))

Konkav (A € (0,1))

fOx1+ (1= Naz) < Af(z1) +

(1 - /\)f(ﬂ?z
(1= A)f(x2

) Va1,x9 € D mit x1 # o

) Va1,29 € D mit x1 # 9

Konvexe Menge

M C R™ heift konvex, wenn aus aj,as € M und A € [0,1] = da; + (1 — Nay € M VA € [0, 1] gilt.

Vektoren (x,y € R")

Skalarprodukt Norm Abstand Winkel
y) = Tirw = VI a? - il = VI @ -5 Zx.y) = arceos ()
Eigenschaften
des euklidischen Skalarprodukts, | (x,x) >0 xx)=0x=0
AER (x,y) = (y,x) (x,y +2) = (x,y) + (v,2)
(x,\y) = (x,y) = AMxy) (xy)? < (xx)-(yy)

der euklidischen Norm, IIx|| >0 x| =0<x=0
AeR [[Ax]| = AL x| %+l < lixll + [lyll
Orthogonalitdt x Ly (x,y) =0
Orthonormalitét xy)=0A|x|=|yll=1
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Lineare Abbildungen

Es sei U eine nichtleere Teilmenge des R™.

Linearer Unterraum
Vektoraddition x+y e U fir alle x,y € U

skalare Multiplikation Ax e U fir allex e U A € R

Lineare Abbildung f:U — V|,
U CR"™ V CR™ lineare Unterrdume

Additivitat f(x+y)=f(x)+ f(y) fir alle x,y € U
Homogenitét FOAx) = Af(x) fiir allex e U, A € R
‘ einer linearen Abbildung f:U — V einer m x n-Matrix A
Kern | Kern(f):={x e U: f(z) =0} Kern(A):= {x e R" : Ax = 0}

Bild | Bild(f):={y €V : esgibtein x € U mit y = f(z)} Bild(A):={y € R™ : es gibt ein x € R" mit y = Ax}

Rang rang(A) := dim(Bild(A))

Zusammenhénge
rang(A) = rang(A”) rang(A) < min{m,n}
dim(Kern(f) + dim(Bild(f)) = dim(U) dim(Kern(A)) +rang(A) =n

Kern(A) = {0} <= rang(A) =n
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Matrizen

Es sei A eine quadratische n x n-Matrix.

Inverse Matrix

Symmetrische Matrix

Orthogonale Matrix

AA-'=E
A = AT

AAT = ATA=E

Spur spur(A) := Y7  a;
Eigenschaften
der Spur spur(E,,) =n spur(AA + pB) = A spur(A) + p spur(B) fir A,B € M(n,n),\,p € R
spur(A) = spur(A”)  spur(AB) = spur(BA) fiir A € M(m,n) und B € M (n,m)
inverser Matrizen | (A71)71 = A (AT~ = (A~ H)T

(AB)"! =B~1A"!

(rA)=!t = %A’l

Berechnungsformeln fiir invertierbare Matrizen

2 x 2-Matrix (a b) A1=_1
c d

n X n-Matrix

Determinanten

Es seien A, B quadratische n x n-Matrizen.

Eigenschaften von Determinanten

d -b
—c a

* * *
A11 A21 Anl

* * *
A12 A22 An2

. . - )

* * *
Aln A2n Ann

wobei Aj; := (—1)"*7 det(A;;) die Kofaktoren der Matrix A sind.

det(AB) = det(A) det(B)
det(rA) = r™ det(A)
det(A) = det(AT)

A invertierbar = det(A~!) ﬁ

A orthogonal = |det(A)] =1

Berechnungsformeln

n X n-Matrix

det(A) := {a“

i

firn=1

(—=1)'ay; det(Aq;) firn>1

. a a

2 x 2-Matrix det 1 12) = a11a29 — 12421

a1 a2

ai1  aiz2 ai13
3 x 3-Matrix det as] Q22 G923

asy az2 as3

= 0110226033 + 012023031 + A13G21G32 — A13G22031 — 311023032 — G12021033

Dreiecksmatrix det(A) =TT ais

nach Laplace,
mit Untermatrix A;;

det(A) = Y1

det(A) = Z?Zl(—l)”jaij det(Aij)
1(—1)i+jaij det(Aij)

Entwicklung nach Zeile ¢
Entwicklung nach Spalte j
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Lineare Gleichungssysteme

Fiir die Losungsmenge L = {x € R" : Ax = b} von Ax=b der Ordnung m x n gilt:

keine Losung genau eine Losung unendlich viele Losungen

rang(A) < rang(A,b) rang(A) =rang(A,b) und rang(A) =n rang(A) =rang(A,b) und rang(A) <n

Cramersche Regel
Es sei A eine invertierbare n x n-Matrix.

all .. bl .. aln
Mit Ay = : | ist die eindeutige Losung x = (z1,. .. ,2,)T von Ax = b gegeben durch:
an1 by, Ann
det(Aj)
;= firj=1,...
x; det(A) ir j ey M
Eigenwerttheorie

Fiir eine n x n-Matrix A heifst eine Zahlt A € R, fiir die das lineare Gleichungssystem

Ax = \x

eine Losung x € R™\{0} besitzt, reeller Eigenwert von A und der Vektor x wird als reeller Eigenvektor von A
zum Eigenwert A bezeichnet.

Eigenschaften

ai;p — A ai2 A1n

. . a1 as — A ) a2n

A ist Eigenwert von A <= det(A — AE) = det . ) . . =0
an1 An2 Qpn — A

A1, ..., A\, seien Eigenwerte von A, dann gilt:
AT, o, A7 sind Eigenwerte von A™
A invertierbar < \; O flirallei =1,....n
A invertierbar = )\%, ey )\i Eigenwerte von A~!

A und AT besitzen die gleichen Eigenwerte

A orthogonal = |\, =1fiirallei=1,...,n
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Folgen und Reihen

Definitionen

Bezeichnung

Definition

Folge (

an)nENo

a:D — R, n ay,:=a(n) mt D CN

n-te Partialsumme von (an)nen,

Reihe

Wichtige Folgen & Reihen

Bezeichnung Explizite Folgendarstellung Partialsumme
. . . - nd
Arithmetische Folge mit ant1 =ag+ (n+1)d Sp = Z(ao—i—kd) = (n+1) (ao + 2)
nt1 —an =d Yn € Ny k=0
1 n+41

Geometrische Folge mit

1
a1 =q¢"ta

n
k ao
0 Sp = Qo q =
kZ:O {ao(n+l)

T a#1

fil — g WneNp;qeR\{0} g=1
Eigenschaften einer Folge a, mit a,c € R
Beschrankt lan| < e Vn € Ny
Nach unten beschrankt ap > ¢ Vn € Ny
Nach oben beschrankt a, <c Vn € Ny
Monoton wachsend an < Apt1 Vn € Ny
Monoton fallend Gp > Qpy1 Vn € Ny
Konvergent mit Grenzwert a Ve >0 Jng €Ny: J|a, —al<e Vn > ng
Rechenregeln fiir konvergente Folgen mit lim a, = a, lim b, =b und ¢c € R
n— oo n— oo
. nlgngo(an +b,) = nlggo an, £ nl;n;o b,=a=xb . nh_}ngo(anbn) = nh_)ngo an, nh_)rréo b, = ab
o tim gt = (lm ) = fallse, > 050 ° e = liman=co
n—o0 n— oo
lim a,
lim a, o dn _ n—ooo _a
o lim ¢ = c<woo ) =" falls ¢ > 0 * = T, o Al A06£0
n—00 n—00
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Differenzierbarkeit im R"

Haufungspunkt und Grenzwert

Bezeichnung Definition

Hiufungspunkt xg € R®  xo € R™ heift Hiufungspunkt der Menge D C R™,

wenn zu jedem ¢ > 0 unendlich viele x € D mit ||x — x¢|| < € existieren.

Isolierter Punkt xo € R™  Ist x¢ kein Haufungspunkt der Menge, aber gilt xoy € D,

dann wird xq als isolierter Punkt bezeichnet.

Grenzwert ¢ € R Ist x¢ ein Haufungspunkt, dann sagt man,
dass die Funktion f fiir x — xo gegen den Grenzwert ¢ € R konvergiert,
wenn fiir jede Folge (x)ren € D mit xj # xg fiir alle k € N

und lim x; = xg stets lim f(xx) = c gilt.
k—o0 k—o0

Kurvendiskussion in R

Sei f: D C R — R eine reellwertige, geeignet oft differenzierbare Funktion, d.h. der Grenzwert
I f(zo + Az) — f(x0)
im

Az—0 Az

(Differentialquotient) existiert, sowie ¢ > 0. Dann gilt:

Bezeichnung Definition Bedingungen

Supremum c von f c ist die kleinste obere Schranke von f

Infimum ¢ von f c ist die grofste untere Schranke von f

globale Minimalstelle x

xo € D mit f(xg) < f(z) VzeD

f'(wo) =0 N f"(z) >0

globale Maximalstelle xg

xo € D mit f(xg) > f(z) VzeD

f(xo) =0 A f(z) <0

lokale Minimalstelle x

v € D mit f(z0) < (x)
Vee DN{z e R": ||z — x0|| < &}

f(xo) =0 A f"(zg) >0

lokale Maximalstelle x

zo € D mit f(zo) > f(z)
Vee DN{z e R": ||z — xo|| < &}

f(xo) =0 A f"(z0) <0

Wendestelle zq
konvex / konkav

Je > 0 mit f € [zg — €, x0] streng konvex

und f € [zg, 2o — €] streng konkav

() =0 A f"(x0) <0

Wendestelle xg
konkav / konvex

e > 0 mit f € [xg — €, 2] streng konkav

und f € [zg, o — €] streng konvex

(o) =0 A f"(z0) >0

Sattelstelle zq

F'(@o) =0 A f'(w0) =0
A [ (@o) # 0
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Eigenschaften reeller Funktionen

Seien f: Dy CR™ = R und g: Dy, C R" — R zwei reelle Funktionen und o € R, dann gilt:

Bedingung Eigenschaft

falls f stetig bzw. differenzierbar an der Stelle x¢ f+9,f—g, fgund af stetig bzw. differenzierbar

an der Stelle xq

falls zusatzlich g(xo) # 0 5 stetig bzw. differenzierbar an der Stelle xq

falls zusétzlich g(D,) C Dy und g an der Stelle xo € D, fog:Dy CR™ — R an der Stelle xq

und f an der Stelle yo = g(x0) stetig bzw. differenzierbar stetig bzw. differenzierbar

falls f streng monoton auf Dy f71: f(Dy) — R stetig

Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen

Seien f: D CR” - Rund g : D C R" — R zwei reelle Funktionen, die an der Stelle xg differenzierbar sind, und
a € R.

o (f+9)(x0) = f'(xo) +g/(x0) « (af)'(x0) = af'(xo)
« (f ~9)(x0) = f'(x0) ~ ¢'(x0) o (£) xo) = Ltmolate)f(xa)s' e
* (£9)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(xo) « (f29)'(x0) = f(9(x0))g’ (xo)

Regeln von L’Hospital
f'(x)
9'(x)

Die reellen Funktionen f,g : (a,b) — R seien differenzierbar mit ¢'(x) # 0 Vz € (a,b) und der Grenzwert lig}

existiere im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne. Dann gilt:

Bedingung 11%1 f(z) =limg(x) =0 | Bedingung ligbl f(z) =+o0 lig)l g(x) = £o0

x1Th
! !
Erste Regel lim /() = lim (= Zweite Regel lim M = f()
atb g(x)  atb g'(x) 2t g(x)  atb g'(x)




Lehrstuhl fiir BWL, insb. Mathematik und Statistik

Nha-Nghi de la Cruz
L2 1 Universitit Hamburg Mathematik fiir Lehramtsstudierende
DER FORSCHUNG | DER LEHRE | DER BILDUNG Wintersemester 2020/2021

Partielle Differentiation

Es sei f: D CR™ — R eine reellwertige Funktion auf einer offenen Menge D, die geeignet oft partiell differenzierbar
ist.

Bezeichnung Definition

Partielle Differentiation f heifst an der Stelle x bzgl. der i-ten Variablen x; partiell differenzierbar,
wenn der Grenzwert

fOc+ Av-e) = f(x) _ Of(x)

lim
Az—0 Ax ox;
existiert.
o/ o))"
Gradient an der Stelle x f(x) :( Doy 0 omn )
Stationdre Stelle xq f(xo) =
Pf(x)  f(x) 9 f(x)
027 Ox10xe " Oxz10xn
Pf(x)  9%f(x) 9 f(x)
Ox20x1 8:1:% Oz 0xp
Hesse-Matrix an der Stelle x Hy(x)=
Pf(x)  f(x) 9 f(x)
Oxndxr1 Oxndry ox2
Tangentialhyperebene t(x) = f(xo0) + f(x0)” (x — x0)
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Optimierung

Es sei f: D CR™ — R eine partiell differenzierbare Funktion, g1,...,gr : D C R™ — R stetig partiell differenzierbare
Funktionen und A der Lagrange-Multiplikator.

Optimierung f(x0) = 0AHg(xo) / He(x) negativ definit
ohne Nebenbedingung | = lokales / globales Maximum bei xq

f(x0) = 0AHg(xo) / He(x) positiv definit
= lokales / globales Minimum bei xq

Lagrange Funktion LAty 2, x) = f(x) + Z;j:l ApGp(x)
991 (x0) 991 (x0)
oz T OTn
Jacobi-Matrix J,(x0)=
99k (x0) 9gk (xo0)
Ox1 e OTn
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Integration

Es sei die Riemann-integriebare Funktion f : [a;b] — R gegeben. Dann gilt:

Bezeichnung Definition
Stammfunktion F : [a;b] — R F'(z) = f(x)  Vz € [a;b]
b
Bestimmtes Riemann-Integral f(z)dx = F(b) — F(a)
a
Unbestimmtes Riemann-Integral /f(x) de =F(x)+C mit C' € R
0o b
Uneigentliches Riemann-Integral 1. Art flz)dx = blim / f(z)dz
a 0 a
mit f: [a;00) = R
b ¢
Uneigentliches Riemann-Integral 2. Art / f(z)dz = lti%l/ f(z)dx
a a

mit f : [a;0) — R mit |f(x)| = oo fiir x 1 b

Rechenregeln fiir Integrale mit a,5 € R,a <c<b

/abaf(x)dx—Lcaf(x)dz+/baf(x)dx

C

/ab(af(x) + Bg(x)) dz = oz/ab f(x)da +5/abg(x) da

[ 1@ (@) do = r@ygta) - [ £(@)gla) o [ #6009 ® = [ f@)ar mit o= g0

10



Ableitungen und Stammfunktionen elementarer Funktionen

f(x)=F'(z) F(z)+C=[f(z)dz Bemerkungen
a ar + C
z° 2T 4+ C R fiir ¢ € Ny
R\ {0} fir ce {-2,-3,...}
Ry fiire>0
R4\ {0} fiir ¢ < 0 mit ¢ # —1

3 Infz|+C z#0
e’ e’ +C
o’ Lere 4 r£0
a® ln%a)cﬁ—!—C’ a>0,a#1
(1 +1In(x)) z*+C x>0
In(x) z(ln(z) - 1)+ C x>0
log, () @ (@) = 1)+ C a>0,2>0
sin(x) —cos(z) +C
cos(z) sin(z) + C
tan(2) ~In|cos(z)| + C e 2@t D3 heZ
cot(x) In |sin(z)| + C r#km kel
e —cot(z) + C £ km kel
COS%(Z) tan(z) + C r#Q2k+1)5,kcZ

117932 arcsin(z) + C x| <1
lez arctan(z) + C

11



