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Formelsammlung
Aussagenlogik
Fiir beliebige Aussagen A, B gilt:
Konjunktion Disjunktion Implikation Aquivalenz
A w w f f A w w f f A |w w f f A Jw w f f
B |w f w f B |w f w f B |w f w f B |w f w f
ANB|lw f f f AVB|lw w w f A=B|lw f w w AeB|lw f f w
Mengenlehre

Fiir beliebige Mengen A, B gilt:

Schnittmenge AN B Vereinigungsmenge A U B Differenzmenge A\ B

$ y ’

Komplexe Zahlen C:={z:z=a+1b, a,be R}

i2:=—1 |z| = Va2 02 =:r

zi+ 22 =(a+ib)+(ctid)=(a+c)+ib+d) 21 —2=(a+ib)—(c+id)=(a—c)+i(b—d)
71+ 2 = (a+ib)(c+id) = (ac — bd) +i(ad + be) 2 = &HE — agtbd 4 jbe_ad

Z=a—1b 21 tz=Z+Zzund 21 — 29 = 2] — 22
Z1 29 =21 29 Zn=2zZ"
21) — Z1 fj = _
(zz)—gfurzg#() zZ=2z
_ 1 = _ 1 = _ Tl _ 1T

Re(z1) = 5 - (¢ +2%) und Im(z) = 5; - (2 — %) z= rcos;a(csc) +irsin(z) = re

_ Ty, Ty __ i(z1+x2) z1 — mie’™l _ ri(zi—x2) £
2129 = 7‘1-6 To€ . = T1iro€ 22 roeis = T26 fir z9 7é 0
2" = (re"®)" = r"e™* fiir n € Ny =

Abbildungen

Es seien M, N nichtleere Mengen.
f:M—N

Injektiv f(z1) # f(x2) Va1,29 € M mit 1 # xo
Surjektiv Vye NIz eM: flx)=y

Bijektiv injektiv und surjektiv

f:D—Rmit DCR"
Konvex (A € (0,1)) | fOzx1 + (1 —Naxa) < Af(x1) + (1= N)f(x2) Vo, xe € D mit x1 # 2o

Konkav (A € (0,1)) | f(Azy 4+ (1 —Na2) > Af(x1) + (1 — N) f(z2) Vai, 22 € D mit 21 # x4

Konvexe Menge

M C R™ heift konvex, wenn aus aj,as € M und A € [0,1] = da; + (1 — Nay € M VA € [0, 1] gilt.
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Vektoren (x,y € R")

Skalarprodukt Norm Abstand Winkel
(y) = X awn = VSIS -yl = VI ) Zxy) = arecos (50
Eigenschaften
des euklidischen Skalarprodukts, | (x,x) >0 (x,x)=0x=0
AeR <X’y>:<YaX> <X’y+z>:<xay>+<Y7z>
<X7 )‘y> = <)‘X7y> = /\<Xay> <X7y>2 < <X’X> : <y’y>

der euklidischen Norm, IIx|| >0 Ix||=0<x=0
AeR x| = AL x| [x +yll < [x[[ + ¥l
Orthogonalitit x Ly (x,y) =0

Orthonormalitat

xy) =0n]xl=lyll=1

Lineare Abbildungen

Es sei U eine nichtleere Teilmenge des R”™.

Linearer Unterraum
Vektoraddition

skalare Multiplikation

x+yeUUfiralle x,y e U

MxeUfirallexe U\ eR

Lineare Abbildung f:U — V|,
U CR" V CR™ lineare Unterrdume

Additivitat

Homogenitit

fx+y) =Ffx)+ fy) fir alle x,y € U

fOx) = Af(x) fir allex e U, A e R

‘ einer linearen Abbildung f: U — V

einer m x n-Matrix A

Kern | Kern(f):={x e U : f(x) =0} Kern(A):= {x ¢ R" : Ax = 0}
Bild | Bild(f):={y €V : esgibtein x € U mit y = f(z)} Bild(A):={y € R™: es gibt ein x € R" mit y = Ax}
Rang rang(A) := dim(Bild(A))

Zusammenhinge

rang(A) = rang(AT)

dim(Kern(f) + dim(Bild(f)) = dim(U)

Kern(A) = {0} <= rang(A) =n

rang(A) < min{m,n}

dim(Kern(A)) + rang(A) =n
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Matrizen

Es sei A eine quadratische n x n-Matrix.

Inverse Matrix

Symmetrische M

Orthogonale Matrix

AA"'=E
A= AT

atrix

AAT = ATA =E

n

Spur spur(A) == 3" a;
Eigenschaften
der Spur spur(E,) =n spur(AA + uB) = A spur(A) + p spur(B) fir A,B € M(n,n),\,p € R
spur(A) = spur(AT) spur(AB) = spur(BA) fiir A € M(m,n) und B € M(n,m)
inverser Matrizen | (A7')"! = A (AT)"L = (AT
(AB)"! =B !tA! (rA)~'=1A"1
Berechnungsformeln fiir invertierbare Matrizen
_fa b . (d —b
2 x 2-Matrix (C d) A = ad—be (—C a
Al Ay AL
A, Al A"
n X n-Matrix A7l = Tt (A) .12 .22 . ’ )
AL, A3, A

Determinanten

Es seien A, B quadratische n x n-Matrizen.

Eigenschaften von Determinanten

wobei AJ; i= (—

1)"7 det(A,;;) die Kofaktoren der Matrix A sind.

det(AB) = det(A) det(B)
det(rA) = r™det(A)
det(A) = det(AT)

A invertierbar = det(A~!

)
A orthogonal = |det(A)| =

_ 1
= Tot(A)
1

Berechnungsformeln

ail

n X n-Matrix

det(A) := { (

firn=1
—1)1+ja1j det(Alj) firn>1

. ailp a2

2 x 2-Matrix det = a11Q22 — 012021

a1 Aa22

a11  aiz2 13
3 x 3-Matrix det a1 a292 G923

azip asz ass

= (11022033 + Q12023031 + A13A21032 — 13022031 — 011023032 — G12021033

Dreiecksmatrix det(A) =T, aii

nach Laplace,
mit Untermatrix A,

det(A)
det(A)

n
=1

2 (=1

St (1) ai; det(Ay)

Entwicklung nach Zeile ¢

) a;; det(Ay) Entwicklung nach Spalte j
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Lineare Gleichungssysteme

Fiir die Losungsmenge L = {x € R" : Ax = b} von Ax=b der Ordnung m x n gilt:

keine Losung genau eine Losung unendlich viele Losungen

rang(A) < rang(A,b) rang(A)=rang(A,b) und rang(A) =n rang(A) =rang(A,b) und rang(A) <n

Cramersche Regel
Es sei A eine invertierbare n x n-Matrix.

all .. bl CEEEEY aln
Mit A = © ..t .. |ist die eindeutige Losung x = (1,...,z,)T von Ax = b gegeben durch:
QAp1 bn Ann
det(A(j))
= ——>= flirj=1,...
Lj det(A) ur j ) y TV
Eigenwerttheorie

Fiir eine n x n-Matrix A heifst eine Zahlt A € R, fiir die das lineare Gleichungssystem

Ax = \x

eine Losung x € R™\{0} besitzt, reeller Eigenwert von A und der Vektor x wird als reeller Eigenvektor von A
zum Eigenwert A bezeichnet.

Eigenschaften
ai;p — A ai2 A1n
. . a21 a2 — A : Qon
A ist Eigenwert von A <= det(A — AE) = det . ) . . =0
anl an2 Apn — A
A1, ..., A\, seien Eigenwerte von A, dann gilt:
T, ..., A sind Eigenwerte von A™

A invertierbar & \; # 0 firallei=1,...,n

A invertierbar = )\%, .. Eigenwerte von A ™!

1
e
A und A7 besitzen die gleichen Eigenwerte

A orthogonal = |\;| =1firallei=1,...,n
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Diagonalisierbarkeit

Es seien A, B quadratische n x n-Matrizen.

Ahnlichkeit B = T 'AT mit invertierbarer n x n-Matrix T

pa(A) =p(A)

det(A) = det(B)

Eigenschaften spur(A) = spur(B)

A und B haben die gleichen Eigenwerte
A invertierbar <= B invertierbar

rang(A) = rang(B)

Diagonalisierbarkeit Es existiert eine invertierbare n x n-Matrix X mit D = X 'AX bzw. A = XDX !
mit n X n-Diagonalmatrix D.

A diagonalisierbar <=
A besitzt n linear unabhingige Eigenvektoren x,...,x,.
Fiir die Matrix X := (x1,...,%,) gilt dann D = X 'AX.

Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit | A besitzt n verschiedene Eigenwerte —>
A ist diagonalisierbar.

A symmetrisch <
A besitzt n normierte orthogonale Eigenvektoren xi,...,X,.
Die Matrix X := (x1,...,X,) ist dann orthogonal
und es gilt D = XTAX.

Quadratische Formen

Die zur symmetrischen n x n-Matrix A gehorende quadratische Form ist die reellwertige Funktion:

n n n
¢:R" — R, x— g(x) :=xTAx = Zau‘ﬂ?f + Z Zaijxixj
i=1

i=1 j=1

i
Definitheitseigenschaften
Es sei eine symmetrische n x n-Matrix A.
Quadratische Form reelle Eigenwerte Hauptminoren
q(r) = xTAx AyeosAn det(Hy),...,det(H,,)
A positiv definit | xTAx > 0 Vx € R"\{0} Ai>0Vi=1,...,n | det(H;) >0Vk=1,...,n
A negativ definit | xT’Ax < 0 Vx € R"\{0} N <O0Vi=1,....,n | (=1)*det(H,) >0Vk=1,...,n
A indefinit x,y € R"\{0} mit x"Ax > 0 | es gibt positive und | weder det(H;) > 0 noch
und yT Ay < 0 negative Eigenwerte | (—1)kdet(Hy) >0Vk=1,...,n




