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3. Allokationsverfahren

3.1 Einleitung

Vor allem Versicherungen & Banken sind gesetzlich dazu verpflichtet
ein ausreichend hohes Risikokapital vorzuhalten, welches als Puffer
gegen unerwartete Verluste dient und (mit hoher Wahrscheinlichkeit)
den Fortbestand des Unternehmens auch in schwierigen Perioden
sicherstellen soll. Die Hohe des Risikokapitals einer Versicherung
oder Bank ist daher fiir Aufsichtséamter, Versicherungsnehmer, Inves-
toren, Ratingagenturen und Wirtschaftspriifer von groer Bedeutung.

Da auf das Risikokapital aufgrund von gesetzlichen Regelungen nur eine geringe
Rendite erwirtschaftet werden kann, ist das Vorhalten von moglichst viel Risiko-
kapital nicht wirtschaftlich und es besteht folglich ein Zielkonflikt zwischen Sicher-
heit und Rendite. Fiir Versicherungen und Banken stellt sich daher die Aufgabe, diese
,Last“ in Form von ruhendem Kapital den einzelnen Geschiftsbereichen, wie z.B.

@ Branchen,

@ Regionen,

@ Vertriebswege,

@ Produkte/Produktgruppen,
(]

Profitcenter usw.

moglichst fair zuzuordnen.
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3. Allokationsverfahren

3.1 Einleitung

Zu diesem Zweck existieren Allokationsverfahren, welche das Risikokapital auf die
einzelnen Geschiftsbereiche gemdf ihrem Beitrag am unternehmerischen Gesamt-
risiko aufteilen. Dabei soll der Abhédngigkeitsstruktur zwischen den Bereichen, d.h.
den Diversifikationseffekten, moglichst gut Rechnung getragen werden.

Die Allokation des Risikokapitals auf einzelne Geschiftsbereiche wird u.a. fiir die
folgenden Aufgabenstellungen benétigt:

@ Identifikation von Risikotreibern
@ Performancemessung von Geschiftsbereichen

@ Preis- und Pramienkalkulation (die Priamie sollte die Risikoexponiertheit eines
Geschiftsbereichs beriicksichtigen)

@ FErfolgsabhingige Vergiitung von Managern
@ Bewertung von Geschiftsbereichen nach Rendite-Risiko-Aspekten

@ Ubertragung der Unternehmensziele auf Geschiftsbereiche
(Top-Down-Approach)

D.h. die Allokation des Risikokapitals ist eine wichtige Voraussetzung fiir eine wert-
und risikoorientierte Unternehmenssteuerung.
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3. Allokationsverfahren

3.1 Einleitung

Fundamentales Problem aller Allokationsverfahren:

a) Bei der Allokation von Risikokapital handelt es sich um eine Aufschliisselung
von Gemeinkosten fiir das Unternehmen als Ganzes.

b) Es gibt Risiken ohne eine klare Zuordnung zu einem einzelnen Geschiiftsbe-
reich, da sie auf mehrere Geschiftsbereiche ausstrahlen (z.B. Reputations-
risiko, Terroranschlag auf die Zentrale).

Aufgrund von b) ist die Zuordnung der Risiken auf einzelne Geschiftsbereiche stets
ein Teil der Modellierung bei der Risikokapitalallokation und somit stets mit einer
gewissen ,,Willkiir behaftet. In manchen Fillen kann es daher auch sinnvoll sein,
einen eigenen Geschiftsbereich ,,Corporate™ zu definieren, dem die Risiken zuge-
wiesen werden, die einem einzelnen Geschéftsbereich nur schwer zuzordnen sind.

Diese stets vorhandene ,,Willkiir* muss bei der Interpretation der Ergebnisse beriick-
sichtigt werden. Sie ist auch der Grund, weshalb mehrere konkurrierende Alloka-
tionsverfahren mit unterschiedlichen Eigenschaften existieren und sich bisher kein
Verfahren als das ,,beste Verfahren™ durchsetzen konnte.
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Abschnitt 3.2 J

Kohirente Allokationsverfahren
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3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren
Das Ziel eine Kapitalallokation ist eine moglichst faire und konsistente Aufteilung
des Gesamtrisikokapitals auf die einzelnen Geschiftsbereiche. Es wurden daher ver-
schiedene wiinschenswerte Kriterien/Eigenschaften fiir Allokationsverfahren vorge-
schlagen, welche dies sicherstellen sollen.

Im Folgenden reprisentiere

x=YXx;

=

1

das Risiko des Gesamtunternehmens und
Xi,.... Xn€ M
die Risiken seiner n Geschiftsbereiche. Positive (negative) Vorzeichen von X; stehen

dabei wieder fiir Verluste (Gewinne).

Die Risikostruktur des Unternehmens ist durch die n-dimensionale Verteilungs-
funktion

Fx(x) von X:=(X,....X,)T
vollstindig beschrieben. Da jedoch Fx(x) in der Praxis nicht bekannt ist, werden bei

den folgenden Allokationsverfahren keine Annahmen iiber Fx (x) bzw. iiber die Ab-
hingigkeiten zwischen X1, ..., X,, getroffen.

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 3




3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Mittels eines RisikomaBes p : .# — R erhélt man mit
RK (X) := p(X) M

das Risikokapital fiir das Gesamtunternehmen. Dieses Kapital soll mit Hilfe eines
Allokationsverfahrens aufgeteilt werden, so dass die resultierenden Risikokapitalien
fiir die n Geschiftsbereiche

‘RK(Xl),...,RK(X,,) )

eine moglichst faire und konsistent Aufteilung des Gesamtrisikokapitals (1) darstel-
len.

Werden die Risikokapitalien (2) unabhingig voneinander berechnet, d.h. wird
RK(X;) :=p(X;) firi=1,...,n 3)

gesetzt, dann spricht man von Stand-alone-Verfahren. Dieses einfache Vorgehen ist
jedoch nicht sinnvoll, da auf diese Weise die Abhingigkeitsstruktur zwischen den n
Geschiftsbereichen nicht beriicksichtigt wird.
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3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Bei Verwendung eines subadditiven Risikomafes p gilt

p(X)=p <ixi> < iP(Xi)
=1 i=1

(vgl. Abschnitt 2.2), so dass bei Verwendung eines subadditiven Risikomalfles p stets
ein nichtnegativer Diversifikationseffekt

D(Xy,...,X,) ::ip(Xi)—p(X)ZO, “4)

entsteht. Dieser Diversifikationseffekt soll mittels eines Allokationsverfahrens unter
Beriicksichtigung der verschiedenenen Abhingigkeiten zwischen den n Geschiifts-
bereiche mdoglichst fair und konsistent auf die Geschiftsbereiche verteilt werden.

Da jedoch der Diversifikationseffekt(4) erst auf Gesamtunternehmensebene durch
Interaktion der einzelnen Risiken entsteht, ist eine vollkommen objektive und faire
Aufteilung nicht moglich. Ein brauchbares Allokationsverfahren sollte jedoch zu-
mindest den spezifischen Beitriigen der n Geschiftsbereiche am Gesamtrisiko Re-
chnung tragen und mit den Zielen des Gesamtunternehmens vereinbar sein.
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3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Betrachtet wird ein Versicherungsunternehmen mit den drei Branchen Feuerversich-
erung mit Risiko X, Wasserschadenversicherung mit Risiko X, und Fahrradversich-
erung mit Risiko X3.

Zur Vereinfachung der Rechnungen wird (realitdtsfern) angenommen, dass der Zu-
fallsvektor X = (X ,X2,X3)T multivariat normalverteilt ist. Da bei der Losung eines
Brandes oft auch Wasserschiaden entstehen, wird weiter angenommen, dass die bei-
den Risiken X| und X positiv korreliert sind mit dem Korrelationskoeffizienten 0,5.
Das Risiko X3 sei jedoch stochastisch unabhingig von X und X;. Die Korrelations-
matrix von X ist somit gegeben durch

1 05 0
Corr=({05 1 O
0 0 1
Fiir die Erwartungswerte und die Standardabweichungen der drei Einzelrisiken von
X = (X1,X2,X3)7 gelte

px = (10,557 bzw.  ox =(12:2,5;7,5)".

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 ° Kapitel 3



3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Beispiel (Fortsetzung)

Wegen Cov(X;,X;) = Corr(X;,X;)o(X;) o (X;) erhilt man fiir die Varianz-Kovarianz-
matrix von X = (X,X5,X3)7:

44 15 0
=15 625 0
0 0 5625

Das Risiko X = Z?:l X; des Gesamtunternehmens ist somit (eindimensional) normal-
verteilt mit

E[X] =E[X;] +E[X;] +E[X3] =20
und

Var(X) = (1,1,1)2(1,1,1)
= 14446,25+56,254+2-15=236,5.

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 3




3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Beispiel (Fortsetzung)

Wird als Risikomal3 p der Value-at-Risk zum Sicherheitsniveau ¢ = 0,99 gewihlt,
erhilt man mit ®~1(0,99) ~ 2,33 fiir das Gesamtrisikokapital RK(X) und die drei
Stand-alone-Risikokapitalien RK(X;) die folgenden Werte (vgl. erstes Beispiel in

Abschnitt 2.5):

RK(X) = VaRg 99(X) = E[X] 4 /Var(X)®~1(0,99) ~ 20 +2,331/236,5 ~ 55,83
RK(X]) = VaRgg9(X1) = E[X;] + v/ Var(X;)® 1 (0,99) ~ 10+2,33- 12 = 37,96
RK(X2) = VaR g9(X2) = E[Xa] + 1/ Var(X;)® 1 (0,99) ~ 542,33 -2,5 ~ 10.83

RK(X3) = VaR99(X3) = E[X3] + v/ Var(X;)® 1 (0,99) ~ 542,33 7,5 ~ 22.48

Der Diversifikationseffekt (4) betragt somit:

D(X1,X2,X3) = ) RK(X;) —RK(X)

™=

i=1

—20+4233-22— (20+2,33«/236,5) ~1543>0
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3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Der Begriff Allokationsverfahren ist wie folgt definiert:

Definition (Allokationsverfahren)

Es sei p : .4 — R ein RisikomaB. Dann wird eine Abbildung

A" —R", X (RK(X)),...,RK(X,))"

mit

RK(X;) =RK(X) fir RK(X):=p(X) und X = ix,- (5)
1 i=1

-

14

als Allokationsverfahren (bzgl. des RisikomaBies p) bezeichnet.

Die Eigenschaft (5) heifit vollstindige Allokation und stellt sicher, dass das Gesamt-
risikokapital RK(X) vollstindig auf die n Geschiftsbereiche aufgeteilt wird und die
Aufteilung von RK(X) Top-Down erfolgt.
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3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Durch die obige Definition eines Allokationsverfahrens wird jedoch
noch keine faire und konsistente Aufteilung des Gesamtrisikokapitals
RK(X) sichergestellt. Um diesem Ziel ein Stiick niher zu kommen,
werden in DENAULT (2001) fiir Allokationsverfahren die folgenden
drei Kohidrenzaxiome formuliert, die sich an den vier Kohirenzaxio-
men fiir kohdrente Risikomaf3e orientieren (vgl. Abschnitt 2.2).

In DENAULT (2001) werden diese Kohdrenzaxiome mit den Worten

» ... @ Set of axioms, which we argue are necessary properties of a reasonable
allocation principle.

eingefiihrt.

Allokationsverfahren, welchen diesen drei Axiomen geniigen, werden als kohdrente
Allokationsverfahren bezeichnet:
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3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Definition (Kohirentes Allokationsverfahren)

Ein Allokationsverfahren A : .#" — R", X (RK(X)), ... 7RK(X,,))T heiBt ko-

hirent (bzgl. des RisikomaBes p), falls es den folgenden drei Axiomen geniigt:

(Al) Symmetrie:
P (ZXH—X]') =p (Z Xi+Xk>
ieM ieM
firalle M C {1,...,n}\ {j,k} = RK(X;) = RK(Xj)
(A2) No undercut:

RK(X,‘) < p(Xl') firi=1,...;n

(A3) Risikolose Allokation: RK(X;) = p(c) fiir alle X; = ¢ P-f.s. mitc € R

(6)

)
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3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Interpretation der Kohérenz-Axiome:

Symmetrie: Wenn zwei Geschiftsbereiche j und k stets in gleicher Hohe zum Risiko
eines beliebigen Segments M C {1,...,n}\ {j,k} des Gesamtunternehmens beitra-
gen, wird ihnen das gleiche Risikokapitel zugewiesen.

Die Bedingung (6) ist z.B. erfiillt, wenn die beiden Risiken X; und X; austauschbar
(exchangeable) sind. D.h. wenn die beiden Zufallsvektoren

(Xl,...,X,‘,...,X/',...,Xn) und (Xl,...,X_/',...,Xi,...,Xn)

dieselbe n-dimensionale Verteilungsfunktion Fx besitzen. Denn in diesem Fall haben
die beiden Risiken X; und X; die gleiche Verteilung und weisen auch die gleiche Ab-
héngigkeitsstruktur zu den restlichen n — 2 Risiken des Gesamtunternehmens auf.

No undercut: Diese Eigenschaft entspricht der Subbaddivitit bei Risikomaflen (vgl.
Abschnitt 2.2). Das einem einzelnen Geschiftsbereich i zugeordnete Risikokapital
RK(X;) ist nicht hoher als das Risikokapital, das er fiir sich alleine bendtigen wiirde
(vgl. (3)). Wenn die Eigenschaft (7) nicht gilt, ist es fiir den Geschiftsbereich i sinn-
voll sich vom Gesamtunternehmen abzuspalten. D.h. es besteht ein Anreiz zur Anti-
diversifikation.
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3. Allokationsverfahren

3.2 Kohirente Allokationsverfahren

Risikolose Allokation: Ein Geschiftsbereich i, der ein deterministisches ,,Risiko” ¢
darstellt, bekommt den Betrag p(c) als Risikokapital zugewiesen. Im Falle eines po-
sitiven und translationsinvarianten RisikomaBes p gilt p(c) = ¢ fiir alle ¢ € R (vgl.
Abschnitt 2.2) und damit

RK(X;) =c fiir alle X; = ¢ P-f.s. mit c € R.

Einem Geschiéftsbereich i mit einem deterministischen Risiko ¢ wird somit genau
dieser Wert als Risikokapital zugeordnet.

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 3



Abschnitt 3.3

Proportionale Allokation
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3. Allokationsverfahren

3.3 Proportionale Allokation

Die proportionale Allokation ist ein sehr einfaches und intuitives Allokationsverfahr-
en. Bei diesem Verfahren wird das Gesamtrisikokapital RK(X) = p(X) auf die n Ge-
schiftsbreiche im Verhiltnis der Grofe ihrer Stand-alone-Risikokapitalien p (X;) ver-
teilt (vgl. (3)). D.h. es gilt:

Definition (Proportionale Allokation)

Die proportionale Allokation A : .Z" — R", X — (RK(X)),... ,RK(X,,))T ist

definiert durch

RK(X;) = np(ixi)p(X) firi=1,...,n. ®)
X p(X))
j=1
v
Der Wert
M:np(ixi) firi=1,....n ©)
,le(Xj)
=

wird als i-ter Allokationsfaktor bezeichnet. Er gibt den Anteil am Gesamtrisikoka-
pital RK(X) = p(X) an, der dem i-ten Geschiftsbereich zugeordnet wird.
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3. Allokationsverfahren

3.3 Proportionale Allokation

Bemerkungen:
@ Fiir die Allokationsfaktoren A; gilt:

=

Ai=1
1

D.h. bei diesem Vefahren handelt es sich um eine vollstidndige Allokation (vgl.

).

@ Der Diversifikationseffekt (4) wird proportional zu den Stand-alone-Risiko-
kapitalien p(X;) auf die n Geschiftsbereiche aufgeteilt. D.h. es erfolgt keine
gerechte Aufteilung des Diversifikationseffektes. Die Abhidngigkeitsstruktur
zwischen den Geschéftsbereichen wird bei der Aufteilung des Gesamtrisiko-
kapitals RK(X) = p(X) nicht beriicksichtigt. Eventuell vorhandene risiko-
erhohende Abhéngigkeiten eines Geschéftsbereichs zum Restunternehmen
werden nicht durch erhohte Kapitalzuweisungen sanktioniert und umgekehrt
werden wiinschenswerte negative Abhéngigkeiten nicht honoriert.
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3. Allokationsverfahren

ortionale Allokation

Die proportionale Allokation geniigt den folgenden Kohirenzaxiomen:

Satz (Kohirenzeigenschaften der proportionalen Allokation)

Die proportionale Allokation ist symmetrisch und besitzt im Falle eines subadditiven
RisikomaBes p auch die No undercut-Eigenschaft. Sie ist jedoch nur im Falle eines
additiven RisikomaBes p, d.h. wenn p(Y +Z) = p(Y) + p(Z) fiiralle Y,Z € .# gilt,
eine risikolose Allokation.

Beweis: Symmetrie: Aus

p<):xi+)(,-):p<2xi+xk) (10)
ieM ieM

mit M = 0 folgt p(X;) = p(X). Eingesetzt in (8) liefert dies RK(X;) = RK(X).
No undercut: Es gilt fiir alle M C {1,...,n}:

¥ RK() = ¥ 25D o)

ieM ieM i p(Xj)
Jj=1

n
Im Falle eines subadditiven RisikomaBes p gilt p(X) < ¥ p(X;). Daraus folgt:
=

Y RK(X;) < Y p(Xi)

ieM ieM
Mit M = {i} folgt daraus weiter RK(X;) < p(X;) firallei=1,...,n.
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3. Allokationsverfahren

3.3 Proportionale Allokation

Beweis (Fortsetzung): Risikolose Allokation: Fiir X; = ¢ P-f.s. mit ¢ € R gilt:

C
R(X) = -2 p(x)
Y p(X;)
=
n
D.h. es gilt RK(X;) = p(c) genau dann, wenn p(X) = ¥ p(X;), also wenn p additiv ist. n

Jj=1

Beispiel (Proportionale Allokation)

Es wird wieder die Situation aus dem letzten Beispiel betrachtet. Bei Verwendung
des Value-at-Risk zum Sicherheitsniveau 99% als Risikomal} p erhélt man mit dem
proportionalen Allokationsverfahren die folgenden Risikokapitalien:

VaRg 99(X)
RK(X)) = VaRg 99 (X)
VaR 99(X1) + VaRg 99(X2) + VaRg 99 (X3)

10+42,33-12
= 30125322 (20—1—2733\/23675) ~ 29,74
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3. Allokationsverfahren

3.3 Proportionale Allokation

Beispiel (Fortsetzung)

RK(X) = & VaRoso(Xa) VaR 99 (X)
aR0,09(X1) 4 VaRg 09 (X2) + VaR 99 (X3)
_ % (20+2733\/237,5) ~ 848
VaR, X
RK(Xs) = VaRg 99(X1) + V:Rzzzz EXZ; + VaRg 99(X3) VaRo ()
- % (20+2,33\/237,5) ~ 17,61 |
SN Mers o Universicit Hambure
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Abschnitt 3.4
Inkrementelle Allokation J
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3. Allokationsverfahren

3.4 Inkrementelle Allokation

Das inkrementelle Allokationsverfahren wird auch als diskretes Marginalprinzip be-
zeichnet. Es ist wie folgt definiert:

Definition (Inkrementelle Allokation)

Die inkrementelle Allokation A : .#Z" — R”", X — RK(X) ist definiert durch
RK(X}) :=p (X;) und

i i—1
RK(X;) :=p ij>—p ij) fiiri=2,...,n.

Bei diesem Verfahren wird ausgehend von

RK(X1) = p (X))
durch sukzessive Hinzunahme eines weiteren Geschiftsbereichs das dadurch zusitz-
lich induzierte Risiko den einzelnen Geschiftsbereichen als Risikokapital zugewies-

en. Auf diese Weise werden bestehende Abhingigkeiten zwischen den verschiedenen
Geschiftsbereichen beriicksichtigt.

Bei der inkrementellen Allokation handelt es sich offensichtlich um eine vollstindige
Allokation (vgl. (5)).
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3. Allokationsverfahren

3.4 Inkrementelle Allokation

Dieses Vorgehen besitzt jedoch den erheblichen Nachteil, dass die resultierende Al-
lokation von der Reihenfolge abhingt, in der die Risiken X1,...,X, der n Geschifts-
bereiche hinzugenommen werden. Folglich ist die resultierende Allokation in Féllen,
in denen die Reihenfolge der n Geschiftsbereiche nicht auf eine natiirliche Weise
vorgegeben ist, mit einer gewissen Willkiir versehen. In diesen Fillen ist die inkre-
mentelle Allokation kein sinnvolles Allokationsverfahren.

Bemerkungen:

@ Der erste Geschiftsbereich hat den Nachteil, dass sein Risiko X; nicht an den
Risikoausgleichseffekten partizipieren kann, da ihm das Stand-alone-Kapital
p(X1) zugewiesen wird.

@ Bei diesem Verfahren ist es moglich, dass einem Geschiftsbereich ein negativ-
es Risikokapital zugewiesen wird, wenn dieser Geschiftsbereich mit anderen
Geschiftsbereichen negativ korreliert ist und er somit als Hedge gegen Verluste
in anderen Geschiftsbereichen fungiert (z.B. sind die Rentenversicherung und
Risikolebensversicherung bzgl. des Langlebigkeitsrisikos negativ korreliert).

@ FEine bekannte und naheliegende Erweiterung mit guten Eigenschaften ist die
aus der Spieltheorie stammende Shapley-Wert-Allokation (siehe Abschnitt
3.5).
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3. Allokationsverfahren

3.4 Inkrementelle Allokation

Bemerkungen (Fortsetzung):

@ Die inkrementelle Allokation ist nicht symmetrisch, da die resultierende Allo-
kation von der Reihenfolge abhingt, in der die Risiken X1, ...,X; der n Ge-
schiftsbereiche hinzugenommen werden.

Die inkrementelle Allokation geniigt den folgenden Kohédrenzaxiomen:

Satz (Kohirenzeigenschaften der inkrementellen Allokation)

Die inkrementelle Allokation besitzt im Falle eines subadditiven Risikomafies p die
No undercut-Eigenschaft und ist im Falle eines translationsinvarianten und positiv
homogenen Risikomafles p eine risikolose Allokation.

Beweis: No undercut: Im Falle eines subadditiven RisikomaBes p gilt firallei = 1,...,n

i i—1
P ():X,) SPQZXJ) +p(X)
j=1 j=1
i i—1
RK(X;) = p (ZX,) -p ZX,-) <p(X)
j=1 =1

Risikolose Allokation: Fiir ein translationsinvariantes und positiv homoges RisikomaB p erhilt man fiir X; = ¢ P-f.s. mit ¢ € R:

RK(X;) =p ( x+c>— Zx) lfx,-)n- (Zx>7c

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg Quantitatives Risikomanagement 1 Kapitel 3

Daraus folgt firallei=1,...,n




3. Allokationsverfahren

3.4 Inkrementelle Allokation

Beispiel (Inkrementelle Allokation)

Es wird die Situation aus den letzten beiden Beispielen betrachtet. Die Risiken der
Geschiftsbereiche werden in der Reihenfolge X1, X5, X3 hinzugenommen. Wegen

E[X; +X;] = E[X;] +E[X;] = 10+5=15
Var(X| 4+ X,) = Var(X;) + Var(X,) +2- Cov(X;,X;) = 144 +6,25+2-15 = 180,25

erhilt man mit der inkrementellen Allokation bei Verwendung des Value-at-Risk zum
Sicherheitsniveau 99% als Risikomal3 p die folgenden Risikokapitalien:

RK(X;) = VaRoo0(X) = 10+2,33- 12 = 37,96
RK(X5) = VaRg 99 (X| +X) — VaR 99 (X1)

— 15+42,33,/180,25 — (1042,33- 12) ~ 8,32
RK(X3) = VaRg 99 (X + X +X3) — VaRg 99 (X +X3)

=20+2,331/236,5 — (15 +2,33\/180,25) ~9,55
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Abschnitt 3.5
Shapley-Wert-Allokation
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3. Allokationsverfahren

3.5 Shapley-Wert-Allokation

Die Shapley-Wert-Allokation hat ihren Ursprung in der kooperativen
Spieltheorie und ist nach dem US-amerikanischen Wirtschaftswissen-
schaftler und Mathematiker LLOYD S. SHAPLEY (1923-2016) be-
nannt, der 2012 fiir seine Beitrdge zur kooperativen Spieltheorie den
Wirtschafts-Nobelpreis erhalten hat.

Dieses Allokationsverfahren kann auch als eine naheliegende Erweiterung der inkre-
mentellen Allokation (vgl. Abschnitt 3.4) aufgefasst werden. Denn bei Anwendung
der inkrementellen Allokation gibt es im Falle von n Geschiftsbereichen insgesamt
n! verschiedene Reihenfolgen, in der die Risiken X1, ..., X, der n Geschiftsbereiche
bei der Berechnung ihrer Risikokapitalien hinzugenommen werden kénnen. Durch
Berechnung des Durchschnitts der jeweils n! resultierenden Risikokapitalien fiir je-
den Geschiftsbereich erhélt man die Shapley-Wert-Allokation.

Formal lésst sich die Shapley-Wert-Allokation wie folgt definieren:
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3. Allokationsverfahren
3.5 Shapley-Wert-Allokation

Definition (Shapley-Wert-Allokation)

Die Shapley-Wert-Allokation A : .#" — R", X — RK(X) ist definiert durch

n—1 1
RK(X;) := ZM Y (p(ZXl—l—Xi) —p(ZX,))
k=0 m: MC{1,...n}\{i},|M|=k leM lem

fﬁri:l,...,nundRK(Z Xl) := 0 fiir [M| =0.
leM

Die obige Formel fiir RK(X;) ldsst sich direkt interpretieren. Es gilt:

Kia—1—k! 1 1 1 11
= 1 S
n! e % (")

Da (";l) die Anzahl an Moglichkeiten angibt, aus {1,...,n}\ {i} eine k-elementige
Teilmenge M zu ziehen, handelt es sich bei RK(X;) bis auf den Proportionalititsfak-
tor 1/n um den durchschnittlichen Risikokapitalbeitrag des i-ten Geschéftsbereichs
zu allen anderen Teilmengen von Geschiftsbereichen. Der Proportionalitétsfaktor
1/n sorgt dafiir, dass es eine vollstindige Allokation ist.
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3. Allokationsverfahren

3.5 Shapley-Wert-Allokation

Dass die Shapley-Wert-Allokation eine vollstindige Allokation ist, ergibt sich auch
daraus, dass jede der n! inkrementellen Allokationen fiir sich genommen eine voll-
standige Allokation ist (vgl. Abschnitt 3.4). Folglich muss auch deren Durchschnitt,
die Shapley-Wert-Allokation, eine vollstidndige Allokation sein.

Die Shapley-Wert-Allokation geniigt den gleichen Kohédrenzaxiomen wie die inkre-
mentelle Allokation (vgl. Abschnitt 3.4). Sie ist jedoch zusétzlich noch symmetrisch.

Genauer gilt:

Satz (Kohirenzeigenschaften der Shapley-Wert-Allokation)

Die Shapley-Wert-Allokation ist symmetrisch. Im Falle eines subadditiven Risiko-
mabBes p besitzt sie auch die No undercut-Eigenschaft und im Falle eines translations-
invarianten und positiv homogenen Risikomafles p ist sie eine risikolose Allokation.

Beweis: No undercut: Im Falle eines subadditiven RisikomaBes p erfiillt jede der n! inkrementellen Allokationen die No
undercut-Eigenschaft (vgl. Abschnitt 3.4). Folglich erfiillt auch deren Durchschnitt die No undercut-Eigenschaft.

Risikolose Allokation: Fiir ein translationsinvariantes und positiv homoges Risikoma8 p ist jede der n! inkrementellen Alloka-

tionen eine risikolose Allokation (vgl. Abschnitt 3.4). Folglich ist auch deren Durchschnitt eine risikolose Allokation.
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3. Allokationsverfahren

3.5 Shapley-Wert-Allokation

Beweis (Fortsetzung): Symmetrie: Fiir alle i,j = 1,...,n erhilt man mit der Symmetrie-Bedingung (6)

weo) = Uy (o2 ) o))
k=0 n MC{1, i} M=k lem lem
Y xi+x; )) )

+ Yy <p<2X1+)(j+X> (
ME{Le P\ (i) M|=k—1 em
n—1
B (e B (5509) 2 (50))
k=0 n MC{1..n P\ {ig M| =k leM

+ ) <p<):X,+Xj+x> p Xl+x,->>> =RK(X))
MC{1,..n\{ij},|M|=k—1 leM lem

]
und damit die Behauptung.

Bemerkungen:

@ Im Falle eines kohidrenten RisikomaBes p ist die Shapley-Wert-Allokation ein
kohérentes Allokationsverfahren.

@ Die Shapley-Wert-Allokation besitzt weitere gute Eigenschaften. Zum Beispiel
ist sie im Falle eines positiv homogen Risikomafes p linear homogen. D.h es
gilt RK(A1X;) = ARK(X;) fiir alle A > 0.

@ Die Shapley-Wert-Allokation besitzt den Nachteil, dass mit zunehmender An-
zahl an Geschiftsbereichen die Berechnung schnell sehr aufwendig wird.
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3. Allokationsverfahren
3.5 Shapley-Wert-Allokation

Beispiel (Shapley-Wert-Allokation)

Es wird die Situation aus den letzten drei Beispielen betrachtet. Bei Verwendung des
Value-at-Risk zum Sicherheitsniveau 99% als Risikomall p erhélt man mit der Sha-
pley-Wert-Allokation die folgenden Risikokapitalien:

2 1
RK(X|) = =VaRq9(X1) + 3 (VaR0,99 (X2 +X1) — VaRg 99(X2)

6
+ VaRg 99(X3 +X1) — VaR 99 (X3 ))

2
aF 6 (VaRQ,gg (X] + X5 +X3) — VaR0799 (Xz +X3))

2

— 6
63 ,96 +
~ 31,95

1 2
£ (46,28 —10,83447,97 ~22,48) + (55,83~ 28.42)
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3. Allokationsverfahren

3.5 Shapley-Wert-Allokation

Beispiel (Fortsetzung)

2 1
RK(X;) = ¢ VaRo,99 (X2) + 3 (VaRo,99 (X1 +X3) — VaRg 99 (X7)

+ VaR 99 (X3 + X») — VaRg 99 (X3))

2
= 6 (VaR0799 X1 +X2+X3) — VaR g9 (X1 +X3))

2 1 2
~ 210,834 2 (46,28 —37,964-28,42 ~ 22,48) + (55,83 - 47,97) ~ 8,61

2 1
RK(X3) = ¢ VaRo,09 (X3)+ 3 (VaRo,99 (X1 +X3) — VaRg 99 (X7)
+ VaR 99 (X5 + X3) — VaR 99 (Xz))

2
+z (VaR,99(X1 + X, 4+ X3) — VaR 99 (X1 +X2))
1 2
2248+ (47,97 -37,96+28,42—1083) + £

~
~

(55,83 — 46,28) ~ 15,28

AN
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Abschnitt 3.6

Kovarianzprinzip
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3. Allokationsverfahren

3.6 Kovarianzprinzip

Das folgende Kovarianzprinzip beriicksichtigt lineare Abhéngigkeiten zwischen den
Geschiftsbereichen X1, ..., X,:

Definition (Kovarianzprinzip)

Das Kovarianzprinzip A : .#™ — R", X — RK(X) ist definiert durch

_ Cov (X,X;)

RK(X;) = Var () p(X)  firi=1,...,n. (11)

Bei dieser Methode wird das gesamtunternehmerische Risikokapital p (X) = RK(X)
entsprechend den Anteilen Cov (X, X;) der einzelnen Geschiftsbereiche an der Ge-
samtvarianz Var (X) linear aufgespalten:

Cov | X, Y X;
RK() = ST o0 = gar&; o
W Cov(X.X) o &
_,:Zi Var (X) p(X)—l;RK(Xz)

Dies zeigt insbesondere, dass das Kovarianzprinzip eine vollstindige Allokation istf§
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3. Allokationsverfahren

3.6 Kovarianzprinzip
Das Kovarianzprinzip besitzt die folgende Optimalitatseigenschaft:

Satz (Optimalitédtseigenschaft des Kovarianzprinzips)

Das Kovarianzprinzip minimiert in der Klasse aller proportionalen Allokationsver-
fahren mit der Eigenschaft

RK(X;) = Aip(X) firallei=1,...,n
die Verlustfunktion

L(A):=E [((xfxa[xn “AX—E[X) W((X-EX])— )\(XfIE[X]))]

mit A = (Ay,...,4,)" und positiv-definiter Gewichtsmatrix W.

Beweis: Durch Ableiten von L(X) nach X mittels Produktregel erhilt man:

AN g [ (x — BIX)W (X~ BIX)) - AX~E[X]))] + B[ (X~ EIX)) - A(X~EIX) " W(~(x X))
= ]]Z[ZAT(X— E[X])2W —2(X — E[x])(X — lE[X])TW} =2A"E [(xf ]E[X])Z}W— 2E [(L E[X])(X —]E[X])T]W
Nullsetzen dieses Ausdrucks und Auflosen nach X liefert weiter

_ B[ B -EX)T] Cxx)
]E[(XflE[X])z} Var(X) !

Cov(X,X;)
Var(X)

firi=1,..., n.

und damit die Behauptung.
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3. Allokationsverfahren

3.6 Kovarianzprinzip

Sind die Geschiftsbereiche X7, ..., X, unkorreliert, dann vereinfachen sich die
Allokationsfaktoren zu

~_ Cov X,Xi) Cov (E,IX,-,X,) _ Var(X;)
T Var(X)  Var(X)  Var(X)

firi=1,...,n.

Das Kovarianzprinzip stellt bzgl. der Beriicksichtigung von linearen Abhéngigkeits-
trukturen zwischen den Risiken der n Geschiftsbereiche eine deutliche Verbesserung
zur proportionalen Allokation dar (vgl. Abschnitt 3.3). In seiner allgemeinen Form
geniigt es jedoch keinem der drei Kohédrenzaxiome. Ferner ist es so, dass bei seiner
Anwendung hiufig negative Allokationsfaktoren A; und damit negative Kapitalallo-
kationen fiir einzelne Geschiftsbereiche resultieren. Aus diesem Grund wird in der
Regel anstelle von (11) das modifizierte Kovarianzprinzip

Cov (X,X,')

RK(Xi) = E[Xt} + Var (X)

(p(X)—E[X]) firi=1,...,n (12)

verwendet, so dass es seltener zu negativen Kapitalallokationen kommt. Negative
Kapitalallokationen konnen aber auch durchaus angemessen sein, wenn sie die Di-
versifikationseffekte zwischen einzelnen Geschiftsbereichen widerspiegeln.
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3. Allokationsverfahren

3.6 Kovarianzprinzip

Das modifizierte Kovarianzprinzip ist offensichtlich auch eine vollstindige Alloka-
tion. Allerdings geniigt es in seiner allgemeinen Form ebenfalls keinem der drei Ko-
hirenzaxiome. In den meisten Anwendungen wird deshalb das Standardabweich-
ungsprinzip

p(X) =E[X]+ac(X) mit o >0
als Risikomal} p verwendet (vgl. Abschnitt 2.2).

Man erhélt dann aus (12) fiir die Risikokapitalien

Cov (X,X;)

firi=1,...,n. 1
o (%) ir i RN ) (13)

RK(X;) = E[X;] +

Dieses Allokationsverfahren geniigt allen drei Kohirenzaxiomen und ist somit ein
kohirentes Allokationsverfahren:
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3. Allokationsverfahren

3.6 Kovarianzprinzip

Satz (Kohérenz des modifzierten Kovarianzprinzips mit p(X) = E[X] + oo (X))

Das modifizierte Kovarianzprinzip mit dem RisikomaB p (X) = E[X] + o6 (X) und
o > 0 ist ein kohidrentes Allokationsverfahren.

Beweis: Symmetrie: Es sei angenommen, dass X; und X die Symmetrie-Bedingung (6) erfiillen. Dann ldsst sich mit ein wenig
Rechnen zeigen, dass

EX]=E[X:] und  o(X;)=0(Xy) (14)
gelten muss. Es sei nun M := {1,...,n}\ {j,k} und X* := ¥ ;s X;. Dann folgt mit (14) und (6)
EX*|+E[Xj] +ao (X" +X;) = p(X* +X;) = p(X* +X;) = EX*| + E[X;] + a0 (X" + X;)
und daraus zusammen mit (14)
Var(X* +X;) = Var(X* + Xg). (15)
Ferner gilt:
Var(X) = Var(X* + X; + X;) = Var(X* + X;) + Var(X;) +2Cov (X" + Xj, X¢)
Var(X) = Var(X* 4 X + X;) = Var(X" +X;) + Var(X;) +2Cov(X* + X, X;)
Mit (14) und (15) folgt daraus:
Cov(X* +X;,X;) = Cov(X* + X, X))
Damit erhilt man zusammen mit (14):
Cov(X;,X) = Cov(X;, X" + X; + X;) = Var(X;) + Cov(X;, X" + X;)
= Var(Xg) + Cov(Xg, X" +X;) = Cov(Xp, X* + Xj + X;) = Cov (X, X)
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3. Allokationsverfahren

3.6 Kovarianzprinzip

Beweis (Fortsetzung): Zusammen mit (14) folgt daraus schlieBlich

Cov (X,X;) Cov (X, X;)
RK(X;) = E[X;] + o _]E[X“]JF‘XW =RK(X;)
und damit die Behauptung.
No undercut: Firi =1,...,n gilt:
Cov(X,X;)
————~ =Corr(X,X;) <1
ool TN
Fiir o¢ > 0 folgt daraus:
Cov(X,X; Cov(X,X;
o(X;) > # bzw. p(X;) =E[X;| + ac(X;) 2]E[X,-]+a# =RK(X;)

Risikolose Allokation: Fiir X; = ¢ IP-f.s. mit ¢ € R gilt:

RK(X;) = E[c] +a%§;”) —c=p(o)
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3. Allokationsverfahren

3.6 Kovarianzprinzip

Beispiel (Modifiziertes Kovarianzprinzip mit p(X) = E[X] + o (X))

Es wird die Situation aus den letzten vier Beispielen betrachtet. Als Risikomal} p
wird nun jedoch das Standardabweichungsprinzip p(X) = E[X] + oo (X) mit

o=@ 1(0,99) = 2,33 verwendet. Mit dem modifizierten Kovarianzprinzip erhlt
man dann die folgenden Risikokapitalien:

i Cov (X,X;) 144+ 15
RK(X;) =E[X;]+® 1(0,99) — 21 — 104233~ ~ 3409
(X1) =E[X;]+®(0,99) o) +2, 7363 ,
_ Cov (X, X,) +6,25
RK(X,) =E[X,]+ @ (0,99 ———"2. =5 2337%22
(X2) = E[Xp] +®7(0,99) o) 4 363 ,
_ Cov (X,X3) 56,25
RK(X3) = E[X3]+ @ 1(0,99) — 222 =54233-"_"=_ ~ 13,52
(X3) = E[X3] +®77(0,99) o) 4 5363 ;
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Abschnitt 3.7

Conditional-Tail-Expectation-Prinzip

UH
M
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3. Allokationsverfahren

3.7 Conditional-Tail-Expectation-Prinzip

Ein intuitives Allokationsverfahren mit ebenfalls guten Kohédrenzeigenschaften ist
das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip:

Definition (Conditional-Tail-Expectation-Prinzip)

Das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip A : .#" — R", X — RK(X) zum Sicher-
heitsniveau g € (0, 1) ist definiert durch

|RK = CTE, (X;|X) := E[X;|X > VaR,(X)] furizl,...,n.|

Bei diesem Verfahren ist das Risikomaf3 p durch den Conditional-Tail-Expectation
p(X) =RK(X) =E[X|X > VaR,(X)] = CTE,(X)

vorgegeben (vgl. Abschnitt 2.5). Beim Conditional-Tail-Expectation-Prinzip handelt
es sich um eine vollstindige Allokation. Denn es gilt:

f RK(X;) = i CTE, (X;|X) = i E[X;|X > VaR,(X)]
= i=1 i=1

n
Y Xi|X > VaR,(X)
i=1

= E[X|X > VaR,(X)] = RK(X)
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3. Allokationsverfahren

3.7 Conditional-Tail-Expectation-Prinzip

Beachte jedoch:
CTE,] (X,“X) = E[X”X > VaRq (X)} 7é E[X,‘|Xi > VaRq(Xi)] = CTEq(Xi).

Das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip entspricht sehr gut dem intuitiven Gerech-
tigkeitssinn an eine ,,faire” Aufteilung des Gesamtrisikokapitals RK(X) auf die n Ge-
schiftsbereiche. Denn bei diesem Verfahren entspricht das dem i-ten Geschiftsbe-
reich zugeordnete Risikokapital RK(X;) dem Erwartungswert aller durch den i-ten
Geschiftsbereich verursachten Schiden/Verluste, die durch Ereignisse hervorgerufen
wurden, fiir die der Gesamtschaden/-verlust X grofer als VaR,(X) ist.

Neben dieser guten Eigenschaft ist der Conditional-Tail-Expectation-Prinzip auch ein
kohirentes Allokationsverfahren:

Satz (Kohirenz des Conditional-Tail-Expectation-Prinzips

Das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip zum Sicherheitsniveau g € (0, 1) ist ein
kohirentes Allokationsverfahren.

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 3



3. Allokationsverfahren

3.7 Conditional-Tail-Expectation-Prinzip

Beweis: No Undercut: Es sei X1,..., Xy eine Stichprobe von stochastisch unabhingigen und identisch Fx-verteilten Zufalls-
variablen und durch X(1ys--» Xy sei die dazugehorige geordnete Stichprobe gegeben. D.h. Xk ist die k-te Ordnungsstatistik

(k-kleinster Wert), so dass
Xy =X <o <X < <Xy <Xy

gilt. Wie man zeigen, besitzt dann der Conditional-Tail-Expectation von X = YI' | X; zum Sicherheitsniveau g € (0,1) die Dar-
stellung

N
CTE,(X) = lim

1
im —— X P-fs. 16
N=e N(1—q) k:wzﬂﬂ ® ’ o

mit der Abrundungsfunktion (GauBklammer) |x| := max {/ € N : / < x} (Starkes Gesetz der groen Zahlen).

Es sei nun ferner angenommen, dass eine Stichprobe X(l)p . ‘X(N) ~ Fx der Verteilung des n-dimensionalen Zufallsvektors
X=(X,... ,X,,)T vorliegt und X,-(k) fiiri = 1,...,n die k-te Ordnungsstatistik (k-kleinster Wert) der i-ten Komponente X; in
dieser n-dimensionalen Stichprobe Xy, ..., Xy bezeichnet. Ferner sei Xy ;) der Beitrag des i-ten Geschiftsbereichs zur k-te
Ordnungsstatistik X(k) ist, so dass

n
Xy =Y Xppy firk=1,
i=1

gilt. Es gilt dann offensichtlich weiter:

N N
Y X=X X
k=|Ng]+1 k=|Ng]+1

Denn die linke Summe besteht aus den N — | Ng| groBten Werten von X; und ist daher mindestens so grof wie jede andere

Summe aus N — | Ng| Werten von X;.
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3. Allokationsverfahren

3.7 Conditional-Tail-Expectation-Prinzip

Beweis (Fortsetzung): Zusammen mit (16) liefert dies schlieBlich

. 1 N . 1 Ul
CTE, (X)) = 1\}511% N(1-q) k:U%HlXi(k) - ’Jgn‘” N(—q) k:LNZqJH

X(ei) = CTE4(X;|X) =RK(X;) ~ Pfs.

und damit die Behauptung.

Symmetrie: Es sei angenommen, dass X; und X die Symmetrie-Bedingung (6) erfiillen. Mit M = 0 folgt dann aus (6)
RK(X;) = E[X;IX > VaRy (X)] = p(X)) = p(X) = E[X; X > VaR, (X)] = RK(X;)

und damit die Behauptung.

Risikolose Allokation: Fiir X; = ¢ IP-f.s. mit ¢ € R gilt:
RK(X;) = E[c|X > VaRy(X)] = ¢ = p(c).

Bemerkungen:

@ Das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip ist als intuitives und kohérentes Al-
lokationsverfahren in der Praxis sehr populdr.

@ Bei diesem Allokationsverfahren werden (nichtlineare) Tailabhiingigkeiten
zwischen den Geschiftsbereichen beriicksichtigt. D.h. wenn eine erhchte
Wahrscheinlichkeit besteht, dass in zwei Geschiftsbereichen simultan extreme
Schéden, Verluste usw. auftreten, wird diesen beiden Bereichen ein erhohtes
Risikokapital zugeordnet. Dieser Aspekt ist gerade fiir die Anwendung im
Banken- und Versicherungssektor von zentraler Bedeutung.
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3. Allokationsverfahren

3.7 Conditional-Tail-Expectation-Prinzip

Der folgende Satz besagt, dass das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip im Falle von
X~ N(u, %)

mit dem modifizierten Kovarianzprinzip iibereinstimmt, wenn dort als Gesamtrisiko-
kapital RK(X) = p(X) = CTE,(X) verwendet wird:

Satz (Conditional-Tail-Expectation-Prinzip fiir X ~ N(u, X))

Das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip zum Sicherheitsniveau g € (0, 1) liefert fiir
X ~ N(u, X) die Risikokapitalien

Cov(X;,X) Cov(X;,X) ¢(®71(q))
RK(X;) =E[X;|+——————= (CTE,(X)—E[X]) =E[X;]+ 17
() =B+ o (CTE, ()~ EY)) — B+l 2 B2 a7)
firi =1,...,n. D.h. es liefert dieselben Risikokapitalien wie das modifizierte Kova-

rianzprinzip (12), wenn dort als Gesamtrisikokapital RK(X) = p(X) = CTE,(X) ver-
wendet wird.
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3. Allokationsverfahren

3.7 Conditional-Tail-Expectation-Prinzip
Beweis: 1. Schritt: Es sei g € (0,1) und X = (X}, X;)” ein zweidimensional normalverteilter Zufallsvektor. Weiter sei

O]
=Var(X]), o3 =Var(X,), o1y =Cov(X;,X;) und PlzZ?l;-

Mittels Integration durch mehrfache Substitution erhilt man nach einiger Rechnung:

1

X1 |X, > VaR, (X)) = ———————— dvyd
E[X; Xy > VaRy(X2)] = T~ F, (VaRy (%3)) / /VaR,,x xifx (x1,%2) dxpdxy

o

o —Ext o2 $(¢'(q) as)
o l-g

2. Schritt: Gemi Annahme ist der Zufallsvektor X multivariat normalverteilt und damit (X;, X)7 fiir i = 1,...,n zweidimensio-

nal normalverteilt. Es kann daher das Ergebnis aus dem 1. Schritt angewendet werden. Mit X; anstelle von X| und X fiir X; folgt
aus (18) unmittelbar

RK(X;) = E[X;|X > VaR,(X)]

=B+ Var(X) l—¢q

19)

fiir i = 1,...,n und damit die zweite Gleichung in (17). Da die Verteilungsfunktion von X stetig ist, gilt CTE, (X) = ESy (X)
(vgl. letzten Satz in Abschnitt 2.5). Es gilt daher

¢(<I> '(9)) 9(271(g) _ CTE,(X)-E[X]
CTEq \/Var = bzw. =y = \/W(X)

(siehe hierzu erstes Beispiel in Abschnitt 2.5). Eingesetzt in (19) liefert dies

Cov(X,,X)

RK(X;) = EIX] + =

(CTE, (X) — E[X]).

und damit auch die erste Gleichung in (17).
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3. Allokationsverfahren

3.7 Conditional-Tail-Expectation-Prinzip

Beispiel (Conditional-Tail-Expectation-Prinzip)

Es wird die Situation aus den letzten fiinf Beispielen betrachtet, wobei die Risikoka-
pitalien nun mit dem Conditional-Tail-Expectation-Prinzip zum Sicherheitsniveau
q = 0,95 berechnet werden. Wegen

¢(®71(0,95))

~2
1-0,95 06

liefert dies mit (17) fiir die drei Geschéftsbereiche die folgenden Risikokapitalien:

Cov(Xy,X) ¢ (P~1(0,95)) 0 159
Var(X) 1-095

Cov(X,,X) ¢ (P71(0,95)) s 21,5 2,06 ~7.88
Var(X) 1-0,95 V/236,5

Cov(X3,X) ¢ (P1(0,95)) G 56,25
Var(X) 1-0,95 v/236,5

RK(X;) =E[X;] + <+2.06~3130

-2,06 ~ 12,57
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Euler-Prinzip
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Die inkrementelle Allokation (vgl. Abschnitt 3.4) und die Shapley-Wert-Allokation
(vgl. Abschnitt 3.5) verwenden als Grundlage fiir die Kapitalallokation den Anstieg
des Gesamtrisikokapitals wenn ein Geschiftsbereich hinzugefiigt wird. D.h. diese
beiden Ansitze gehen davon aus, dass ein Geschiftsbereich bei der Kapitalallokation
entweder ganz oder gar nicht betrachtet wird.

Das Euler-Prinzip ist ein bedeutendes Allokationsverfahren, das erst-
mals von LITTERMAN (1996) betrachtet wurde. Im Gegensatz zu den
beiden oben genannten diskreten Verfahren basiert es auf einem konti-
nuierlichen Ansatz, bei dem das einem Geschiftsbereich zugewiesene
Risikokapital proportional zur Steigerungsrate des Gesamtrisikokapi-
tals ist, wenn sein Gewichtung bei der Kapitalallokation erhoht wird.

Das Euler-Prinzip ist kein einzelnes Allokationsverfahren, sondern ein Allokations-
prinzip, das einige bekannte Allokationsverfahren als Spezialfille umfasst.
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Grundlage des Euler-Prinzips und namensgebend ist das Theorem von Euler fiir ho-
mogene Funktionen. Es besagt, dass fiir eine differenzierbare Funktion

f:Dan —>R7(u17"'7un) Hf(ula"'aun)
mit der Homogenitétseigenschaft
f(lul,...,lun)=lf(u1,...,un) (20)

fiir A > O stets

nof Ay, Aty
Far,. . ) = y M),
i=1 l

gilt (vgl. z.B. MERZ-WUTHRICH (2013), Seite 672).

Im Folgenden wird stets vorausgesetzt, dass p : .# — R ein positiv homogenes
Risikoma8 ist (vgl. Abschnitt 2.2).
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Die zugehorige Risikomal-Funktion

fo:DCR" — R, (uy,...,un) = fp(uy,...,un) =p (iuin) 20
i=1

besitzt dann die Homogenititseigenschaft (20). Denn fiir A > 0 gilt dann:

fp(luly l"‘n = <Z)Lut t> Ap <Zul 1) lfp up,. 7un)

D.h. wenn die RisikomaB3-Funktion (21) zusétzlich differenzierbar ist, folgt mit dem
Theorem von Euler und A = 1:

fP(”17-«.7un) = i Mul

i=1 dui

Mit (uy,...,un) = (1,...,1) erhdlt man daraus weiter:

1! " dfp(1,...,1
o (Zx,-) o1,y =y Hollesd) @)
i=1 !

i=1
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Dies motiviert das folgende Allokationsverfahren, das als Euler-Prinzip bezeichnet
wird:

Definition (Euler-Prinzip)

Das Euler-Prinzip A : .#" — R", X — RK(X) ist fiir ein positiv homogenes Risi-
komaR p und eine differenzierbare RisikomaB-Funktion f, definiert durch

(L)

RK(X;) E

firi=1,...,n. (23)

Aus (22) folgt unmittelbar, dass es sich bei dem Euler-Prinzip um eine vollstindige
Allokation handelt. Ferner gilt:

RK(X) = (RK(X)),...,RK(X,))" = gradf,(1,...,1)

Das Euler-Prinzip wird deshalb manchmal auch als Gradienten- Verfahren bezeichnet.
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Bei entsprechender Wahl des Risikomalfes p erhilt man das (modifizierte) Kovari-
anzprinzip als Spezialfall des Euler-Prinzips:

Satz (Euler-Prinzip fiir p(X) = 6(X) und p(X) = E[X] + ac (X))

Das Euler-Prinzip liefert fiir p(X) = o(X) die Risikokapitalien

Cov(X;, X)
© Var(X)

COV(X,',X)

RK(X;) = o(X)

o(X)=

und fiir p(X) = E[X] + o.o(X) mit & > 0 die Risikokapitalien

B Cov(X;,X) B Cov(X;,X)
RK(X:) =EfXi]+ =3 gy~ (P —EIX]) =ElXi| +a—25=| @4
fiiri = 1,...,n. D.h. es liefert dieselben Risikokapitalien wie das Kovarianzprinzip

mit Gesamtrisikokapital p (X) = o(X) bzw. wie das modifizierte Kovarianzprinzip
mit Gesamtrisikokapital p(X) = E[X] + a.o(X).
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Beweis: Es gelte p(X) = o(X): Das RisikomaB p(X) = o(X) ist offensichtlich positiv homogen und die RisikomaB-Funktion

n
fo :DCR" — R, (uy,....un) = fo(ur,....un) :G<Zuixi>
i=1

ist differenzierbar. D.h. die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Euler-Prinzips sind erfiillt. Fiir die partiellen Ableitungen

von
n non
Soluy,..oun) =0 | Y wX; | = = | ¥ ¥ wuiCov(x;, X))
i=1 i=1j=1
erhilt man
E iy Cov(x;.) cov( % £
2 ¥ uiCov(X;, X; ov | X;, ¥ u;X;
j= j=1
Folurs-ost) _ 1 = ! fiiri=1,...,n.
Ju; ) non R B B
iEleluluj ov(X;, X)) Cov(; ,,ixi"g ,,/.x/.)
i=1 j=1
Daraus folgt
n
5 Cov | X;, ¥ X;
j=1 i is
RK(X;) = fo(;vu. D J _ Cov(X;,X) _ Cov(X;,X) firiz1,..n.

R R Var(X) o(X)
Cov (_): Xi, ¥ Xj>

=1 j=1
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Beweis (Fortsetzung): Es gelte p(X) = E[X] + ao(X): Das RisikomaB p(X) = E[X] + ac(X) mit o > 0 ist ebenfalls positiv
homogen (vgl. Beispiel in Abschnitt 2.2) und die RisikomaB-Funktion

foud :DC R — R, (ug,-..un) = foa(ur -y ttn) =E

n n
Yy uiX,} +ac (): u,-X,-)
i=1

i=1

ist differenzierbar. D.h. die Voraussetzungen fiir die Anwendung des Euler-Prinzips sind wieder erfiillt und analog zu dem

Vorgehen zuvor erhélt man
n
Cov | X, ¥ u;X;
J

fstalty--sttn) —Eix]

i ta firi=1,....,n

Ju; B B
Cov (): wiXi, ¥ quj>
i=1 =1
und somit
n
sl 1) C°V<X"’ZX")
1.1 j=1
RK(X;) = fs“’T —EX]+a
1
Cov ( £ X5 Xj>
=1
Cov(X;, X Cov(X;, X
:]E[X,-]-FD!%:]E[X,-]-%—& O;((X‘)’ ) firim 1
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Bemerkungen:
@ Das Euler-Prinzip zeichnet sich durch eine Reihe wiinschenswerter mathema-
tischer und 6konomischer Eigenschaften aus:

o LITTERMAN (1996) und TASCHE (1999) fiihren aus, dass dieses Prinzip
mit vielen 8konomischen Steuerungs- und Optimierungsansétzen kom-
patibel ist.

o DENAULT (2001) leitet das Euler-Prinzip mit Hilfe von Argumenten aus
der kooperativen Spieltheorie her und weist nach, dass es im Falle eines
kohirenten RisikomalBies p und einer differenzierbaren Risikomaf3-Funk-
tion fp ein kohirentes Allokationsverfahren liefert.

o KALKBRENER (2005) zeigt, dass das Euler-Prinzip das einzige Verfahr-
en ist, das gewisse wiinschenswerte Diversifikationseigenschaften be-
sitzt.

@ Besitzt X eine n-dimensionale Dichtefunktion, dann ist die zu p (X) = VaR,(X)
gehdrende RisikomaB-Funktion fyar, differenzierbar und das Euler-Prinzip
liefert die Risikokapitalien

_ afVaRq(17~'~7l)
- au,-

(vgl. GOURIEROUX ET AL. (2000)).

RK(X;) = E[X;|X = VaR,(X)]
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Bemerkungen (Fortsetzung):
@ Besitzt X eine n-dimensionale Dichtefunktion, dann ist die zu p(X) = ES,(X)
gehdrende RisikomaB-Funktion fgs, differenzierbar und das Euler-Prinzip
liefert die Risikokapitalien

_ 9fes, (L 1)

RK(X;) .

=E[X;|X > VaR,(X)]

(vgl. SCAILLET (2004)). D.h. es stimmt in diesem Fall mit dem Conditional-
Tail-Expectation-Prinzip iiberein, das ein kohdrentes Allokationsverfahren ist
(vgl. Abschnitt 3.7).
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3. Allokationsverfahren
3.8 Euler-Prinzip

Beispiel (Euler-Prinzip fiir X ~ N(u, X))
Es gelte X ~ N(p, ) und g € (0, 1). Dann folgt

VaR,(X) = EX] + & (g)5(X)

und
¢ (@ '(9))

ESy(X) =E[X] + — -

o(X)

(vgl. erstes Beispiel in Abschnitt 2.5). D.h. beide Risikomalle sind von der Form
p(X) = E[X] + oo (X). Die Risikokapitalien bei Verwendung des Euler-Prinzips sind
daher fiir i = 1,...,n gegeben durch (vgl. (24))

Cov(X;,X)

bzw.
¢ (®'(q)) Cov(X;,X)
l1—g o(X)

RK(X;) = E[X;] +
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3. Allokationsverfahren

3.8 Euler-Prinzip

Die untenstehende Tabelle zeigt fiir die drei Geschiftsbereiche und das Gesamtunter-
nehmen die Risikokapitalien, die bei Anwendung der unterschiedlichen betrachteten
Allokationsverfahren resultierten:

[ Verfahren [[RK(X;) | RK(X,) | RK(X3) [ RK(X) |
Stand-alone-Verfahren mit p (X) = VaRq g9 (X) 37,96 10,83 22,48 | 55,83
Proportionale Allokation mit p(X) = VaRg g (X) 29,74 8,48 17,61 | 5583
Inkrementelle Allokation mit p(X) = VaRg g9 (X) 37,96 8,32 9,55 | 5583
Shapley-Wert-Allokation mit p(X) = VaRy g9 (X) 31,95 8,61 1528 | 55,83
Modifiziertes Kovarianzprinzip mit p(X) = E[X] +®~1(0,99)c(X) 34,09 8,22 13,52 | 5583
Conditional-Tail-Expectation-Prinzip mit g = 0,95 31,30 7,88 12,57 | 51,75

Beachte: Da X normalverteilt ist, gilt:

P(X) = VaRog9(X) = E[X] + & (0,99)5 (x).
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3. Allokationsverfahren
3.8 Euler-Prinzip
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3. Allokationsverfahren
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