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5. Kollektives Modell

5.1 Einleitung

In Abschnitt 4.1 wurde erlautert, dass es sich bei Gesamtschadenmodelle um stoch-
astische Modelle fiir den Gesamtschaden eines Portfolios/Kollektivs von Einzelrisi-
ken in einem festen Zeitintervall handelt, bei denen die Gesamtschadenhohe (oder
der Gesamtverlust) des betrachteten Portfolios/Kollektivs durch eine zufillige Sum-
me von Zufallsvariablen der Form

N
S=Yi+Yr+...+¥y=Y) Y 1)
i=1

gegeben ist. Dabei ist N eine diskrete Zufallsvariable, welche die Schadenanzahl
beschreibt und Yy, ..., Yy sind i.d.R. absolutstetige Zufallsvariablen, welche die Ein-
zelschadenhohen darstellen.

Da sich die Verteilung von S aus den Verteilungen von N und Y; ergibt, wird. die
Verteilung von S als zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung (compound
aggregate loss distribution) bezeichnet.
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5. Kollektives Modell

5.1 Einleitung

Nachdem im letzten Kapitel die bedeutendsten Schadenanzahl- und Schadenhohen-
verteilungen und ihre wichtigsten Eigenschaften vorgestellt wurden, beschiftigt sich
dieses Kapitel damit, wie darauf aufbauend die zusammengesetzte Gesamtschaden-
verteilung von § ermittelt werden kann und welche Eigenschaften diese Verteilung
besitzt.

Der folgenden Betrachtung wird stets das kollektive Modell der Risikotheorie zu-
grundgelegt. Es ist mit Abstand das bedeutendste Gesamtschadenmodell, da die darin
getroffenen Annahmen an die Schadenanzahlverteilung von N und an die Einzelscha-
denhohenverteilung von Y; eine relative einfache numerische Berechnung der zusam-
mengesetzten Gesamtschadenverteilung von S erlauben sowie eine analytische Unter-
suchung der wichtigsten Eigenschaften dieser Verteilung ermoglichen. Wie sich
zeigen wird, kann unter zusitzlichen Annahmen an die Verteilungen von N und Y;
die zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung von S sogar analytisch berechnet
werden.

Das kollektive Modell kommt daher in vielen Bereichen zum Einsatz, wie z.B. bei
der Quantifizierung von versicherungstechnischen Risiken, operationellen Risiken
und Kreditrisiken sowie in der Risikoteilung.
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Abschnitt 5.2

Modellannahmen und Faltungsformeln
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Die kollektive Risikotheorie wurde 1903 durch die Dissertation

JZApproximations
of the Probability Function/Reinsurance of Collective Risks*

des schwedischen Aktuars FILIP LUNDBERG (1876-1965) begriindet.

Definition (Kollektives Modell der Risikotheorie)

Der Gesamtschaden S fiir ein Kollektiv aus Einzelrisiken sei gegeben durch

N
S=Y1+Y+...+¥y=) Y.
i=1

Dabei gelte weiter:
a) Die Schadenzahl N ist eine diskrete .#"-wertige Zufallsvariable mit ./ C Nj.

b) Die Einzelschadenhthen Y1, Y5, ... sind stochastisch unabhéngige und iden-
tisch-verteilte Zufallsvariablen mit Fy(0) = 0.

¢) NundY,Y,,... sind stochastisch unabhingig.

Durch Fy(s) = P(S < s) ist die zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung und
durch f(s) die Dichte/Wahrscheinlichkeitsfunktion von S gegeben.
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Bemerkungen:

@ Im kollektiven Modell wird angenommen, dass N und Y; stochastisch unab-
hingig sind. Diese Annahme ist in der Praxis nicht immer erfiillt. Z.B. fiihren
schlechte Wetterverhéltnisse in der Kfz-Versicherung zu vielen Kleinschdden
und auf dem Land kommt es eher zu weniger, aber dafiir groferen Schiden als
in der Stadt.

@ Bei Y1,Y>,... handelt es sich um Einzelschadenhohen, was sich in der An-
nahme Fy(0) =P(Y <0) =0, also ¥; > 0 P-f.s. ausdriickt.

@ Es gilt S > 0 P-f.s. Im Falle keines Schadens, d.h. fiir N =0, gilt § = 0 P-f.s.

@ Sind Y; absolutstetige Zufallsvariablen, dann ist die (bedingte) Zufallsvariable
S|S > 0, ebenfalls absolutstetig und im Falle von 0 € 4" besitzt Fg an der
Stelle S = 0 die Punktmasse P(N = 0). D.h. im Falle absolutstetiger Einzel-
schadenhthen Y; und 0 € .4 ist Fg eine gemischte Verteilungsfunktion, die
sich an der Stelle S = 0 wie die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufalls-
variable mit der Punktmasse

Fs5(0) = f5(0) = P(§ = 0) =P(N = 0)

verhilt und an den iibrigen Stellen S > 0 wie die Verteilungsfunktion einer
absolutstetigen Zufallsvariable.
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Die sog. Faltungsformel (Convolution-formula) fiir die zusammengesetzte Gesamt-
schadenverteilung Fg lautet:

Sé : fiir di S ; enverteilung Fy)

Im kollektiven Modell der Risikotheorie gilt fiir die zusammengesetzte Gesamtscha-

denverteilung

Y Fy'(s)-P(N=mn) firs>0

Fg(s) =P(S <) ={ net , 2)
0 sonst

wobei

n

Fy'(s):=P| Y ¥ <s fiirn € Ny
i=1

die n-te Faltung von Fy bezeichnet.

Beweis: Das Ereignis {S < s} besitzt die disjunkte Zerlegung {S < s} = Upe_s {S < s und N = n}. Damit erhlt man:

Fs(s)zn)(sgs)zn»< U {SSSUﬂdN:n}) Y P(S<sundN=n)

neN neN
:ng/P(SSS\N:n)<P(N:n) 3)
= Z ]P’(iYiSS)«]P(N:n): Fy'(s)-P(N =n).
net \i=l neN
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Fiir n = 0 gilt offensichtlich:

F;‘)(s)_]p(ogs)_{l fiir s > 0

0 firs<O

Mit der Faltungsformel (2) und der Rekursionsbeziehung fiir die k-te Faltung
§ (k=1
F ) = [ -9y ()

R
I F;(k_l)(s —y)fy(y)dy falls Y absolutstetig
0

S k(k—1) 4
Y Fy (s—y)fy(y) fallsY diskret
y=0

fiir k € N kann die zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung Fg numerisch be-
rechnet werden. Dabei reduziert sich (4) fiir k = 1 zu F}!(s) = Fy ().

Falls sich die Faltungen F3" fiir alle n € .4 in geschlossener Form darstellen lassen,
kann Fg mit der Faltungsformel (2) prinzipiell auch analytisch berechnet werden.
Dies ist jedoch fiir die meisten Einzelschadenhohenverteilungen Fy, wie z.B. Pareto-
und Lognormalverteilung, nicht der Fall. Aber selbst dann, wenn sich die Faltungen
F3}" in geschlossener Form darstellen lassen, miissen bei Anwendung der Faltungsfor-
mel (2) noch unendlich viele Faltungen F}" ermittelt werden, falls |4"| = oo gilt.
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Mit (4) und
fl(s)=fr(s) firallese R

erhilt man fiir die Dichte/Wahrscheinlichkeitsfunktion der k-ten Faltung die
Rekursionsbeziehung

70 = [ K- drv)

N
i f;(k_l) (s—y)fy(y)dy falls Y absolutstetig
0

=\ & ) )
Y fy (s—y)fy(y) fallsY diskret
y=0
fiir k =2,3,.... Damit erhilt man fiir die Dichte/Wahrscheinlichkeitsfunktion des
Gesamtschadens S die Faltungsformel
Y f7'(s)-P(N=n) firs>0
fsls) = ner : ©)

0 sonst
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Beispiel (Berechnung von Fs und fs mittels Faltungsformeln)

Der Gesamtschaden

s=Yv

=

Il
iy

besitze eine I1(3)-verteilte Schadenanzahl N und auf der Menge {100,200, ...,900}
gleichverteilte Einzelschadenhdhen ¥;. Werden die Wahrscheinlichkeiten P(N = n)
fiir n > 16 gleich 0 gesetzt, erhélt man mit den Faltungsformeln (2) und (6):

10
0s -

-
£ oaq =
-

o 5000 10000 15000

005
004 -
0031

= 002

000 [ TITTH .

o 5 100 150

5 (n100)
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellar

nahmen und Faltungsformeln

Beispiel (Fortsetzur

R-Code:

HHH
# Berechnung der zten Gesamt verteilung mittels Faltungsformel
#HE

# Erzeugung eines Vektors mit den Wahrscheinlichhkeiten einer Poisson(3)-verteilten Schadenanzahl N
p.n<-dpois(c(@,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15), lambda=3)

# Berechnung der zten Gesamtsc eilung F.S mittels Faltungsformel
library(actuar)
F.S<-aggregateDist(“convolution”, model.freq = p.n

model.sev = c(0,rep(1/9,9)), lambda = 3, x.scale = 100)

# Wichtige KenngréBen von F.S
summary (F.S)

# Erzeugung von f.S aus F.S
£.5¢-c(F.5(0),diff(F.5(100%0:150)))
f.s

# Erzeugung eines Plots mit F.S und f.S

par(mfrow=c(2,1))

plot(F.S, col=4, las=1, xlab="s", ylab=expression(F[S](s)), main="", sub="")
s<-seq(0,150)

plot(s, f.S, col=4, las=1, type=

", xlab="s (in 160)", ylab=expression(f[S](s)))
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Das folgende Beispiel ist einer der wenigen Fille, in dem sich Fg analytisch
berechnen lisst.

Beispiel (Exakte Berechnung von Fg fiir ¥ ~ Exp(i) und N ~ ZT-Geo(p))

Die Einzelschadenhdhen Y1, Y5, ... seien unabhingig und Exp(u)-verteilt. Die
Schadenanzahl N besitze ferner eine zero-truncated geometrische Verteilung mit

P(N=n)=4¢""p firn e N

Il
i

l

Gamma-verteilt mit den beiden Parametern n und p (vgl. Abschnitt 4.7). D.h. es gilt

/ w x" e M dx furs>0

sonst
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Beispiel (Fortsetzung)

Wegen .4 = N erhilt man damit und der Faltungsformel (2) fiir s > O:

— i (/S ”n xn—le—uxdx) qn—lp
= \Jo T'(n

o

= / upe Y ) (ugx)""" dx
:/ /.Lpef’”e“qxdx

0

)
= / upe HP* dx

0

D.h. es gilt

Fs(s) =

1—e M5 fiirs>0
0 sonst ’

Die zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung Fg ist somit eine Exponentialver-
teilung mit dem Parameter tup < u (vgl. Abschnitt 4.7).
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

iel (Fortsetzung)

Die folgende Abbildung zeigt die zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung F
im Falle von Y ~ Exp(1/5) und N ~ ZT-Geo(1/20). D.h. sie zeigt die Verteilungs-
funktion einer Exponentialverteilung mit dem Parameter up = 1,/100.

Fs

T T T
o 200 400 600 800 1000
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5. Kollektives Modell

Modellannahmen und Faltungsformeln

Beispiel (Fortsetzung)

HH
# Zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung als Exponentialverteilung mit Parameter 1/100
H

# Erzeugung einer Exponentialverteilung mit Parameter 1/100 von s=0 bis 1000 mit Schrittweite 0.1
s<-seq(0, 1000, by=6.1)
F.S<-pexp(s,1/100)

# Erzeugung eines Plots mit der Verteilungsfunktion
plot(s, F.S, type="1", lwd=2,col=4, las=1)

Aufgrund der geschilderten Probleme werden Fs und f i.d.R. nicht mittels der
Faltungsformeln (2) bzw. (6) ermittelt, sondern mit Hilfe einer der folgenden vier
Ansitze berechnet oder approximiert:
a) Approximation von Fg mittels Monte-Carlo-Simulation (siehe nichstes
Beispiel).
b) Numerische Berechnung von fs mittels Panjer-Algorithmus (siehe Abschnitt
5.5).
¢) Numerische Berechnung von fg mittels Fast-Fourier-Transformation (siehe
Abschnitt 5.7).

d) Approximation von Fyg mittels einer parametrischen Verteilung (siehe
Abschnitt 5.8)
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5. Kollektives Modell

Modellan

men und Faltungsformeln

Der folgende R-Code erzeugt mittels Monte-Carlo-Simulation 5000 Realisation des

Gesamtschadens

mit N ~ I1(10) und ¥; ~ Exp(1/10).

R-Code:

H#iHH
# Monte-Carlo-Simulation einer zusammengesetzten Gesamtschadenverteilung
i

# Erzeugung eines Vektors aus n=5000 Nullen fiir simulierte Auspragungen der Gesamtschadenhdhe S
n<-5000
S<-rep(@,n)

# Simulation von 5000 Realisationen einer Poisson-Verteilung mit lambda=10
lambda<-10
N<-rpois(n,lambda)

# Simulation von n=5000 Realisationen der Gesamtschadenhohe S fiir Exponential-verteilte
# Einzelschadenhdhen mit Parameter mu=1/16
mu<-1/10
for(i in 1:n){
S[i]<-sum(rexp(N[i],mu))

# Erzeugung eines Histogramms fir die n=5600 simulierten Realisationen von S
hist(s, xlab="s", ylab="Hiufigkeit", main="", col=4, ylim=c(0,1000))
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

800 o

Haufigkeit
L

200 o

0 50 100 150 200 250 300 350

Die Approximation von fg bzw. Fg mittels Monte-Carlo-Simulation ist durch den
Satz von Glivenko-Cantelli (Hauptsatz der Statistik) gerechtfertigt.
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5. Kollektives Modell

5.2 Modellannahmen und Faltungsformeln

Beispiel (Fortsetzung)

Dieser Satz besagt, dass fiir eine Folge von unabhéngigen und identisch-verteilten
Zufallsvariablen S; ~ Fg die empirische Verteilungsfunktion

n
Ll

fiir n — oo fast sicher und gleichmiBig gegen Fs(s) konvergiert:

:\'~

]P’(hm sup‘FS FS(s)‘ :O) =1
= geR

In der Praxis erfolgt die Approximation von Fg relativ hdufig mit einer Monte-Car-
lo-Simulation. Dieses Vorgehen ist jedoch in den meisten Féllen nicht zu empfehlen,
dai.d.R. die Konvergenzgeschwindigkeit von F ¢(s) gegen Fg sehr langsam ist, so
dass nicht oder nur sehr schwer abzuschiitzen ist, ab welchem n durch F % (s) eine
,hinreichend gute” Approximation fiir Fig gegeben ist. Dieser Sachverhalt bedingt
eine grole Anzahl von Simulationen, vor allem dann, wenn die zusammengesetzte
Gesamtschadenverteilung Fg einen ausgeprigten rechten Tail besitzt.
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Abschnitt 5.3 J

Momente der Gesamtschadenhohe S
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5. Kollektives Modell

5.3 Momente der Gesamtschadenhohe S

Fiir viele Anwendungen werden Momente der zusammengesetzten
Gesamtschadenverteilung F'g benotigt, wie z.B. bei der Approximation
von Fg mittels einer parametrischen Verteilung (siche Abschnitt 5.8)
Die beiden Formeln fiir den Erwartungswert und die Varianz werden
nach dem bedeutenden ruminisch-US-amerikanischen Mathematiker
und Begriinder der statistischen Entscheidungstheorie ABRAHAM
WALD (1902-1950) als erste bzw. zweite Formel von Wald bezeichnet,
der die Giiltigkeit dieser Formeln in WALD (1944) nachgewiesen hat.

Satz (Momente der zusammengesetzten Gesamtschadenverteilung Fi)

Im kollektiven Modell der Risikotheorie gilt (falls die Momente existieren):
a) E[S]=E[N]-E[Y] (Erste Formel von Wald)
b) Var(S) = E[Y]?- Var(N) + Var(Y) - E[N] (Zweite Formel von Wald)

¢) Vko(S) = \/Vko(N)2 + ghy Vko(¥)?

d) Ms(r) =My (ln(My(t))) und Cs(f) = My (m(cy(z))) fir 1 € R
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5. Kollektives Modell

5.3 Momente der Gesamtschadenhohe S

Beweis: Zu a): Man erhilt:

il

e E 1 |N1]

Il
=
"l"]zl

[N

=E ; [¥; IN]}
:N

=E ):]E[Yi]]
Li=1

=E[NE[Y]] =E[N]-E[Y]

:Va,@;ly,.) :Va,@ [ﬁy v >+E N)}

N N
Var(S) = r(Z]E [Y,-\N]) +E [Z Var (Y,-|N)}

i=1 =1

Zu b): Es gilt:

N
Var (zy,-
i

i=1

Daraus erhilt man analog zu a):

= Var <): ]E[Y;]) +E [% Var(Y,-)]
i=1 I

i=1
= Var(NE[Y]) +E[N Var (Y)]
=E[Y]?- Var(N) + Var(Y) - E[N]
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5. Kollektives Modell

5.3 Momente der Gesamtschadenhohe S
Beweis (Fortsetzung): Zu c): Mit a) und b) folgt:

~ /Var(S)  \/E[Y]?Var(N) + Var(Y)E[N]
Vo= Tgg = EINELY]

EUPENR )+ S iy pEN)

E[N]E[ ]

Vko(N)2 + va(y)

Zu d): Es gilt:

Mg (1) =Elexp(S)] =E |:exp <t§ Y,»):| =E

(i)
{Tesw () N”

N
=E|[]E fexp( rmm]

Véllig analog erhilt man die Aussage fiir die charakterischtische Funktion Cg(f) = E [exp (irS)].
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5. Kollektives Modell

5.3 Momente der Gesamtschadenh6he S
Beispiel (Momente von Fg)
Es gelte N ~ I1(100) und ¥; ~ Par(4,1500). Daraus folgt

100

Y =01

E[N] = Var(N) =100 und  Vko(N) = =

sowie
1500 2 215007
E[Y] = — = E[Y?] = ————— =750000 und
=37 =00 El=G—Ha= o
V750000 —5002 2
Vko(Y)=—— —— = —_ =2
o(Y) 500 V2 v2

Daraus erhilt man zusammen mit den Aussagen a)-c) des letzten Satzes:

E[S] = 100-500 = 50000
Var(S) = 5007 - 100 4 (750000 — 500%) - 100 = 75 - 10°

1L/ 2\?
v

Kapitel 4

Quantitatives Risikomanagement
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5. Kollektives Modell

5.3 Momente der Gesamtschadenhohe S

Beispiel (Exakte Berechnung von Fg fiir ¥ ~ Exp(it) und N ~ Geo(p))

Die Einzelschadenhdhen Y7, Y5, ... seien unabhingig und Exp(u)-verteilt. Die Scha-
denanzahl N besitze ferner eine geometrische Verteilung mit

P(N=n)=4"p fiir n € Ny

sowie p € (0,1) und g = 1 — p. Dann sind die momenterzeugenden Funktionen von N
und Y; gegeben durch

fiir t < —1In(q) und My(t) = ﬁ firr<p

P
My (1) = 1= ge

(vgl. Abschnitte 4.4 und 4.7). Zusammen mit der Aussage d) des letzten Satzes erhalt
man damit
14 _ 14
T gk
l_qeln<%) 1 i

Ms(1) = My (ln(My(t))) =

Durch Umformung folgt daraus weiter:
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5. Kollektives Modell

5.3 Momente der Gesamtschadenhohe S

Beispiel (Fortsetzung)

p(u—1)
Mg(f) = 22—
(1) p—
p(u—1t)  p(up—1)+({1—=p)up up
= = =p-1+(1- 7
T = p1+( p)“p_t (M

Bei M(¢) handelt es sich somit um eine Konvexkombination aus 1 und %. D.h.
den momenterzeugenden Funktionen einer degenerierten Zufallsvariablen Z = 0 und
einer mit dem Parameter up exponential-verteilten Zufallsvariablen Z,. Folglich
besitzt der Gesamtschaden S eine gemischte Verteilung Fg mit einer Punktmasse p - 1
an der Stelle S = 0 und einer mit 1 — p gewichteten Exponentialverteilung Exp(up)
fiir S > 0. Es gilt somit

Fs(s) 0 fiirs <0
s) = .
S p+(1—p)(1—e#) firs>0

Dasselbe Ergebnis kann auch mit Hilfe der Faltungsformel (2) ermittelt werden (vgl.
Ubungsaufgaben). Wegen Geo(p) = NBin(1,p) handelt es sich bei Fg um eine sog.
zusammengesetzte negative Binomialverteilung.
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5. Kollektives Modell

5.3 Momente der Gesamtschadenhohe S

Beispiel (Fortsetzung)

Die folgende Abbildung zeigt die zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung F
fiir Y ~ Exp(1/5) und N ~ Geo(1/20) (rot) sowie fiir ¥ ~ Exp(1/5) und
N ~ ZT-Geo(1/20) (blau) (vgl. zweites Beispiel in Abschnitt 5.2).

FS

T T T T
o 200 400 600 800 1000
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Abschnitt 5.4

Zusammengesetzte Poisson-Verteilung
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Die drei am héufigsten verwendeten Verteilungen Fy fiir die Schadenanzahl N im
kollektiven Modell der Risikotheorie sind die Binomial-, die Poisson- und die ne-
gative Binomialverteilung. Die resultierenden zusammengesetzten Gesamtschaden-
verteilungen Fg werden dann unabhingig von der Einzelschadenhthenverteilung Fy
entsprechend als

@ zusammengesetzte Binomialverteilung,
@ zusammengesetzte Poisson-Verteilung bzw.

@ zusammengesetzte negative Binomialverteilung

bezeichnet.

Aufgrund ihrer guten Aggregations- und Zerlegungseigenschaften ist die zusammen-
gesetzte Poisson-Verteilung von besonders groler Bedeutung. Sie und ihre guten an-
alytischen Eigenschaften sowie ihre besonderen Aggregations- und Zerlegungseigen-
schaften stehen daher in diesem Abschnitt im Mittelpunkt. Sie wird im Folgenden
mit ZPoisson(A, Fy) bezeichnet.
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Folgerung (Momente der zusammengesetzten Po -Verteilung)

Fiir die zusammengesetzte Poisson-Verteilung ZPoisson (A, Fy) gilt (falls die Mo-
mente existieren):

a) E[S] = AE[Y]
b) Var(S) = AE[Y?]

©) Vko(8) = \/Fv/T+ Vko(¥)?

d) Mg(t) =exp(A(My () —1)) und Cs(r) = exp(A(Cy(t) — 1)) firr € R

/
Beweis: Die Aussagen a)—d) folgen unmittelbar aus dem Satz in Abschnitt 5.3 sowie
E[N] = Var(N) =1, Vko(N)= \/; und  My(1) =exp(A(e' —1)) fiirreR
(siehe Tabelle in Abschnitt 4.3). |
Das folgende Beispiel zeigt, dass eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit
logarithmisch-verteilten Einzelschadenhohen eine negative Binomialverteilung ist:
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Beispiel (Zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit ¥ ~ Log(p))

Die unabhiéngigen und identisch verteilten Einzelschadenhthen Y; seien Log(p)-ver-
teilt mit p € (0, 1) und die Schadenanzahl N besitze eine I1(A)-Verteilung mit A > 0.
Dann sind die momenterzeugenden Funktionen von Y; und S gegeben durch

R

(vgl. Tabelle in Abschnitt 4.5) bzw.

(vgl. Aussage d) der obigen Folgerung).
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Durch Umformung folgt daraus weiter

A
B n(p) In(p)
" \1-(1-pet

- (1—(1p—p>ef)r mi”:*lnlﬁ 0

Bei M () handelt es sich somit um die momenterzeugende Funktion einer (verallge-
meinerten) negativen Binomialverteilung (Pdlya-Verteilung, vgl. Abschnitt 4.4) mit
den Parametern p € (0,1) und r > 0. Folglich ist die zusammengesetzte Gesamtscha-
denverteilung F eine (verallgemeinerte) negative Binomialverteilung mit den Para-
metern p € (0,1) und r > 0.
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Die beiden folgenden Sitze besagen, dass die zusammengesetzte Poisson-Verteilung
dhnliche Aggregations- und Zerlegungseigenschaften wie die Poisson-Verteilung be-
sitzt, da sie diese von der Poisson-Verteilung quasi ,,vererbt bekommt. Aufgrund
dieser guten Eigenschaften wird die zusammengesetzte Poisson-Verteilung auch au-
Berhalb der Versicherungsmathematik, z.B. bei der Modellierung von Kreditrisiken
und operationellen Risiken, eingesetzt.

Die Aggregationseigenschaft lautet wie folgt:

Satz (Aggregationseigenschaft der zusammengesetzten Poisson-Verteilung)

Die Gesamtschiden Sy,...,Sy, mit Sy ~ ZPoisson(Ay, Fy) fir k=1,...,m seien
stochastisch unabhéngig. Dann gilt fiir den aggregierten Gesamtschaden

m
SE Z Sk ~ ZPoisson(A, F)
k=1

mit

Fy.

>[e

m m
= Z Ak und F= Z
k=1

k=1
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Beweis: Es gilt S > 0 P-f.s. D.h. Mg(r) existiert zumindest fiir alle # < 0. Mit der stochastischen Unabhingigkeit von Sy, ..., S,
und der Aussage d) der letzten Folgerung erhélt man:

Mg(t) = [exp( Y sk>] [H exp(1S ] H Elexp(#Sy)]

3

:]s\

exp (A (M () — 1))

:exp<x Lgik(m() 1)])

Dies ist jedoch die momenterzeugende Funktion einer zusammengesetzten Poisson-Verteilung mit dem Parameter A = Y7

=~
Il

m

und einer Einzelschadenhohenverteilung, deren momenterzeugende Funktion durch ) %"Mk (#) gegeben ist. Diese momenter-
k=1

zeugende Funktion gehort jedoch zu der Mischverteilung

Denn fiir ¥ ~ F gilt:

My(t)_/:efy dF(y):/:e'yd(f %&(y))

k=1

moa
_ k/ o dFk

itit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 4 . 3
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Bemerkungen:
@ Dieses Ergebnis und die Darstellung von Fy ist sehr plausibel.

@ Die Aggregationseigenschaft der zusammengesetzten Poisson-Verteilung ist
hilfreich, wenn die Risiken mehrerer unabhingiger Portfolios oder mehrerer
unabhiéngiger Jahre aggregiert werden sollen. Dies ist z.B. beim Zusammenle-
gen von mehreren stochastisch unabhéngigen Portfolios der Fall oder bei der
Anwendung von geophysikalischen Modellen zur Modellierung von Naturka-
tastrophen die auf dem kollektiven Modell basieren, der Fall.

@ Fiir die Giiltigkeit des Satzes ist es nicht erforderlich, dass die Parameter A;
und die EinzelschadenhShenverteilungen F} in den verschiedenen Kollektiven
ibereinstimmen.
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Beispiel (Aggregat enschaft der zusammengesetzten P n-Verteilung)

Die Gesamtschédden S| und S zweier Portfolios besitzen jeweils eine zusammenge-
setzte Poisson-Verteilung mit den Parametern A; = 10 bzw. A, = 15 und den Einzel-
schadenhohenverteilungen

Fiy)=1-¢7” bzw. F(y)=1—€e(1+y)

fiir y > 0. Dann besitzt auch der aggregierte Gesamtschaden S = S| + 5, eine
zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit dem Parameter A; + A, = 25 und der
Einzelschadenhohenverteilung

A A
S — 2 _F
RS l(y)+/11+12 2(y)

:%(1—e7y)+§(1—e7y(l+y)) . (1_'_%)}).

F(y) =

Zur Formulierung der Zerlegungseigenschaft der zusammengesetzten Poisson-Ver-
teilung werden im Folgenden n Portfolios (z.B. Kfz-Haftpflicht, Kfz-Kasko, Sach,
allgemeine Haftpflicht) betrachtet, die mit / = 1,...,n durchnummeriert sind.
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Die Indikatorvariablen [; : Q — {1,...,n} firi=1,...,n mit
P(l;i=0)=p; >0 fir I=1,...,n

geben dann jeweils an, zu welchem der n Portfolios der i-te Einzelschaden Y; gehort.

Satz (Zerlegungseigenschaft der zusammengesetzten Poisson-Verteilung)

Der Gesamtschaden S = Y | ¥; sei ZPoisson(A, F)-verteilt und die Zufallsvektoren
(Y;,1;);>1 seien unabhingig und identisch verteilt sowie unabhingig von N. Ferner
seiAyp,...,A,, eine Zerlegung der Menge R x {1,...,n}. Dann sind die Zufallsva-
riablen

N
Sk=Y Y- Yy peay firk=1....m
=

l

unabhiingig und ZPoisson (A, F )-verteilt mit

A =2ap® p =P((Y;,I;) €A) >0 und Fk(y):]P’(YiSy\(I/i,Ii)eAk).J

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 4



5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Beweis: Es sei t = (11,... ,tm)T € R™. Fiir die (multivariate) momenterzeugende Funktion von § = (S| ,... ,Sm)T gilt

m m N
Mg(t) =E [exp(tTS)] =K [exp (kZ tksk>] =K [exp (): i ):1 Y 1{(Yi~[i)€Ak}>}
=1 i=

k=1

m N
exp (Z tk;Yi'l{(Y,-J,-)eAk}>

k=1

=E|E N

N m
g )]
eXp(it"Y’Ul{(YiJHEAk})” : ®

k=1

Fiir den inneren Erwartungswert erhilt man

n
£ [eXp <,§‘1’kyi ' 1{(yiv’i)€Ak}>:| -

™=

m
E [exP (,;lxky" ’ 1{(Vi~’i)€Ak}> ' 1{(Yi«’i)€*‘t}]

E |:exp (1\;1 Y- l{(YiJi)EAk}>

E[exp(t,;)] (¥i.1;) € A] p!)

1

Il
|agHl

(Yi,1;) EAI] P((Y;,1;) € Ar)

I
M=

™=

(U]
P MYI_(I) (1)

mic v ~ Fy.
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Beweis (For g): In (8) ei t liefert dies mit der momenterzeugenden Funktion von IT(A)-verteilten und
ZPoisson(A;, Fy)-verteilten Zufallsvariablen

m N m
Mg(1) =E [(I)::lp(”My_(z) (n)) } =E [exp <Nln (l)::lp(l)Mygz> (n)))]
=My (ln (lip(’)M »0 (tz)))
—exp <A <§p<’>My;1> ()~ 1))

folgt unmittelbar die Behauptung. L]
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Bemerkungen:

@ Wird nur ein Portfolio betrachtet, d.h. gilt n = 1, dann werden die Indikator-
variablen I; : Q — {1,...,n} nicht bendtigt und Ay, ...,A,, ist dann nur eine
Zerlegung von R . Fiir die Einzelschadenhchen Y; liefert dies die Darstellung

Yi:Yi"l{Yi€A|}+"'+Yi'1{YiEAm} )

(siehe néchstes Beispiel).

@ Wird dagegen R nicht zerlegt und gilt m = n, dann erfolgt die Zerlegung von
R4 x {1,...,n} ausschlieBlich anhand der Zugehorigkeit zu einem der n Port-
folios und es gilt

{(Yi,li)EAk}I{IiIk} fir k=1,...,n.
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

ispiel (Zerlegung eines Portfolios in Klein- und Grof3

Haufig existiert keine parametrische Verteilungsfunktion F, die zur Modellierung der
Verteilung der Einzelschadenhohen Y; des Gesamtschadens

N
s=YY
i=1

iiber deren kompletten Wertebereich geeignet ist. Aus diesem Grund wird der Werte-
bereich der Einzelschadenhohen Y; oftmals in verschiedene Abschnitte (layers) zer-
legt, z.B. in Klein- und GroBschadenlayers.

Im Folgenden wird ein Portfolio betrachtet, d.h. es gilt n = 1, dessen Gesamtschaden
durch

S ~ ZPoisson(A, F)

gegeben ist.
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Beispiel (Fortsetzung)
Die Zerlegung von R erfolgt durch einen groBen Schwellenwert (Threshold) u > 0,
so dass F(u) € (0,1) gilt und somit durch

A =[0,u] und A = (u,)
ein Klein- bzw. ein GroBschadenlayer definiert ist. Fiir den Gesamtschaden liefert
dies die Zerlegung

N N

i=1

Sl-i-Sgr

(vgl. (9)), wobei

N N
Sui=Y Yi-lyyeay und  Sgi=Y Yi-liyeay
i=1 i=1

der Gesamtschaden im Klein- bzw. im GroBschadenlayer ist.
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5. Kollektives Modell

5.4 Zusammengesetzte Poisson-Verteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Aus dem letzten Satz folgt, dass Sy; und S, stochastisch unabhingig sind, und fiir die
Verteilungsfunktionen von Sy; und S,

Sk ~ ZPoisson (A, Fry) bzw. Sgr ~ ZPoisson(Ag,, Fgr)

gilt, mit:
At = AF (u)
Fu(y) =P(Y; <y|Y; <u)
Agr = A(1—F(u))
Fgr(y) :IF’(Y, SyIYi > u)

Dies bedeutet insbesondere, dass die Klein- und Grof3schadenlayer vollig getrennt
voneinander modelliert werden konnen und die zusammengesetzte Gesamtschaden-
verteilung von § = Sy; + Sg, durch Faltung der Verteilungfunktionen von Sy; und Sg,
bestimmt werden kann.
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Abschnitt 5.5

Panjer-Algorithmus
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Eine der bekanntesten numerischen Methoden zur Berechnung von f ist
der 1981 von HARRY H. PANIJER ver6ffentlichte Panjer-Algorithmus, der
sich eine spezielle Rekursionseigenschaft einiger wichtiger Schadenan-
zahlverteilungen F zunutze macht und dabei eine diskrete Einzelscha-
denhohenverteilung Fy voraussetzt. Unter diesen Annahmen ermoglicht
er eine sehr effiziente rekursive Berechnung von fs.

Definition (Panjer-Klasse)

Eine diskrete Zufallsvariable N mit p; = P(N = k) fiir k € Ny besitzt genau dann eine
Verteilung aus der Panjer-Klasse, wenn es Konstanten a,b € R gibt, so dass gilt:

Pr= (H%)pk,l fiirk =1,2,3,... (10)

Durch (10) wird die relative Groe zweier hintereinander folgender Wahrscheinlich-
keiten p; und py_ beschrieben.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Bemerkungen:

@ Die Panjer-Klasse wird auch als (a,b,0)-Klasse bezeichnet. Die ,,0¢ in der Be-
zeichung gibt an, dass p( der Startwert der Rekursion ist. Damit eine wohldefi-
nierte diskrete Verteilung resultiert, muss pg € (0, 1] gelten.

@ Die Wahrscheinlichkeit pg ergibt sich aus der Rekursionsbeziehung (10), da fiir
eine Wahrscheinlichkeitsfunktion die Randwertbedingung Y3 px = 1 gelten
muss. D.h. durch (10) ist die Verteilungsfunktion von N eindeutig festgelegt.

@ Fiir die Praxis ist vor allem die addquate Modellierung der Wahrscheinlichkeit
P(N = 0) von Bedeutung. Denn in vielen Branchen ist die Wahrscheinlichkeit
fiir den Eintritt eines Schadens klein und die Wahrscheinlichkeitsfunktion fy
besitzt deshalb oft an der Stelle N = 0 den grofiten Wert. Umgekehrt sind im-
mer wieder auch Situationen zu beobachten, in denen P(N = 0) = 0 gilt. Die
Sundt-Jewell-Klasse ist eine Verallgemeinerung der Panjer-Klasse, die diesem
Umstand Rechnung triigt. Sie wird auch als (a, b, 1)-Klasse bezeichnet, wobei
die ,,1“ in der Bezeichung angibt, dass der Startwert der Rekursion p; ist. Ne-
ben den Verteilungen der Panjer-Klasse enthilt die Sundt-Jewell-Klasse auch
noch die Zero-truncated und die Zero-modified Versionen dieser Verteilungen
(vgl. hierzu Abschnitt 4.6).
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Binomial-Verteilung als Verteilung aus der Panjer-Klass

Fiir eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable N mitn € Nund p € (0, 1) gilt

pr= (Z)pk(l P = fli)!k!pk(l —p)"*

_p n—(k=1) n! _ n—
“1-p & (n—(k—l))!(k—l)!pk H(1—py

_op on=(k=D( n \ 1, ksl
T, & \k-1)? (I-p)

p n+1
=—— | —-14+—— ) e 11
l—p( t )Pk 1 an

fiir k € {1,...,n}. Ferner gilt pog = (1 —p)" > 0. Mit (11) und k = n+ 1 folgt weiter
Pn+1 = 0 und damit insbesondere p; = 0 fiir alle k > n. D.h. die Binomial-Verteilung
gehort zur Panjer-Klasse mit den Parametern

a= P und bzlp

C1-p -p

(n+1)=—a(n+1).
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

A Akl _a

fiir alle k € N. D.h. die Poisson-Verteilung gehort zur Panjer-Klasse mit den
Parametern

a=0 und b=A.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Negative Binomialverteilung als Verteilung aus der Panjer-Klasse)

Fiir eine NBin(r, p)-verteilte Zufallsvariable N mit » > 0 und p € (0, 1) gilt
po=p" > 0und fiir k € N:

k+r—1
Pk:< L )p’(l—p)"

=(1-p) 7(1((:3!,1()!!17’(1 -p)!

k+r—1 (k+r—-2)!
={1=p— (r(—l)!(k—)l)!p(l_p)

_ k+r—1 k+r—2 r k—1
—a-p = (T ran

=(1-p) (1 + %)Pk—l

= (1 -r+ d=pr-1) _p)k(r_ 1))pk—l

k—1
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)

D.h. die Negative Binomialverteilung gehort zur Panjer-Klasse mit den Parametern

a=1-p und b=(1-p)(r—1).

Somit gilt insgesamt:

| Verteilung || po a b \
Bintop) | 0 1 L))
TI(A) o2 0 A
NBin(r,p) 4 l-p (-p)r—1)

Die Giiltigkeit des folgenden Charakterisierungssatzes fiir die Panjer-Klasse wurde
1981 von BJ@RN SUNDT und WILLIAM S. JEWELL (1932-2003) nachgewiesen. Er
besagt, dass neben diesen drei Schadenanzahlverteilungen nur noch die (als Schaden-
anzahl nutzlose) degenerierte Verteilung mit py = 1 und p; = O fiir k € N zur Panjer-
Klasse gehort. Diese resultiert fiir pg = 1 und a = —b.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Satz (Charakterisierung der Panjer-Klasse)
Eine Verteilung aus der Panjer-Klasse ist entweder eine degenerierte Verteilung mit

der Punktmasse 1 bei 0, eine Binomialverteilung, eine Poisson-Verteilung oder eine
negative Binomial-Verteilung.

Beweis: Fiir den nicht schweren Beweis siehe z.B. SUNDT, B. & VERNIC, R. (2009), Seiten 39-40. | |

Durch Umformen der Rekursionsformel (10) erhilt man

kpp—k:ak—i-b fiir alle k € N. (12)
k—1

Die rechte Seite von (12) ist eine lineare Funktion in k& mit der Steigung a, wobei
a < 0 fiir die Binomialverteilung, a = 0 fiir die Poisson-Verteilung und a > 0 fiir die
negative Binomial-Verteilung gilt. Durch Betrachtung des Streudiagramms

(k,k}i) mit Py = 2k
Pk—1 n
erhdlt man somit eine einfache grafische ad-hoc Methode zur Untersuchung, welche
der drei nicht degenerierten Verteilungen aus der Panjer-Klasse am besten zur Model-
lierung der beobachteten Schadenanzahlen n;, geeignet ist.
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5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Auswahl einer Verteilung aus der Panjer-K1

Die folgenden Schadenanzahlen aus der Kfz-Versicherung sind von THYRION
(1960):

Anzahl Schiden k Anzahl Fahrzeuge ny ks : f 1
pro Jahr

0 7840

1 1317 0,17

2 239 0,36

3 42 0,53

4 14 1,33

5 4 1,43

6 4 6,00

7 1 1,75
8+ 0
Total 9461

Das folgende Streudiagramm zeigt bis auf den Wert fiir k = 6 einen annéhernd line-
aren Zusammenhang zwischen k und k%. Da der Wert bei k = 6 jedoch auf weni-
gen Beobachtungen basiert, ist er weniger zuverlissig. Es erscheint daher eine Vertei-
lung aus der Panjer-Klasse zur Modellierung der Schadenanzahl angebracht, wobei
die leicht positive Steigung fiir eine Poisson- oder negative Binomialverteilung
spricht. Ein Vergleich des Mittelwerts 0,2144 und der empirischen Varianz 0,2889
deutet ebenfalls auf eine Poisson- oder negative Binomialverteilung hin.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

n
PR
Mk-1

T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7

k

Werden mittels ML-Methode eine Poisson-Verteilung und eine negative Binomial-
Verteilung an die Daten angepasst, erhélt man:

Verteilung ML-Schitzungen —Loglikelihood

I(7) A =0,2143537 5490,78

NBin(7,p) 7=0,7015122 5348,04
P =0,7659552

Dieses Ergebnis legt eine negative Binomialverteilung nahe.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Der 1981 von HARRY H. PANJER publizierte Panjer-Algorithmus ist eines der wi-
chtigsten Resultate der Risikotheorie. Neben der effizienten rekursiven Berechnung
von fg wird er z.B. auch in der Ruin-Theorie und bei der Quantifizierung von Kredit-
und operationellen Risiken eingesetzt.

Satz (Panjer-Algorithmus)

Fiir den Gesamtschaden

seien die folgenden Annahmen erfiillt:
a) Die Schadenanzahlverteilung F sei aus der Panjer-Klasse.

b) Die Einzelschadenhthen Y; besitzen als Triger eine Teilmenge von
{0,u,2u,...,mu} mitm € NU {eo}, u > 0 und afy(0) # 1.

¢) NundY,Y,,... sind stochastisch unabhingig.
Dann gilt
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

_ Po fiir fy (0) =0
15(0) = {MN(lﬂ(fY(O))) fiir fy (0) > 0 (
und
l
fs(lu) = 1—afy kgl <a+ )fy (ku)fs((I—k)u)  firallel€N.| (14)

Beweis: Aus der stochastischen Unabhingigkeit und der Nichtnegativitit der Einzelschadenhéhen Y; ~ Fy folgt

poro{g-) (o)

= f1Ptri=0) = ®r=0)" = Gy ()"

fiir alle n € .#". Mit der Faltungsformel (6) folgt daraus weiter:
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beweis:

fs(0 =Y 7"(0)-P(N=n)

neN
=Y (v(0)"-P(N=n)
neAN
P(N =0) fiir fy (0) = 0
= { ):/Velﬂ((fy(ﬂ))") P(N=n) firfy(0)>0
ne.

[ fir fy (0) = 0
My (In(fy (0))) fiir fy (0) >0
D.h. die Behauptung (13) ist richtig. Es sei nun Sy, := Y} | ¥;. Dann erhilt man

by,

E jud §
[a+ lu

b1
Sm=lu]=a+77m]E[Y1‘Sm=lu]
um
b1 &
= —— ) E[Y;|Sm=1
a+lumt; [Yi|Sm = lu]

b1
—a+ = —E [Sp|Sm = ]
m

lu
b1 b

=a+—-—lu=a+— (15)
um m

sowie
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beweis (Fortsetzung):

! .
]E[aeri Sm:lu] =y (a+b k“) P(¥) = ku|Sp = I
I = lu
=)f(Hb»ku)m()q:kuAsm:lu)
= u P(Sin = lu)
! bku\ P(Yy=ku A Sp—Y] =lu—ku)
=Lt ) P(Sp =1
k=0 u (S = lu)
! . P(Y) =ku) P(Sy— Y, = (I—k
:):(a+*bku>- (N = k) P(Sn =¥y = (= Ku) (16
= lu P(Sy = lu)

Mit (15)-(16) und der Tatsache, dass Fjy eine Verteilung aus der Panjer-Klasse ist, folgt fiir s = fu > 0 mit / € N:
S =" ¥ pwP(Sm =)

meAN\{0}

= % o (0 ) B =
meA\{0}

= Y puaE {ﬁ % Sm =lu] SP(Sy = u)
me \{0}

! .
Pm-1 Y. (a+ %) P (Y) =ku) - P(Sy — ¥y = (I—k)u)

meM\{0} k=0

ICE

:é(
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beweis (Fortsetzung): Damit erhilt man schlieBlich die Behauptung (14):

!
st = afy O)fs00)+ ¥ (a+ )b ss(-m
k=1

1 ! bk
- T2 () k; (a+ T)fy(ku)fg((l—k)u). .
Bemerkungen:
@ Im Gegensatz zum kollektiven Modell (vgl. Abschnitt 5.2) ist Fy(0) > 0 zu-
gelassen.

@ Die Verteilungsfunktion Fy einer Zufallsvariablen Y, deren Tréger eine Teil-
menge von {0,u,2u,...,mu} mit m € INU{eo} und u > 0 ist, wird als arithme-
tische Verteilung bezeichnet. Der Wert u > 0 wird Spannweite von Fy genannt
und kann als die Geldeinheit interpretiert werden, in der die Einzelschadenhoh-
en Y; gemessen werden.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Bemerkungen (Fortsetzung):

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 4

Mit dem Panjer-Algorithmus kénnen die Wahrscheinlichkeiten fg (/i) mittels
der Wahrscheinlichkeiten fs((I — 1)u),fs((I—2)u),...,fs(0) rekursiv berechnet
werden. In den meisten praktischen Anwendungen wird hierzu zwar ein Com-
puter benotigt, jedoch miissen im Gegensatz zur Faltungsformel (6) keine Fal-
tungen f7" berechnet werden. Dies stellt einen erheblichen Effizienzgewinn dar.

Wenn die Voraussetzungen des letzten Satzes erfiillt sind, liefert der Panjer-Al-
gorithmus exakte Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten fs(s).

OBdA gelte u = 1 und der Tréger von Y sei {0, 1,2,...} = Ny. Die Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten fg (/) fiir /= 0,...,m wiirde dann bei Verwendung der
Faltungsformel (6) eine Anzahl von Rechenoperationen der GréBenordnung m?3
erfordern. Fiir grofe m ist daher selbst fiir schnelle Rechner die Berechnung
von fs sehr zeitaufwendig. Zum Beispiel werden im Falle von m = 1000 bereits
10° Rechenoperationen benétigt.

Bei Anwendung des Panjer-Algorithmus wird eine Anzahl von Rechenopera-
tionen der GroBenordnung m? benétigt. Fiir m = 1000 sind dies 10° Rechen-
operationen. Verglichen mit der Faltungsformel bedeutet dies eine Reduktion
des Rechenaufwands um 99,9%.




5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Bemerkungen (Fortsetzung):

@ Besitzt der Tréiger von Y einen endlichen rechten Randwert mu, d.h. gilt
Fy(mu) = 1, dann besitzt die Summe in der Rekursionsformel (14) hochstens
m Terme ungleich Null. In diesem Fall benétigt der Panjer-Algorithmus eine
Anzahl an Rechenoperationen in der GréB3enordnung von m. Er ist damit sogar
schneller als die Fast-Fourier-Transformation, bei der die Anzahl an Rechen-
operationen mlog, (m) betrigt (vgl. Abschnitt 5.7).

@ Mit den Wahrscheinlichkeiten fg(lu) = P(S = lu) und Fg(lu) = P(S < lu) kon-
nen zu einem vorgegeben Signifikanzniveau ¢ € (0, 1) leicht Schitzungen fiir
den Value-at-Risk und den Expected-Shortfall von § berechnet werden:

AVR S) := inf {Fs(lu) > q
a q( ) Z;eR{ S(u) }
bzw.

I/EEQ(S)::% Y lufs(lu)

u>VaR,(S)
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

us fiir N ~ T1(3))

Der Gesamtschaden

besitze eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit N ~ I1(3) und gleichverteil-
ten Einzelschadenhohen Y; auf der Menge {100,200, ...,900}. D.h. es gilt u = 100

und fy(0) = 0. Aus N ~ I1(3) folgt a = 0 und b = A = 3. Die Panjer-Rekursionsfor-
mel (14) vereinfacht sich daher zu

1

fs(100) =Y (a+ b—lk)fy(l()Ok)fs(loO(l—k))
k=1
min{/,9} I
=Y 7fy(lo()k)fs(loo(l—k))
k=1
1 min{/,9} )
=5 k);l kfs((I—k)100)  fiiralle / € N.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)

Fiir [ = 0 gilt ferner

f5(0) = po = e ~ 0,0498.

Mit der Panjer-Rekursionsformel erhélt man somit fiir / € N die Werte:
£5(100) = %fs(o) ~0,0166
fs(200) = é (fS(IOO) +2fs(0)) ~0,0194
£5(300) = é (fS(ZOO) +2£5(100) + SfS(O)) ~0,0224

£5(400) = é (fs(300) +2£5(200) + 3f5(100) +4fs(0)) ~0,0258
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

T
0 2000 4000 6000 8000
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0.04

=
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; :

1(s)

100 150

s (in 100)
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5. Kollektives Modell

ithmus

#H

# Berechnung der zusammengesetzten Gesamtschadenverteilung mittels Panjer-Algorithmus
#H

library(actuar)

F.S<-aggregateDist("recursive”, model.freq = "poisson”,

model.sev = c(@,rep(1/9,9)), lambda = 3, x.scale = 100)

# Erzeugung von f.S aus F.S
f.5<-c(F.5(0),diff(F.5(100%0:150)))
f.S

# Erzeugung eines Plots mit F.S und f.S

par(mfrow=c(2,1))

plot(F.S, col=4, las=1, xlab="s", ylab=expression(F[S](s)), main="", sub="")
s<-seq(0,150)

plot(s, f.S, col=4, las=1, type="h", xlab="s (in 100)", ylab=expression(f[S](s)))

UH
"
Ll Universtat Hamburg
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Wie das folgende Beispiel zeigt, existiert im Fall einer Geometrisch-verteilten Scha-
denanzahl N auch eine Rekursionsformel fiir die zusammengesetzte Gesamtschaden-
verteilung F. Sie ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Ruin-Theorie.

Beispiel (Berechnung von Fg mittels Panjer-Algorithn

Die Schadenanzahl N besitze eine Geo(p)-Verteilung mit p € (0, 1). Wegen
Geo(p) = NBin(1,p) bedeutet dies

a=q mit g=1—p und b=0.

Die Rekursionsformel (14) vereinfacht sich somit fiir alle / € N zu

fs(iu) = )fy(k”)fs((l—k)u)

|
_
|
Q
S
=
S
gl
N
S
_|_
~|
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)

Damit erhélt man fiir Fg die Rekursionsformel

= L stt

=f5(0 +z ) LA R0

q

=fs(0) + ——= T afy (0)

S () fs (1= ke)u)

M:
IM~ um~

N
Il
o

= 150+ 7L Y o) Y5~
1=k

af()

1
1 —afy(0) £

M: I M:

=fs(0) + fr(ku)Fs((n—k)u)

I
=

fiir alle n € N.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Aggregation von zwei zusammengesetzten Gesamtschadenverteilungen)

Fiir die beiden stochastisch unabhéngigen Gesamtschidden S; und S, gelte
S| ~ ZPoisson(2, Fy) und S, ~ZNBin(2,1/2,Fy),
wobei die Einzelschadenhthen Y den Wertebereich {1,2,3} mit

fY(l):gv fY(Z):% und fy(3):%

besitzen. D.h. die beiden Wahrscheinlichkeitsfunktionen fs, und fg, konnen jeweils

mit dem Panjer-Algorithmus berechnet werden und daraus kann dann anschlieBend
die Wahrscheinlichkeitsfunktion des aggregierten Gesamtschadens S = S + S, mit-
tels der Faltungsformel

fs(s) =Y fs,(s1)fs,(s —s1) fiirs € No
S1:0

ermittelt werden. Man erhilt dann die folgenden Werte (gerundet auf vier Nachkom-
mastellen):
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung

S5 () fs,(s)  fs(s)

s

0[] 0,1353 0,2500 0,0338
1] 0,1083 0,1000 0,0406
2 ([ 0,1380 0,1175 0,0612
3] 0,1550 0,1230 0,0819

0.15 °
s ® s (&
o s (e
®
0.10 E ° C"
AT
; ®
o
0.05 : B
o 9 ®
° o
] °
o o ° o
° 2 o ° o,
0.00 - © o 3 388 8 6 6 8B 88 8 00 o0 o0 o
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S
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5. Kollektives Modell

er-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzur
R-Code:

i
# Aggregation von zwei zusammengesetzten Gesamtschadenverteilungen
e
library(actuar)
F.S1<-aggregateDist("recursive”, model.freq = "poisson”

model.sev = c(0,0.4,0.35,0.25), lambda = 2, x.scale = 1)
F.S2<-aggregateDist("recursive”, model.freq = "negative binomial",

model.sev = c(0,0.4,0.35,0.25), size=2, prob = 0.5, x.scale = 1)

# Erzeugung von f.S1 und f.52
£.51<-c(F.51(0),diff(F.51(0:30)))
£.52¢-c(F.52(0),diff(F.52(0:30)))

# Erzeugung von f.S
f.S<-rep(0,31)
for (s in 1:31)

£.5[s]<-F.51[1:s]%%F. 52[5:1]

# Erzeugung eines Plots mit f.S1, f.S2 und f.S
par(mfrow=c(1,1), cex=2, mar=c(4,3,1,1)
s<-seq(0,30)

plot(s, f.S1, col=4, las=1, type
lines(s, f.S2, col=3, las=1, typ
lines(s, f.S, col=2, las=1, type:
legend(20,0.15, c(expression(f[S[1]]), expression(f[S[2]]), expression(f[S])), col = c(4, 3, 2),

pch = ¢(1,1,1), text.col = c(4,3,2))

UH
"
Ll Universtat Hamburg
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Mit Hilfe des Panjer-Algorithmus ldsst sich auch eine Rekursionsformel fiir die
Momente E[S"] des Gesamtschadens S ermitteln:

Folgerung (Panjer-Algorithmus fiir Momente von S)

Unter den Annahmen des Panjer-Algorithums gilt fiir die Momente der zusammen-
gesetzten Gesamtschadenverteilung Fi (falls sie existieren) die Rekursionsformel

1= LB ol st

fiir alle r € N.

17)

Beweis: Fiir den etwas miihsamen, aber nicht schweren Beweis siehe z.B. DICKSON (2005), Seite 71.
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Berechnung von E[S”] mittels Panjer-Algorithmus fiir N ~ I1(1))

Der Gesamtschaden

besitze eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung mit N ~ II(A) und A > 0. D.h. es
gilta=0und b = A und mit (17) folgt somit

E[s"] = Z( ) SIE[y"7] firalle reN.

Fiir » = 1,2, 3 erhidlt man damit:
E[S] = AE[Y]
E[s?] = A (]E[Yz} +IE[S}IE[Y]> = AE[Y?] + E[s]

und
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5. Kollektives Modell

5.5 Panjer-Algorithmus

Beispiel (Fortsetzung)

E[$3] = A (]E[Y3} +2E[S|E[r?] +IE[S2]IE[Y])
= AE[Y3] 4 2E[S]Var(S) + E[S*|E[S]
= AE[V?] 4+ 3E[S|E[$?] — 2E[S]>.

Daraus folgt insbesondere

E [(s- JE[S})ﬂ = ... =E[s%] - 3E[S|E[$?] + 2E[S]* = AE[¥?].
Damit erhélt man fiir die Schiefe von S den Ausdruck
V(s) = E[(S—-E[S)’]  AE[y’] 1 E[¥7 @

var(S)32  (AE[Y2)32 VA E[Y2]?2

D.h. eine zusammengesetzte Poisson-Verteilung ist stets rechtsschief.

(18)
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Abschnitt 5.6

Diskretisierungsmethoden
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

Der Panjer-Algorithmus zur rekursiven Berechnung der Wahrscheinlichkeitsfunktion
fs des Gesamtschadens S setzt eine arithmetische Verteilung als Einzelschadenhohen-
verteilung Fy voraus. D.h. der Triger von Y muss von der Form

{0,u,2u,...,mu} mit meNU{ec} und u>0

sein. In der Praxis werden jedoch haufig stetige Einzelschadenhohenverteilungen Fy,
wie z.B. Gamma-, Lognormal-, Pareto- oder Burr-Verteilung verwendet. D.h. stetige
Verteilungen von Zufallsvariablen Y, deren Tréiger

[0,0)

ist. In einem solchen Fall muss Fy zuerst durch eine arithmetische Verteilung Fy ap-
proximiert werden. Bei dieser Diskretisierung ist darauf zu achten, dass die wesent-
lichen Eigenschaften der Einzelschadenhohenverteilung Fy, wie z.B. ihre Form, der
rechte Tail oder bestimmte Momente erhalten bleiben. Die Anwendung des Panjer-
Algorithmus auf Fy liefert dann eine Approximation fs fiir die Dichte bzw. Wahr-
scheinlichkeitsfunktion fs des Gesamtschadens S. Diese Approximation ist umso bes-
ser, je kleiner u ist.

Annahme: Fiir die stetige Einzelschadenhdhenverteilung Fy gelte Fy(0) = 0.
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

Im Folgenden werden vier einfache Diskretisierungsmethoden vorgestellt:
a) Method of rounding

Definiere

fo:=P0O0<Y<u/2)
= Fy(u/2)

fit=P((—1/2u<Y < (j+1/2)u)
=Fy((j+1/2u)—Fy((j—1/2)u) firj=1,....m

und

. k
Fy(ku):=Y f; firk=0,...,m.
Jj=0

Dann gilt

Fy(ku) = Fy((k+1/2)u) > Fy(ku) firk=0,...,m.
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

Beispiel (Diskretisierung mittels method of rounding)

Die Einzelschadenhohenverteilung Fy sei eine Exponentialverteilung mit Parameter
[ = {5. D.h. es gilt

1
1—e 1Y fiiry>0
)—{ Y= (19)

0 sonst
Mit der method of rounding und u = 2 erhélt man dann:
fo=Fy(1)=1—¢"1 ~0,09516
F=Fy2i+1)—Fy(2i—1)=e 1@ o@D firj=1,... m

Dies liefert die folgenden Werte:

o 1 2 3 7 5 6 7 8 9 0|
[/ [[0.09516_0,16402_0,13429 0,10995 0,09002_0,07370 0,06034 0,04940 0,04045 0,03311 0,02711 |
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

b) Lower probability matching method
Definiere
fi=P((—Du<Y <ju)=Fy(ju)—Fy((—Lu) firj=1,....m

und

_ k
Fy(ku):=Yf; firk=0,...,m.
j=1

Dann gilt
Fy(ku) = Fy(ku) firk=0,...,m
und
Fy(y) < Fy(y) fiir0<y<mu.

Dh. F y ist eine untere Schranke (lower bound) von Fy.
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

Beispiel (Diskretisierung mittels lower

Die folgende Abbildung zeigt Diskretisierungen Fy der Exponentialverteilung Fy
mit dem Erwartungswert 1 mittels der lower probability matching method und den
Spannweiten u = 1/5, u = 1/10 und u = 1/50.

............ 9 mit =15

: ﬂééaé{!
o0

Diskretsierung mit u=1/10.

Diskretsierung mit u=1/50.
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

¢) Upper probability matching method

Definiere

fii= P(Y <u)=Fy(u) firj=0
T\ PGu < Y < (j+ Vu) = Fy((j+ 1)u) — Fy(ju) firj=1,...,m—1

und

k
Fy(ku): =Y f; firk=0,...,m—1.
j=0

Dann gilt
Fy(ku) = Fy((k+1)u) firk=0,...,m—1

und

Fy(y) > Fy(y) fir0<y<mu.

Dh F y ist eine obere Schranke (upper bound) von Fy.
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

d) Method of expectation matching

Die Wahrscheinlichkeiten fj, . . . ,f;;, sind implizit definiert durch
Fy(ku) := ; = 71 « 1)MF dy firk=0
Fy(ku) : i y)dy fiir N
v (ku) j;)ﬁ u /k y(»)

u

Fiir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen Y ~Fy gilt dann

=
=

Il
M=

u(1 —?y(ku))

1 rk+1)u
(-1 [ o)

M aem e a= [T 0-Re) @

~
Il
o

Il
 ngHl

~
Il
o

I
-
(agE
o
—~
o

Der Grenziibergang m — oo liefert somit

E[Y] = /Ow (1—Fy(y)) dy = E[Y].

D.h. bei dieser Diskretisierungsmethode wird der Erwartungswert erhalten.
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

ung mittels method of expectation matching)

Die Einzelschadenhohenverteilung Fy sei wieder eine Exponentialverteilung mit
Parameter y = %. D.h. Fy ist gegeben durch (19). Mit der Methode method of ex-
pectation matching und u = 2 erhélt man dann:

~ 1 2 1 1
fo =Fy(0) = 7/ (1 —e—W) dy =S¢5 — 4~ 0,09365
2 Jo
= Fy(ju) = Fy((j— Du)
2(j+1 2j

_1 v )<1—ffEy y—f/j —eiﬁy)dy
2 J2j

=5e 30D _10¢ 3 £ 5¢730-D  figrj=1,...,m

Dies liefert die folgenden Werte:

Lo 1 2 3 7 5 6 7 8 9 0|
[/ [[0,09365_0,16429 0,13451 0,11013 0,09017 0,07382_0,06044 0,04948 0,0405] 0,03317_0,02716 |
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

10
=
—_—— 1
08
— rounding
—— lower
- upper
——  unbiased
06
W
04
02
00
T T T T T T
o 1 2 3 4 5
y
v

2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 4



5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

Bemerkungen:

@ Eine sehr kleine Spannweite u fiihrt schnell zu einer hohen Rechenzeit. Als
Faustregel gilt, dass bei praktischen Anwendungen eine Spannweite von
E[Y]/20 oftmals eine ausreichend gute Approximation Fy liefert.

@ Die Method of expectation matching geht auf DE VYLDER- GOOVAERTS
(1988) zuriick. Fiir eine Diskretisierungsmethode, bei der sogar die ersten p
Momente von Fy erhalten werden, siche GERBER-JONES (1976). Es hat sich
jedoch gezeigt, dass die Erhaltung der ersten beiden Momente i.d.R. vollig
ausreichend ist und die zusétzliche Erhaltung hoherer Momente nur noch eine
marginale Verbesserung mit sich bringt. Diese Diskretisierungsmethode hat
jedoch den groBlen Nachteil, dass bei der Erhaltung von mehr als zwei Momen-
ten negative Wahrscheinlichkeiten f; resultieren konnen. Dies ist bei den vier
hier vorgestellen Diskretisierungsmethoden nicht der Fall.

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 4



5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

Beispiel (Berechnung von fs mittels Panjer-

Fiir den Gesamtschaden gelte
S ~ZNBin(1,1/11,Fy),

wobei die Einzelschadenhohenverteilung Fy eine Exp(1)-Verteilung ist. D.h. es gilt
E[N] = 10, E[Y] = 1 und wegen

NBin(1,1/11) = Geo(1/11)

kann die zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung F'g analytisch berechnet wer-
den. Sie ist gegeben durch (siehe letztes Beispiel in Abschnitt 5.3)

(20)

0 fiirs <0
Fs(s) = {

p+(1—p)(1—e #r%) fiirs>0

mit 4 =lundp=1/11.
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

Beispiel (Fortsetzung)

Die Einzelschadenhohenverteilung Fy wird mit der Methode method of rounding
und u = 1/50 diskretisiert. Man erhlt dann

fo=Fy(1/100) = 1 — e~ ™ ~ 0,00995

i+1/2 j—1/2 - j
ﬁ:Fy<J+50/ >—Fy<] 50/ ):efjs#ﬂ/z—efjg#o/2 firj=1,....,m

Mit dem Panjer-Algorithmus (mit @ = 1 — p und b = 0) folgt dann

f5(0) = My(In(fy (0))) = m ~0,09173893

- (1 1 k "
fs(%) ()fYZfY(SO)fS(SO) fiir alle / € N.

Die folgende Tabelle enthilt in der zweiten Spalte die Werte fiir die Wahrscheinlich-
keiten fs, die bei Diskretisierung der exakten zusammengesetzten Gesamtschadenver-
teilung (20) mittels der Methode method of rounding mit u = 1/50 resultieren.
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5. Kollektives Modell

skretisierungsmethoden

Beispiel (Fortsetzung)

Die dritte Spalte zeigt die durch Diskretisierung der Einzelschadenhthenverteilung
Fy mittels der Methode method of rounding mit # = 1/50 und dem Panjer-Algorith-
mus berechneten approximativen Werte f5.

Die Ergebnisse sind fiir einige kleine Werte von s, fiir einige Werte in der Nihe des
Erwartungswertes E[S] = E[N] - E[Y] = 10 und fiir einige Werte in der Néhe von

E[S] 4 51/ Var(S) ~ 64,77 angegeben.

K Exakte Werte Panjer-Algorithmus
0,00 0,091735162 0,091738925
0,02 0,001649890 0,001649904
0,04 0,001646893 0,001646907
0,06 0,001643902 0,001643915
0,08 0,001640915 0,001640929
9,98 || 0,0006671464 0,0006671444

10,00 || 0,0006659345 0,0006659325
10,02 || 0,0006647248 0,0006647228
64,76 || 4,586006-10~° 4,585709-10~6
64,78 || 4,577675-10° 4,577379-10~° y
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5. Kollektives Modell

5.6 Diskretisierungsmethoden

#H##
# Berechnung von f.S mittels Panjer-Algorithmus
i

library(actuar)
mu<-1
p<-1/11

# Diskretisierung der exakten ten Gesamtsc| eilung F.S mittels "method of rounding"
£.5<-rep(0,5000)

F.S[1]<-p+(1-p)*(1-exp(-mu*p*1/100))

for (i in 1:4999)

£.S[1+1]<-p+(1-p)*(1-exp(-mu*p*(i+1/2)/50))- (p+(1-p)*(1-exp(-mu*p*(i-1/2)/50)))
}
f.s

# Diskretisierung von F.Y mittels "method of rounding”
f.j<- discretize(pexp(x, 1), method = "rounding”, from = @, to = 100, step=1/50)

# Panjer-Algorithmus zur Berechnung von f.S

£.5<-rep(0,5000)

f.5[1]<-p/(1-(1-p)*f.j[1])

for (i in 1:4999)
%.S[i+1]<—(1—p)/(1—(1—p)*f.j[1])*f.j[Z:(i+1)]%*%f.5[i:1]
}
}

f.s

5 M. Merz
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Abschnitt 5.7 J

Fast-Fourier-Transformation
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Die Fast-Fourier-Transformation (FFT) ist ein sehr leistungsféhiger
Algorithmus, der nach dem franzdsischen Mathematiker und Physiker
JEAN B. J. FOURIER (1768-1830) benannt ist. Urspriinglich stammt
er aus der Signalverarbeitung, wo er bereits Mitte der sechziger Jahre
des letzten Jahrhunderts eingesetzt wurde.

Mittlerweile besitzt die FFT jedoch in den verschiedensten Bereichen der
Mathematik, Natur- und Ingenieurwissenschaften eine Vielzahl von Anwendungen.
Sie wurde deshalb von den bekannten US-amerikanischen Mathematikern GILBERT
STRANG (*1934) und PAUL R. HALMOS (1916-20006) als

the most important numerical algorithm of our lifetime*

(vgl. STRANG (1994)) bzw. als

wone of the 22 most significant developments in mathematics
in the last 75 years*

bezeichnet (vgl. HALMOS (1990)).
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

In der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die FFT vor allem bei der Invertierung charak-
teristischer Funktionen zur Berechnung der Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktion
von Zufallsvariablen von Nutzen. Zur Invertierung der charakteristischen Funktion
des Gesamtschadens S fiir die Berechnung von fg wurde sie erstmals von BERTRAM
(1981) eingesetzt.

Die charakteristische Funktion

Cy(r) = E[eity} fiir alle t € R

einer Zufallsvariablen Y wird auch als Fourier-Transformierte (FT) der Verteilungs-
funktion Fy bezeichnet.

Die FFT basiert auf den folgenden beiden Eigenschaften charakteristischer Funk-
tionen:

a) Die charakteristische Funktion Cy (¢) existiert fiir alle Zufallsvariablen Y.

b) Die Verteilungsfunktion Fy ist durch die charakteristische Funktion Cy(r)
eindeutig festgelegt.

= Bei der Losung von bestimmten Problemstellungen kann mit Hilfe von Cy (¢)
anstelle von Fy gearbeitet werden.
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Speziell bei der Aggregation von Einzelschadenhohen konnen dadurch komplexe an-
alytische Faltungen von Verteilungsfunktionen in einfache algebraische Operationen
mit charakteristischen Funktionen tiberfiihrt werden.

Genauer gilt:

1) Sind Yy,...,Y, stochastisch unabhiingig, dann gilt fiir die charakteristische
Funktion von S =Y | Y;

Cs(t) = In]CY,-(f) 21
i

2) Sind Yy,...,Y, stochastisch unabhiingig und identisch-verteilt sowie stochas-
tisch unabhéngig von N, dann gilt fiir die charakteristische Funktion von
S:= Z?’: 1 Yi (siehe erster Satz in Abschnitt 5.3):

Cs(t) =My (In(Cy (1)) 22)

Die folgende Inversionsformel fiir charakteristische Funktionen von Zufallsvariablen
Y mit arithmetischer Verteilung besagt, dass sich die Wahrscheinlichkeiten P(Y = lu)
sehr einfach aus Cy (¢) zuriickgewinnen lassen.
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5. Kollektives Modell

st-Fourier-Transformation

Es sei Y eine diskrete Zufallsvariable mit dem Triger {0,u,2u, ..., (m— 1)u} fiir
m € N und u > 0. Fiir die Wahrscheinlichkeiten £/ := P(Y = lu) gilt dann

21 X
= % /O e M Cy(t/u)dt (23)

fir/=0,1,...,m—1.

m—1 o
Beweis: Die charakteristische Funktion von Y ist gegeben durch Cy (1) = E[¢"Y] = ¥ j;-y /", Damit folgt
Jj=0

LI e U2 ey Lo "y i
_ . Jdr = — Y Y =it (1)) fir [ = _
2”/0 e Cy(t/u)dt—zﬂ/o 13 j):‘ofj ¢ dt—zﬂ/o £ +j§)j; e dr firl=0,1,...,m—1.
J#
Fiir den Term auf der rechten Seite erhilt man jedoch weiter
I L =L y 1y —it(l
E/o (f,+_):];-e”(f) dt:j‘,JrEZj}/ =) g = Y
Jj=0 J=0 " ,
J# J#
Denn aus der 27-Periodizitit der Kosinus- und Sinusfunktion folgt fiir j,/ € Ny:
2r . i 2 21
/0 e*”(*/)dt=/0 cos(—t(l—j))dt+i/0 sin(—t(I—j))dt =0+i-0=0
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Die zusammengesetzte Trapezregel zur numerischen Integration von Riemann-Inte-

gralen lautet
b m—1
[l g (a2

(vgl. z.B. MERZ-WUTHRICH (2013), Seite 850). Zusammen mit der Inversionsfor-
mel (23) erhdlt man daraus

1 —itl
—/ e '""Cy(t/u)dt

Y _
fl_27‘L‘o

122" w27k
~—— z e Cy [ —
21 m kzoe Y\

1=l 27k
:fZe—’%’cy(—) fir{=0,1,...,m—1.
m =0

mu

Dies liefert fiir die Wahrscheinlichkeiten fly die Approximationen

sy 1S o 27k
ﬁY = % Z eil%le <W) ful‘l=0,1,,m—1
k=0

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 4




5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Zur Berechnung der Approximationenfly werden die Werte der charaktistischen

m—1 .
Funktion Cy(f) = Y, ];Y €'" lediglich an den m Stellen % benétigt. Die endliche
=0

Folge dieser Werte

2k (N oy omit
(CY(W))k_O,..,,m_f(,ZW " @

k=0,....,m—1

wird als diskrete Fourier-Transformierte von Fy bezeichnet und die Inversionsformel
(24) heiBt inverse diskrete Fourier-Transformation von Fy.

Bemerkungen:

@ Aus (24) ist ersichtlich, dass bei der Berechnung von m Approximationen]/‘;
eine Anzahl von Multiplikationen der GrBenordnung m? auszufiihren sind.

@ Die FFT ist ein Algorithmus, mit dem diese Anzahl von Rechenoperationen
auf die GroBenordnung mlog, (m) reduziert werden kann. Fiir groBe m stellt
dies eine dramatische Verkiirzung der Rechenzeit dar (vgl. z.B. PRESS ET AL.
(2007), Seiten 609—610). Zum Beispiel reduziert sich bereits im Falle von
m = 1000 die Anzahl von 10° auf 10* Multiplikationen. Dies entspricht einer
Verringerung des Rechenaufwands um 99%.
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Der Algorithmus der FFT wird den beiden US-amerikanischen Mathema- r/
tikern JAMES COOLEY (*1926) und JOHN W. TUKEY (1915-2000) zu-
geschrieben, die ihn 1965 veroffentlichten. Eine erste Version des Algo- \
rithmus wurde jedoch bereits 1805 von CARL F. GAUSS (1777-1855) &
zur Berechnung der Flugbahnen von Asteroiden entworfen.

Die FFT beruht auf der Tatsache, dass die diskrete FT (25) bei einer
Linge von m = 2™ in eine Summe bestehend aus zwei diskreten FTen der
Linge 2M~1 zerlegt werden kann. Denn fiir alle k = 0,...,m — 1 erhiilt
man:

M
2mk Y 2mis
Cy (m) Z [ e

2M 1 oM-1_1 ik
Z fY Zsz + Z f2]+ e2m (26)
2M 1_

y amid | omid Py omidh
Z f FT 4 P Z f2j+1e M-
Jj=0
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Durch Iteration dieses Vorgehens resultieren schlieBlich 2V diskrete FTen der Linge
20 = 1. Dies sind jedoch gerade die Wahrscheinlichkeiten fOY7 el lell‘Ll' D.h. gemif

Formel (26) konnen umgekehrt mit den diskreten FTen ij der Lénge 1 durch einfache
Addition, sukzessiv die diskreten FTen der Linge 2,22,23,...,2M aufgebaut werden.

Bei der Berechnung der Verteilung des (zusammengesetzten) Gesamtschadens

-

N
s=Yv, bz S=Y)V
i=1

i=1

mittels FFT geht man in den folgenden fiinf Schritten vor:

1) Wihle m = 2™ hinreichend groB, so dass P(S < (m — 1)u) ~ 1 gilt.

2) Diskretisiere Fy,, so dass die Wahrscheinlichkeiten le P =P(Y; = lu) fir
[=0,1,...,m—1 vorliegen (vgl. Abschnitt 5.6). Falls dies weniger als m
‘Wahrscheinlichkeiten fly" liefert, miissen die restlichen Wahrscheinlichkeiten
gleich Null gesetzt werden, so dass insgesamt m Werte vorliegen. Dabei kann
auch Z;’l:Bl le’ < 1 vorkommen, da die Einzelschadenhohen Y; den Wert
(m — 1)u mit positiver Wahrscheinlichkeit iiberschreiten kénnen.
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

3) Berechne aus fl mittels FFT die diskreten FTen (Cy (2”]‘ ) ) o

ee—1

4) Ermittle damit durch

().~ (1 2)
mu k=0,...,m—1 i=1 mu k=0,...,m—1

eeny

bzw.

A )

die diskrete FT des (zusammengesetzten) Gesamtschadens S (vgl. (21)— (22)).

5) Berechne fiir f7 = P(S = lu) mittels der inversen diskreten FT (24) die Appro-
Ximationen

. 27k
Ze i (i) fir [=0,1,...,m—1.
mu
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Bemerkungen:

@ Bei der Anwendung der Inversionsformel (24) kann ebenfalls der rekursive
Algorithmus (26) angewendet werden, welcher die FFT charakterisiert.

@ Die FFT besitzt im Vergleich zum Panjer-Algorithmus (vgl. Abschnitt 5.5) die
Vorteile, dass sie deutlich schneller ist (mlog, (m) anstelle von m? Rechenop-
erationen) und sie keine Annahmen bzgl. Fjy erfordert. Wenn der Panjer-Algo-
rithmus jedoch anwendbar ist, besitzt er den Vorteil, dass er im Falle arithmeti-
scher Einzelschadenhohenverteilungen Fy exakte Werte liefert, wihrend die
FFT nur Néherungswerte bereitstellt. Fiir einen ausfiihrlichen Vergleich von
Panjer-Algorithmus und FFT bei zusammengesetzten Poisson- Verteilungen
siche BUHLMANN (1984). Die Kernaussage dieser Arbeit ist, dass bzgl. des
Rechenaufwands die FFT im Falle von m > 256 vorzuziehen ist, wihrend im
Falle von m < 64 der Panjer-Algorithmus vorteilhafter ist.

@ Werden nur die ersten » Wahrscheinlichkeiten von fg bendtigt, dann besitzt der
Panjer-Algorithmus den Vorteil, dass auch nur diese r Werte berechnet werden
miissen. Fiir eine akzeptable Genauigkeit muss jedoch bei der FFT der Wert
m = 2™ stets hinreichend groB gewihlt werden.
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Beispiel (Berechnung von fs fiir S = Y| + Y, + Y3 mittels FFT)

Gegeben seien drei diskrete und unabhingige Zufallsvariablen Y, Y, und Y3 mit den
Wabhrscheinlichkeitsfunktionen:

le(O):1/47 fyl(l):1/27 fY1(2)21/4
r0)=1/2, fr,(2)=1/2
fY3(0):1/47 fY3(2)21/27 fY3(4):1/4

D.h. es gilt u = 1. Fiir die charakteristische Funktion des Gesamtschadens
S=Y1+h+¥;

folgt

o [

Cs() =] Cr ()

i=1

(vel. (21)). Mit m = 2* folgt P(S < m— 1) = 1. Mittels FFT erhilt man fiir fs und Fi
die folgenden Werte:

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 4



5. Kollektives Modell

Wahrscheinlichkeitsfunktion
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5. Kollektives Modell

Fast-Fourier-Tra

i
# Berechnung von f.S mittels FFT
i

m<-274

Festlegung der drei Einzelschadenhohenverteilungen
Yi<-rep(0,m)

LY1[1]<-f.Y1[3]<-1/4

Y1[2]<-1/2

h-hch o3

Y2<-rep(0,m)
LY2[1]<-F.Y2[3]<-1/2

-

.Y3<-rep(0,m)
.Y3[1]<-f.Y3[5]<-1/4
Y3[3]<-1/2

- -hh

Berechnung von f.S und F.S mittels FFT
S<-1/m*Re (FFt(FFt(f.Y1)*fft(f.Y2)*fft(f.Y3),inverse=TRUE))

.S<-cumsum(f.S)
S

T hoh
0

#*

Abbildungen fiir .S und F.S
par(mfrow=c(2,1))
plot(f.S,type= "h", las=1, ylab

plot(F.S,type= "1", las=1, ylab=

, xlab="s", mai
, xlab="s", main=

"Wahrscheinlichkeitsfunktion”, col="blue")
Verteilungsfunktion", col="blue")

UH
"
Ll Universtat Hamburg
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Beispiel (Berechnung von f fiir § = Zf/: 1 Yi mittels FFT)

Fiir den Gesamtschaden gelte
S ~ ZPoisson(3, Fy),

wobei die Einzelschadenhdhenverteilung Fy eine Gleichverteilung auf der Menge
{100,200, ...,900} ist. D.h. es gilt u = 100 und fiir die charakteristische Funktion
des Gesamtschadens S gilt

Cs(t) = exp(3(Cy (1) — 1))
(vgl. Aussage d) der Folgerung in Abschnitt 5.4). Mit m = 2! erhilt man
P(S < (m—1)u)~ 1.

Die FFT liefert dann fiir fg Naherungswerte, die bis auf die 3. Nachkommastelle mit
den im fiinften Beispiel in Abschnitt 5.5 mittels Panjer-Algorithmus berechneten
Werten iibereinstimmen.
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Wahrscheinlichkeitsfunktion
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5. Kollektives Modell

Fast-Fourier-Transformatio

i
# Berechnung von f.S mittels FFT
i

m<-2714
Festlegung der Einzelschadenhdhenverteilung

Y<-rep(0,m)
.Y[c(101,201,301,401,501,601,701,801,901)]<-1/9

“h h 3

Berechnung von f.S und F.S mittels FFT
S<-1/m*Re(fft(exp(3*(fft(f.Y)-1)),inverse=TRUE))
S[c(1,101,201,301,401,501,601,701,801,901)]
S<-cumsum(f.S)

o oho#

#*

Abbildungen fir f.S und F.S
par(mfrow=c(2,1))
plot(f.S,type= "h", las=1, ylab=
plot(F.S,type= "1", las=1, ylab=

Wahrscheinlichkeitsfunktion"”, col="blue")
Verteilungsfunktion", col="blue")

, xlab="s", main=

UH
"
Ll Universtat Hamburg
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5. Kollektives Modell

5.7 Fast-Fourier-Transformation

Beispiel (Berechnung von f5 fiir S = ):ﬁV:l Y; mittels FFT)

Fiir den Gesamtschaden gelte
S ~ZNBin(1,1/11,Fy),

wobei die Einzelschadenhéhenverteilung Fy eine Exp(1)-Verteilung ist. Fiir die An-
wendung der FFT wird Fy mittels der Methode method of rounding und u = 1/50
diskretisiert (vgl. letztes Beispiel in Abschnitt 5.6).

Die charakteristische Funktion des Gesamtschadens S ist gegeben durch

1/11

Cs(t) = 1—(1—1/11)Cy(r)

(vgl. Aussage d) des ersten Satzes in Abschnitt 5.3 und Abschnitt 4.4). Es gilt
E[S] + 5Var(S) ~ 64,77. D.h. mit m = 212 = 4096 folgt P(S < (m — 1)u) ~ 1.

Die folgende Tabelle enthélt in der dritten Spalte die im letzten Beispiel in Abschnitt
5.6 mittels Panjer-Algorithmus berechneten Werte. Die vierte und fiinfte Spalte zeigt
die mittels FFT mit m = 2!2 und m = 2'3 berechneten Niiherungswerte.
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5. Kollektives Modell

st-Fourier-Traj

s Exakte Werte Panjer-Algorithmus  FFT (m =212)  FFT (m =213)
0,00 0,091735162 0,091738925  0,091739889  0,091738926
0,02 0,001649890 0,001649904  0,001650866  0,001649904
0,04 0,001646893 0,001646907  0,001647867  0,001646907
0,06 0,001643902 0,001643915  0,001644874  0,001643916
0,08 0,001640915 0,001640929  0,001641886  0,001640929
9,98 || 0,0006671464 0,0006671444  0,0006675336  0,0006671446
10,00 || 0,0006659345 0,0006659325  0,0006663210  0,0006659327
10,02 || 0,0006647248 0,0006647228  0,0006651105  0,0006647230
64,76 || 4,586006- 106 4,585709-1070 4,588384-107° 4,585711-1076
64,78 || 4,577675-10° 4,577379-107%  4,580049-107° 4,577381-10°6

Es ist zu erkennen, dass die FFT mit m = 2!3 nahezu die gleichen Werte wie der

Panjer-Algorithmus liefert.

Panjer-Algorithmus  FFT (m = 21%7)  FFT (m = 21)
Max. absoluter Fehler 3,76-107° 473-10°° 3,76-107°
Max. relativer Fehler 0,84% 5,9% 0,84%
y.
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5. Kollektives Modell
7 Fast-Fourier-Tre

el (Fortsetzung
R-Code:

HHH
# Berechnung von f.S mittels FFT
HHE

library(actuar)
m<-2°12

# Diskretisierung von F.Y mittels "method of rounding"
f.Y<- discretize(pexp(x, 1), method = "rounding”, from = @, to = 1/50*m, step=1/50)

# Berechnung von f.S und F.S mittels FFT
f.S<-1/m*Re(FFt(1/11/(1-(1-1/11)*Fft(f.Y)),inverse=TRUE))
f.s

UH
"
Ll Universtat Hamburg
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Abschnitt 5.8

Approximation von Fg
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5. Kollektives Modell

5.8 Approximation von Fg

Im folgenden werden drei einfache Niherungsverfahren zur Approximation der zu-
sammengesetzten Gesamtschadenverteilung Fg vorgestellt.

Diese Verfahren besitzen die beiden folgenden Vorteile:
@ Sie sind sehr schnell und leicht (auch ohne Computer) anzuwenden.

@ Es miissen keine Verteilungen, sondern nur Momente spezifiziert werden.

Diese Verfahren besitzen jedoch auch die folgenden Nachteile:
@ Die Qualitit der Approximationen kann i.d.R. nicht beurteilt werden.

@ Im Falle von 0 € 4" besitzt Fg an der Stelle 0 die Punktmasse P(N = 0),
welche durch eine glatte approximierende Verteilung, wie die z.B. Nor-
malverteilung, nicht angemessen wiedergegeben werden kann.

@ FEine glatte approximierende Verteilung kann auch weitere besondere Eigen-
schaften von F'g nicht wiedergeben. Ist z.B. Fy eine stetige SchadenhShenver-
teilung und existiert ein Hochstschaden L (z.B. aufgrund einer Haftungsgrenze
L), dann besitzt Fy an der Stelle Y = L eine Punktmasse P(Y = L) > 0. D.h. Fg
weist in diesem Fall an den Stellen s = L,2L,3L,... Spriinge auf, welche durch
eine glatte approximierende Verteilung nicht angemessen wiedergegeben
werden.
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5. Kollektives Modell

5.8 Approximation von Fg

Normal-Approximation

Bei der Normal-Approximation wird Fs durch eine Normalverteilung N(p, 0'2) mit
u=E[S] und 62 = Var(S)

approximiert.

Dieser Ansatz ist durch den zentralen Grenzwertsatz (ZGWS) motiviert.

Der nach den beiden Mathematikern JARL W. LINDEBERG (1876-1932)

und PAUL LEVY (1886-1971) benannte ZGWS von Lindeberg-Lévy be-
sagt, dass fiir

Y1,Ys,... iid.mity=E[Y]und 6* = Var(¥) < oo

die Verteilung der standardisierten Summenvariable
Y Yi—nu
Vno

fiir n — oo gegen die Standardnormalverteilung & konvergiert. D.h. es gilt:

n oy _
lim P (Zl:l\f# < z) =d(z) fiir alle z € R.

n—oo
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5. Kollektives Modell

5.8 Approximation von Fg

Dies motiviert fiir eine groe erwartete Schadenanzahl E[N] die folgende
Normal-Approximation:

P(KS):P(smm _ s—Els] ) %q)(E[S}) 29)

\/Var(S) = 4/ Var(S) Var(S)

Bemerkungen:

@ Die Normal-Approximation (29) besitzt die unschone Eigenschaft, dass S < 0
mit positiver Wahrscheinlichkeit resultiert.

@ Die Normal-Approximation (29) sollte nur eingesetzt werden, wenn E[N] gro
und Fy keine Heavy-Tail-Verteilung ist. Falls Fy eine Heavy-Tail-Verteilung
ist, liefert (29) im rechten Tail von F nur eine sehr schlechte Anpassung.

@ Die Normal-Approximation liefert in der Umgebung von E[S] i.d.R. brauch-
bare Ergebnisse. Tail-Wahrscheinlichkeiten P(S > s) fiir groBe s werden
dagegen durch (29) unterschitzt, da eine Normalverteilung stets die Schiefe
Null besitzt, wohingegen Fs in der Regel rechtsschief ist.
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5. Kollektives Modell

5.8 Approximation von Fg

Beispiel (Normal-Approximation)

Der Gesamtschaden S sei ZPoisson (20, Fy)-verteilt mit Fy = Par(4,3). Dann gilt
E[N] = Var(N) =20, E[Y]=1, E[Y)]=3 und E[r?]=27

(vgl. Abschnitte 4.3 und 4.12). Daraus folgt weiter

E[S] =20, Var(S)=60 und V(S):%\/gzl,l61895

(vgl. Folgerung in Abschnitt 5.4 und (18)). Zu approximieren sei die kleinste Ge-
samtschadenhohe s, fiir die

P(S > s)=0,05 bzw. P(S >s)=0,01

gilt, also das 95%-Quantil x(0,95) und das 99%-Quantil x(0,99) von Fs. Mit der
Normal-Approximation (29) folgt

s—20
V60

V60

~20
]P’(S>s)zl—d>< >=0,05 bzw. IP’(S>s)z1—<I>(S ):0,01.
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5.8 Approximation von Fg

Beispiel (Fortsetzung)

Zusammen mit mit dem 95%-Quantil x(0,95) = 1,6449 und dem 99%-Quantil
x(0,99) = 2,3263 der Standardnormalverteilungsfunktion @ erhilt man somit fiir das
95%- und das 99%-Quantil von Fg die Naherungswerte

x(0,95) = 32,7413 bzw. %(0,99) = 38,0194.
Die exakten 95%- bzw. 99%-Quantile von Fg sind durch
x(0,95) =33,94 und x(0,99) = 42,99

gegeben. D.h. die Approximation fiir das 95%-Quantil ist brauchbar, wihrend der
Naherungswert fiir das 99%-Quantil relativ schlecht ist.

Aus den beiden folgenden Abbildungen ist ersichtlich, dass durch die Normal-Ap-
proximation der rechte Tail von Fi stark unterschitzt wird.
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5.8 A Ximation von Fg
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5. Kollektives Modell

5.8 Approximation von Fg

Normal-Power-Approximation

Eine Normalverteilung besitzt die Schiefe Null. Die Normal-Approximation (29)
liefert daher nur dann brauchbare Ergebnisse, wenn die Schiefe von Fg nahe bei Null
liegt. Da jedoch Fyg in der Praxis hiufig eine signifikante positive Schiefe aufweist, ist
es naheliegend, die Normal-Approximation (29) dahingehend zu modifizieren, dass
neben E[S] und Var(S) auch eine positive Schiefe V(S) beriicksichtigt wird.

Eine der bekanntesten dieser Modifikationen ist die Normal-Power-Approximation.
Diese basiert auf der Approximation

_SE[S| V) (12 N\ o
Z._i\/vari(s)MUJr . (U 1)_.2 mit U ~N(0,1).

D.h. es gilt U? ~ x%, womit sich mit etwas Rechenaufwand

E[Z]=0, Var(Z)=1+ V(1?2 wnd V() = V(54 v(257)3

zeigen lésst.
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5.8 Approximation von Fg

D.h. falls die Schiefe V(S) nicht zu groB ist, stimmen diese drei Momente relativ gut
mit den Momenten

E[Z]=0, Var(Z)=1 und V(Z)=V(S)
der standardisierten Gesamtschadensumme Z iiberein. Betrachtet wird nun die Un-
gleichung
V(S)

Z:U—i—T(UZ—I) <z

Fiir V(S) > 0 ist dies dquivalent zu

vy u<iy O
vis)© = vs)©

und mittels quadratischer Ergidnzung folgt daraus weiter

2
6
(U+i) <1y 2y 0

v(s) v(s) " v(s?
bzw.
6z 9 3 6z 9
— 1+V(S)+V(S)2SU+V(S)S 1—0—@—0—‘/(3‘)2.

UH
"
L
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5. Kollektives Modell

5.8 Approximation von Fg

Da fiir eine niherungsweise Ubereinstimmung der drei Momente von Z und Z die
Schiefe V(S) > 0 nicht zu groB sein darf, geniigt es

6z 9 3
U< 1+ s — ——
=\ T Vi)
zu betrachten.

Diese Beobachtung motiviert die folgenden Approximationen:

S—E[S] E[S] s —E[S]
ris<-p( 3L < B _p(;< 2B
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5.8 Approximation von Fg

Die sog. Normal-Power-Approximation lautet daher:

P(Sgs)ch(\/u O(-ElS) o9 _ 3 ) (30)

V(S)/Var(S)  V(S)?  V(S)

Beispiel (Normal-Power-Approximation)

Analog zum letzten Beispiel gelte wieder S ~ ZPoisson(20, Fy) mit Fy = Par(4,3).
D.h. es gilt E[S] = 20, Var(S) = 60 und V(S) = \/g und mit der Normal-Power-
Approximation (30) erhélt man fiir s > 17/2 die Approximation:

ool 3 )
e
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5. Kollektives Modell

5.8 Approximation von Fg

Beispiel (Fortsetzung)

Analog zum letzten Beispiel erhélt man damit fiir das 95%- und das 99%-Quantil
von Fg die Ndherungswerte

%(0,95)=352999  bzw.  %(0,99) = 44,6369.

D.h. das exakte 95%- und 99%-Quantil von Fs x(0,95) = 33,94 bzw. x(0,99) = 42,99
werden durch die beiden Naherungswerte jeweils um ca. 4% tiberschétzt.

Aus den folgenden beiden Abbildungen wird ersichtlich, dass die Normal-Power-Ap-
proximation (30) eine bessere Anpassung an den rechten Tail von F liefert als die
gewohnliche Normal-Approximation (29). Der ganz weit rechts liegende Tail von Fg
wird aber auch durch die Normal-Power-Approximation unterschitzt.
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5. Kollektives Modell

5.8 Approximation von Fg

Edgeworth-Approximation

Bei der Edgeworth-Approximation handelt es sich um die Reihen-
entwicklung einer allgemeinen Verteilungsfunktion. Sie ist nach dem
irischen Okonomen FRANCIS YSIDRO EDGEWORTH (1845-1926)
benannt, der neben dem bekannten russischen Mathematiker PAFNUTI
LwOWwITSCH TSCHEBYSCHEFF (1821-1894) um die Jahrhundertwende
19.-20. Jahrhundert die ersten Arbeiten zu dieser Approximations-
methode verdffentlichte.

Die Edgeworth-Approximation kommt in vielen verschiedenen Anwen-
dungsgebieten zum Einsatz, wobei sich ihr Einsatz in der Risikotheorie

jedoch vor allem auf die Approximation der Verteilungsfunktion Fg des
Gesamtschadens S konzentriert. Eine umfassende Darstellung der Theo-
rie zur Edgeworth-Approximation ist zum Beispiel in HALL (1992) und
DASGUPTA (2008) zu finden.
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5.8 Approximation von Fg

Analog zur Normal- und Normal-Power-Approximation besitzt die Verwendung der
Edgeworth-Approximation mit dem zentralen Grenzwertsatz eine theoretische Recht-
fertigung. Durch eine Reihenentwicklung der momenterzeugenden Funktion des
standardisierten Gesamtschadens werden neben E[S], Var(S) und V(S) auch Momen-
te hoherer Ordnung von S beriicksichtigt.

Annahme: Es sei Z eine beliebige stetige Zufallsvariable mit momenterzeugender
Funktion

Mg(1) = E[e”],

so dass es ein i > 0 mit Mz(t) < oo fiir alle ¢ € (—h, h) gibt. In diesem Fall besitzt
Mz (t) die Reihendarstellung

oo k
t

Mz (1) = ZE[Z"]E fiir alle 1 € (—h,h).
k=0 '

Gesucht ist jedoch eine Reihenentwicklung von Mz () der Gestalt

Mz() = e' Y apft fiiraller € (—hh) 31)
k=0

mit zu bestimmenden Koeffizienten ag,ay,... € R.
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5. Kollektives Modell

5.8 A Ximation von Fg

Satz (Reihendarstellung von Fz)

Es sei Z eine beliebige stetige Zufallsvariable, fiir die es ein 42 > 0 gibt, so dass
Mz(t) < oo fiir alle t € (—h, h) gilt und Mz(t) eine Reihendarstellung der Form (31)
besitzt. Dann gilt

)
Fz(2) = Y (-D)fq@®(z)  firalleze R 32
VA k )
k=0
wobei ) die k-te Ableitung der Standardnormalverteilungsfunktion @ ist.
V.
Beweis: Schritt 1: Mittels vollstindiger Induktion zeigt man, dass
(—1)k/°° k) () gz = ke 2 33)
fiir alle k € Ny und 7 € R gilt.
i) Induktionsanfang: Es sei k = 0. Dann folgt
/:, P (2)dz = /:0 o \/127522/2 di=My() =12,
wobei My (t) die momenterzeugende Funktion von U ~ N(0, 1) ist.
ii) Induktionsschritt k — k+ 1: Mit Hilfe von partieller Integration folgt
(— 1)k /°° k) (1) gz = ((71)k+1 erz¢(k+l)(z)) "" (1) /°° 107+ (2) dz. 34
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5.8 Approximati

Beweis (Fortsetzung): Der erste Term auf der rechten Seite von (34) ist gleich Null, da fiir z — %co der Faktor @lk+1) (2)
schneller gegen Null geht als der Faktor e méglicherweise gegen oo strebt. Zusammen mit der Induktionsannahme folgt daraus

(_l)kﬂ/‘” S pk+2) (z)dz*t(—l)k/ S plkt1) (Z)dZ,”ker 2 _ 122

und damit die Behauptung (33).

Schritt 2: Mit (31) und (33) erhilt man fiir Mz (¢) die Reihendendarstellung

Y i i <(71)k./72etzd)(k+l)(z)dz)

k=0
—/ ( ap(—1) <k+1>(z)>dz (35)

fiir alle 7 € (—h, ). Daraus folgt mit dem Eindeutigkeitssatz fiir momenterzeugende Funktionen, dass es sich bei dem Term in
Klammern auf der rechten Seite von (35) um die Dichte fz von Z handelt. D.h. es gilt

=Y, ap(—1F ok (o) fiir alle z € R.
k=0

Damit erhilt man fiir die Verteilungsfunktion von Z fiir alle z € R die Darstellung

_ [ Y e ® ) (Wdi= 3~k [ ® D) (W di= 3 (1) ®
20= [ _srta= [ ¥t wa= ¥ D' [ ot Dwa= ¥ -1faeo.
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5.8 Approximation von Fg

Fiir die Anwendung der Formel (32) werden die Koeffizienten ag,a, ... benotigt.
Diese erhilt man durch eine (approximative) Darstellung von My () als Reihe der
Gestalt (31). Im Folgenden sei hierzu zusitzlich angenommen, dass Z eine standar-
disierte Zufallsvariable der Form

S —EI[S]

\/ Var(S)

ist. Die Taylor-Reihe von In (Mz(¢)) um den Entwicklungspunkt 7 = 0 lautet

= d*
In(Myz(1)) = by — it by=—In(My(t . 36
n(Mz(t)) kgb kg mit b= g In(Mz(n) | (36)
Fiir die ersten fiinf Koeffizienten erhdlt man:

bo = In(Mz(0)) =1In(1) =0

=
. M(0)M2(0) — My(0)®
? Mz(0)?

= M7(0)Mz(0) — M}(0)* = E[Z°] —E[2]* = Var(Z) = |
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5.8 Approximation von Fg

by =...=E[Z’] - 3E[Z?|E[Z] 4+ 2E[Z]?
_ _Elz-E[z)*] _
=E[(Z-E[2]))] = ez " V(Z) (37)
by =...=E[z% - 4E[Z°|E[Z] - 3E[Z%])? + 12E[Z*|E[2)? - 6E[2)*
E[ZY-3= %W —3 = Kurt(2) (38)

Mit diesen Koeffizienten erhilt man fiir Mz (¢) die approximative Darstellung:

1 £ t4
Mz(t) = exp(In(Mz(1))) ~ exp (§t2+b3 3 +by4— )

—exp( 22 ) exp (b e +b & (39)
TP R )P\ T
Wird der zweite Faktor in (39) gemil der Taylor-Entwicklung ¢* = 14+ x+ % +...

entwickelt und werden dabei nur Terme bis zur 6-ten Ordnung beriicksichtigt, dann
resultiert fiir Mz(¢) die Approximation:

A 6
12 2t

My() ~e3” (1+b b b

2t ~e <+36+424 372)
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5.8 Approximation von Fg

Einsetzen von b3 = V(Z) und b4 = Kurt(Z) in (40) liefert schlieBlich mit

V() s Kun(z), | V2P,
t

T e Pt P!
—— ~—— ———

=a3 =ay =ag

(“4n

die gesuchte (approximative) Darstellung von Mz (¢) als eine Reihe der Gestalt (31).
Zusammen mit (32) motiviert dies fiir Fz die sog. Edgeworth-Approximation

V4 Kurt(Z Z)?
Fo(e) ~EW() 1= 0(2) - LA o) () K g1y 4 Y g0 | )
6 24 72
fiir alle z € R. Daraus erhilt man durch die Riicktransformation Z — % mit
s—E[S]
F ~EW | —— 43
s(s) ( Var( S)) (43)

die korrespondierende Edgeworth-Approximation fiir Fi.
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5.8 Approximation von Fg

Die benétigten Ableitungen ) (z) fiir k = 3,4,6 sind dabei gegeben durch:

() = (P 1)
W (z) = %(—f +37)e 72 (44)
() (z) = \/%(—f +102 = 15z)e /2

Bemerkungen:

@ Vollig analog konnen Edgeworth-Approximationen hoherer Ordnung ermittelt
werden. Hierzu miissen lediglich in (40) entsprechend mehr Terme beriicksich-
tigt werden. Fiir die Koeffizienten a; der néchsten fiinf in (41) hinzukommen-
den Terme erhilt man z.B.

o V(Z) Kurt(Z) e Kurt(Z)? o V(z)3

T e 0% T2 0T 4

V(S)? Kurt(Z) V(S) Kurt(Z)?
0= T8 und - an = ——¢1;

(vgl. SCHROTER (1995), Seite 297).
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5.8 Approximation von Fg

Bemerkungen (Fortsetzung):

@ Fiir die Koeffizienten g, in (41) gilt

lim a; =0
k—roo

(vgl. SCHROTER (1995), Seiten 297-298).

@ Durch Hinzunahme weiterer Terme in (40) muss es nicht zwangsldufig zu einer
Verbesserung der Edgeworth-Approximation kommen (vgl. BUCHWALDER ET
AL. (1993)).

@ Die Edgeworth-Approximation (43) zur Néherung von Fg(s) eignet sich i.A.
besser fiir s in der Nihe von E[S] als fiir s weit rechts im Tail (vgl. SUNDT
(1999), Seite 123). Fiir stark schiefe Verteilungen (d.h. |[V(S)| > 2) liefert sie
hingegen héufig schlechte Ndaherungswerte (vgl. BUCHWALDER ET AL.
(1993)).

@ Die Normal-Power-Approximation (30) kann auch mit Hilfe der einfachen
Edgeworth-Approximation

V(Z
@)~ o) - Aol
hergeleitet werden (sieche KAAS ET AL. (2008), Seiten 34-35).
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5.8 Approximation von Fg

Bemerkungen (Fortsetzung):

@ Fiir die Ableitungen ®%) mit k € N gilt

a1 1

FT€7Z2/2 B O(Zkileizz/z) fiir |Z| —> 0o,
74 T

oK) (2) =

Daraus folgt

lim ®®(z)=0  firalleke N

l2| =
und damit insbesondere (unabhéngig davon, wieviele Terme in (40) beriick-
sichtigt werden)

lim EW(z) =0 und lim EW(z) = 1.
Z—r—o0 Z—roo

Bei der Anwendung von EW(z) ist dennoch Vorsicht geboten, da EW(z) i.A.
keine Verteilungsfunktion ist. Zum einen muss EW(z) nicht monoton in z sein

und zum anderen kénnen Werte auBerhalb von [0, 1] resultieren (siehe
WUTHRICH (2013), Seite 99).

@ Die Ableitung von EW(z) nach z wird hiufig ,,[Edgeworth-Dichte” genannt.
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5.8 Approximation von Fg

Beispiel (Edgeworth-Approximation)

Analog zu den letzten beiden Beispielen gelte wieder S ~ ZPoisson(20, Fy). Wegen
E[Y*] = oo fiir ¥ ~ Par(4,3) wird nun jedoch anstelle von Par(4,3) die Einzelscha-
denhohenverteilung Fy = Par(5,4) betrachtet. Es gilt dann

E[N] = Var(N) = 20, E[Y]:I,E[Y2}:§,E[Y3}:l6 und E[Y*] =256.

Daraus folgt weiter

160
3

(vgl. Aussagen a) und b) der Folgerung in Abschnitt 5.4). Mit

Mi(r) = exp(20(My (1) — 1)

E[S]=20 und Var(S)=

(vgl. Aussage d) der Folgerung in Abschnitt 5.4) erhélt man ferner:
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5.8 Approximation von Fg

Beispiel (Fortsetzung)

=In (Ms (t/ Var(S)) eitj%)
E[S)
Var(S)

— 20 (My (1/v/Var(S)) —1) 1

Var(S)

Zusammen mit (36), (37) und (38) liefert dies fiir die Schiefe und die Kurtosis der
standardisierten Zufallsvariablen Z die Werte
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5.8 Approximation von Fg

Beispiel (Fortsetzung)

v<z>:b3:"3(zo(MY(t/m)_l)_t155](5))

drs

t=0
_ 20 "y ZOE[Y3] . 20-16
= V(s (0)= Var($)72 ~ (160/3)772 ~0,8216
bzw.
4
Kurt(Z) = by = j? (20 (My (1 VVar($)) - 1) _t%)
t=0

20 @,y 20E[YY]  20-256 9
=z

- Var($)2" Y 0)= var(s)2 ~ (160/3)2

Eingesetzt in (42)-(43) liefert dies fiir Fs(s) die Edgeworth-Approximation
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5.8 Approximation von Fg

Beispiel (Fortsetzung)
—2
Fs(s) ~EW | =22
160/3
g 5720 ) 08216 5 ( 520
160/3 6 160/3
9/5 [ s—20 0,8216> ) [ s—20
+ LM i o [ ———_|.
24 ( 160/3) 72 160/3

Fiir das 95%-Quantil x(0,95) = 33,77 und das 99%-Quantil x(0,99) = 41,63 von Fg
liefert die Edgeworth-Approximation die Ndherungswerte

%(0,95)=33,6415  bzw.  %(0,99) = 42,9941

D.h. das exakte 95%- und 99%-Quantil werden relativ gut approximiert. Aus den bei-
den folgenden Abbildungen ist ferner ersichtlich, dass die Anpassung in der Néhe
des Erwartungswertes ganz gut ist, aber der rechte Tail von Fg durch die Approxima-
tion unterschétzt wird.
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5.8 Approximation von Fg
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In(1-Fs(s))
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Die Unterschitzung des rechten Tails P(S > s) = 1 — Fg(s) folgt aus der Tatsache,
dass sich die Edgeworth-Approximation fiir groBe s wie s e=5"/2 verhilt (vgl. (44)),
wihrend die Par(5,4)-Verteilung fiir groBe s wie s~ abklingt, also deutlich langsam-
er gegen 0 konvergiert.
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