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6. Risikoteilung

6.1 Einleitung

Ganz allgemein spricht man von Risikoteilung, wenn ein Versicherungsunternehmen
Risiken nur zum Teil iibernimmt oder wenn es die libernommenen Risiken ganz oder
teilweise an andere Versicherungsunternehmen transferiert. Es gibt mehrere Griinde,
weshalb eine Risikoteilung fiir ein Versicherungsunternehmen vorteilhaft sein kann.

Fiir Versicherungsunternehmen sind vor allem die folgenden drei Arten klassischer
Risikoteilung von Bedeutung:

a) Risikoteilung in der Erstversicherung zwischen Versicherungsnehmer (VN)
und Versicherungsunternehmen (VU)

Bei dieser Art der Risikoteilung verbleibt ein Teil des Risikos beim Versicher-
ungsnehmer in Form von prozentualen oder absoluten Selbstbehalten und nur
das dariiberhinausgehende Risiko wird vom Versicherungsunternehmen tiber-
nommen. Griinde fiir diese Art der Risikoteilung sind:

o Ausschluss von Kleinschidden zur Verringerung der Verwaltungs- und

Regulierungskosten
o Verringerung des moralischen Risikos (Moral Hazard)
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6. Risikoteilung

6.1 Einleitung

b)

<)
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Risikoteilung in der Riickversicherung zwischen Erstversicherer und Riickver-
sicherer:

Bei dieser Art der Risikoteilung transferiert (zediert) ein Versicherungsunter-
nehmen Teile seiner iibernommenen Risiken an andere Versicherer. Dieser
Vorgang wird als Riickversicherung bezeichnet. Das Versicherungsunternehm-
en, das Teile seiner iibernommenen Risiken abgibt, wird als Erstversicherer
(EV) oder Zedent bezeichnet und das Versicherungsunternehmen, das die Risi-
ken iibernimmt, wird Riickversicherer (RV) oder Zessionir genannt. Der vom
Erstversicherer abgegebene Risikoanteil wird als Zession bezeichnet. Griinde
fiir diese Art der Risikoteilung sind:

@ Verringerung des versicherungstechnischen Risikos

o Erhohung der Zeichnungskapazitit

o Risikogebundenes Eigenkapital wird durch Riickversicherung freigesetzt

o Verbesserung des Diversifikationseffekts im verbleibenden Selbstbehalt
Risikoteilung zwischen Erstversicherer und Erstversicherer:
Bei dieser Art der Risikoteilung versichern mehrere Erstversicherer rechtlich
selbststindig ein Risiko und haften geméf ihres Anteils an der Gesamtversich-
erungssumme. Die Griinde fiir diese als Mitversicherung bezeichnete Risiko-
teilung sind dieselben wie fiir b).




6. Risikoteilung

6.1 Einleitung

Weiter unterscheidet man zwischen fakultativer, obligatorischer und fakultativ-ob-
ligatorischer Riickversicherung:

@ Fakultative Riickversicherung: Die Abgabe des Risikos durch den Erstversich-
erer und die Annahme des Risikos durch den Riickversicherer erfolgt freiwil-
lig. Der Riickversicherer hat vor Vertragsabschluf} die Moglichkeit die Risiken
zu priifen.

@ Obligatorische Riickversicherung: Der Erstversicher muss alle Risiken, welche
die Kapazitit des Riickversicherers nicht libersteigen, in die Riickversicher-
ungsdeckung geben. Der Riickversicherer ist dabei verpflichtet jedes vom Erst-
versicherer gezeichnete Risiko ohne Vorpriifung zu iibernehmen.

@ Fakultativ-obligatorische Riickversicherung: Der Erstversicherer hat die Mog-
lichkeit nur ausgewéhlte Risiken in Riickversicherungsdeckung zu geben. Der
Riickversicherer ist dann verpflichtet diese Risiken zu iibernehmen.

Erwirbt ein Erstversicherer Riickversicherungsschutz spricht man von aktiver Riick-
versicherung, wihrend das Angebot an Riickversicherungsschutz als passive Riick-
versicherung bezeichnet wird.
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6. Risikoteilung

6.1 Einleitung

Analog zu einem Erstversicherer kann auch ein Riickversicherer einen Teil seiner
tibernommenen Risiken zu anderen Versicherungsunternehmen transferieren. Man
spricht dann von Retrozession und der abgebende Riickversicherer wird als Retro-
zedent und der annehmende Riickversicherer als Retrozessionér bezeichnet. Durch
Retrozession soll das Gesamtrisiko unter mehreren Riickversicherern so aufgeteilt
werden, dass fiir jeden Riickversicherer sein Risikoanteil tragbar ist und in seinem
Bestand ein Ausgleich der Risiken stattfindet.

Die vorgestellten klassischen Formen der Risikoteilung haben gemeinsam, dass der
Risikotransfer mit Hilfe versicherungstechnischer Instrumentarien erfolgt und Ver-
sicherungsunternehmen als Risikotrager fungieren.

Erfolgt der Risikotransfer mit Hilfe von kapitalmarktspezifischen Instrumentarien,
dann spricht man von einem alternativen Risikotransfer (ART) und die Risikotriger
sind in diesem Fall ausgewihlte Teilnehmer am Kapitalmarkt.
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6. Risikoteilung

6.1 Einleitung

Da sich die drei Formen der Risikoteilung aus mathematischer Sicht
nicht grof} unterscheiden, werden sie i.d.R. zusammen behandelt. Die
Formulierungen beziehen sich dennoch héufig auf die Risikoteilung
zwischen Erstversicherer und Riickversicherer, d.h. auf die Riickver-
sicherung, welche im Folgenden auch im Mittelpunkt steht. Eine aus-
fiihrlichere Darstellung der Grundlagen der Riickversicherung ist z.B.
in LIEBWEIN (2009), GORGE (2013) und DIENST (1988) zu finden.

Die weltweit zehn grofiten Riickversicherer (Life &
Nonlife) 2021 nach gebuchten Bruttoprdmien in Mrd.

Klassische und moderne
Formen der

Ruckversicherung

Munich RE US-Dollar:

Riickversicherer Land Bruttoprimie
1 Munich Re Deutschland 46,836
2 Swiss Re Schweiz 39,202
3 Hannover Re Deutschland 31,443
4 Canada Life Re Kanada 23,547
5 SCOR Frankreich 19,933
6 General Insurance (Berkshire Hathaway) USA 19,906
7 Lloyd’s UK 19,343
8 China Reinsurance China 17,808
9 Reinsurance Group of America USA 13,348
10 Everest Re Group Bermuda 9,067

(Quelle: A. M. BEST (2021))
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Abschnitt 6.2

Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Bei einer Risikoteilung handelt es sich Formal um die additive Zerlegung eines Risi-
kos Y > 0 gemiB

¥ = (Y —g(¥) +g(Y),

wobei g : Ry — R eine monoton wachsende Funktion mit der Eigenschaft

0<gl) <y
ist. Die Funktion g wird als Erstattungsfunktion bezeichnet und bei

Y:=Y—g() und Y:=g(Y)

handelt es sich dann um den Selbstbehalt (Erstrisiko) bzw. das transferierte Risiko
(Zweitrisiko).

Im Wesentlichen unterscheidet man nur die beiden folgenden Arten von Risikotei-
lung:

a) Proportionale Risikoteilung

b) Nichtproportionale Risikoteilung
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

a) Proportionale Risikoteilung

Bei der proportionalen Risikoteilung ist die Erstattungsfunktion von der Form

g(y):(lfc)y mit C€(071)7

wobei ¢ als Selbstbehaltsanteil und (1 —c¢) € (0, 1) als Quote bezeichnet werden. D.h.
es gilt

Y=cY und Y= (l-¢)Y.

Die proportionale Risikoteilung weist die folgenden Merkmale auf:
@ Sie hat eine einfache Struktur und Wirkungsweise.
@ Bei jedem Schaden sind beide Parteien beteiligt.
@ Ihre quantitative Analyse ist vergleichsweise einfach.

@ Sie ist unflexibel und weniger gut geeignet fiir das Erreichen gezielter Entlas-
tungseffekte.

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 6



6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Proportionale Risikoteilung zwischen VN und VU)

a) Prozenttarife: Der Erstversicherer erstattet dem Versicherten nur einen verein-
barten Prozentsatz des Schadens. Prozentarife kommen z.B. hdufig in der pri-
vaten Krankenversicherung vor, wenn Versicherungsnehmer einen prozentalen
Selbstbehalt tragen.

b) Unterversicherung: Der Erstversicherer erstattet dem Versicherten Schiden nur
anteilig, falls die vereinbarte Versicherungssumme nicht dem vollen Wert der
versicherten Sache entspricht. Unterversicherung kommt z.B. relativ oft in der
Hausratsversicherung vor.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

iel (Proportionale oteilung zwischen VU und RV)

a) Quoten-Riickversicherung (Quota-share reinsurance): Der Riickversicherer
iibernimmt eine feste Quote 1 — ¢ von allen Risiken im Portfolio und erhélt da-
fiir dieselbe Quote von allen Priamien. Diese Form der Risikoteilung eignet
sich, wenn viele kleine und mittelgroe Schiaden auftreten. D.h. sie bietet
gegen das Frequenzrisiko Schutz und kommt vor allem in Massensparten wie
z.B. der Kfz-, Haftpflicht-, Wohngebdude-, Kredit-, Hagel-, Sturm- und Haus-
ratsversicherung zur Anwendung. Sie wirkt jedoch auch in Schadenbereichen,
in denen der Erstversicherer eigentlich keinen Versicherungsschutz benétigt, da
er diese Risiken selbst tragen kann.

b) Summenexzedenten-Riickversicherung (Surplus reinsurance): Wéhrend bei der
Quoten-Riickversicherung das Aufteilungsverhéltnis ¢ : (1 — ¢) fiir alle Risiken
gleich ist, variiert es bei der Summenexzedenten-Riickversicherung in Abhédng-
igkeit von der Versicherungssumme v; eines Risikos. Der Selbstbehaltsanteil ist

()
¢i:=mins —,1 5,
Vi

und der Erstversicherer trigt somit alle Risiken mit v; < M selbst.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Der Riickversicherer ist bei allen Risiken mit v; > M mit der Quote 1 — ¢; be-
teiligt. Es gilt daher:

(1—-c)Y;

-

n
S= Z c;Y; und S=

i=1 i=1

D.h. analog zur Quoten-Riickversicherung werden bei einem Risiko mit Ver-
sicherungssumme v; Schiden und Pramien im Verhiltnis ¢; : (1 — ¢;) aufgeteilt,
wobei sich jedoch fiir jedes Risiko eine andere Quote ergeben kann. Der Para-
meter M wird dabei als globaler Selbstbehalt bezeichnet.

Im Gegensatz zur Quoten-Riickversicherung wirkt die Summenexzedenten-
Riickversicherung nur auf grof3e Risiken, so dass sie vor allem Schutz gegen
das GroBschadenrisiko bietet. Die Bezeichnung ,.Summenexzedenten-Riickver-
sicherung riihrt daher, dass fiir die Leistung des Riickversicherers die Versich-
erungssumme v; ausschlaggebend ist.

o
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

b) Nichtproportionale Risikoteilung

Unter der Bezeichnung nichtproportionale Risikoteilung werden alle anderen Formen
der Risikoteilung verstanden. Bei dem weitaus wichtigsten Ansatz ist die Erstattungs-
funktion durch

g(¥) = max {¥ — d,0},

gegeben, wobei d > 0 als Selbstbehaltsgrenze oder Prioritét (engl. priority) bezeich-
net wird. D.h. es gilt

‘Z:min{Y,d} und g:max{Y—d,O}.‘ (1)

Speziell in der Riickversicherung werden der Selbstbehalt Y und das transferierte
Risiko Y héufig auch als Erstrisiko bzw. Zweitrisiko bezeichnet.

Die nichtproportionale Risikoteilung weist die folgenden Merkmale auf:
@ Sie hat eine kompliziertere Struktur und Wirkungsweise.
@ Es sind nicht bei jedem Schaden beide Parteien beteiligt.
@ lhre quantitative Analyse ist anspruchsvoller.

@ Sie bietet flexible Gestaltungsmoglichkeiten und ermdéglicht das Erreichen
gezielter Entlastungseffekte.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Nichtproportionale Risikoteilung zwischen VN und VU)

a) Abzugsfranchise: Der Versicherungsnehmer trigt jeden Schaden bis zur Selbst-
behaltsgrenze d selbst und der Erstversicherer tibernimmt nur den dariiber hin-
ausgehenden Teil. D.h. es gilt

Y =min{Y,d} und Y =max{Y —d,0}.

Sie kommt z.B. in der Haftpflicht-, Unfall-, Kfz-, Betriebsunterbrechungs- und
Feuer-Versicherung zur Anwendung.

Zur Abdeckung des Frequenzrisikos des Versicherungsnehmers kann zusétz-
lich ein Jahreslimit D erginzt werden, so dass der jdhrliche Selbstbehalt des
Versicherungsnehmers durch D nach oben beschrinkt ist. D.h. es gilt dann

N N
S = min {D, Zmin{Yi,d}} und S=Y Y-S

i=1
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

b) Integralfranchise: Hier trigt der Erstversicherer den ganzen Schaden, falls
dieser die Selbstbehaltsgrenze d iibersteigt. D.h. es gilt

Y firY<d 0 firY<d
Y= und Y= .
0 firY>d = Y firY>d
Diese Form der Risikoteilung ist weniger gebrauchlich, da sie Moral Hazard
forciert. Sie ist vor allem in der Transportversicherung anzutreffen. Vereinzelt

kommt sie aber auch in der Haftpflicht-, Berufsunfahigkeits-, Unfall- und
Pflegeversicherung zum Einsatz.

c) Jahresfranchise: In diesem Fall bezieht sich die Selbstbehaltsgrenze d nicht auf
Einzelschiden, sondern auf die Summe aller Schiden eines Jahres. D.h. das
Versicherungsunternehmen iibernimmt den Anteil des Jahresgesamtschadens,
der den Selbstbehalt d tiberschreitet. Eine Jahresfranchise kommt z.B. in der
privaten Krankenversicherung zur Anwendung.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

d) Erstrisikodeckung: Das Versicherungsunternehmen tibernimmt den Anteil je-
des Einzelschadens Y;, der die vereinbarte Deckungssumme /4 nicht iibersteigt.
D.h. es gilt

N N
S=Y min{Y;h} und S=Y max{¥;—h,0}
i=1 i=1

Hier trégt also das Versicherungsunternehmen das Erstrisiko und der Versicher-
ungsnehmer das Zweitrisiko. Der Versicherungsnehmer ist hier dem Risiko
ausgesetzt, dass die vereinbarte Deckungssumme % zu tief angesetzt wurde und
er den dariiberliegenden Schadenanteil selbst bezahlten muss. Diese Form der
Risikoteilung ist in verschiedenen Arten der Haftpflichtversicherung anzutref-
fen. Dabei wird dann die Deckungssumme /% i.d.R. so hoch angesetzt, dass die
Wabhrscheinlichkeit fiir einen Schaden mit einer Schadenhohe groer als £, sehr
klein ist.

v
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Nichtproportionale Risikoteilung zwischen VU und RV)

Das Analogon zur Franchise in der Erstversicherung ist in der Riickversicherung die
Schadenexzedenten-Riickversicherung (engl. Excess-of-loss reinsurance bzw. XL-re-
insurance). Die Selbstbehaltsgrenze d > 0 wird in diesem Zusammenhang i.d.R. Pri-
oritdt genannt. Die Bezeichnung Schadenexzedenten-Riickversicherung driickt aus,
dass die Leistung durch den Riickversicherer ausschlieflich durch die Schadenhohe
bestimmt wird. Je nach gedecktem Risiko unterscheidet man die folgenden Arten von
XL-Riickversicherungen:

a) FEinzelschadenexzedenten-Riickversicherung (Excess-of-loss per risk, Work-
ing-XL): Hier tragt der Erstversicherer jeden Schaden bis zur Prioritét d selbst,
wihrend der Riickversicherer den dariiber hinausgehenden Teil iibernimmt, so-
lange die Haftstrecke 4 > 0 nicht iiberschritten wird. Ein etwaiger Schadenteil
tiber d + h geht wieder zu Lasten des Erstversicherers, falls nicht eine weitere
Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung mit Prioritéit d 4 & besteht. D.h. es
gilt

[tn

=

N
S=Y min{max{Y;—d,0},h}  und
i=1

=hxsd

Y-S

i=1
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

ispiel (Fortsetzung)

Im Falle von & = « erhilt man
N N
S=Y max{Y;—d,0} und  S=) min{Y;d}. )
i=1 i=1

Die Summe d + h wird Plafond genannt und gibt die Kapazitit der Riickver-
sicherung an. Fiir eine Schadenexzedenten-Versicherung ist die Kurznotation A
xs d (gelesen: & in excess of d) geldufig.

Eine Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung schiitzt den Erstversicherer
vor grof3en Einzelschidden, aber nicht vor vielen kleineren oder mittleren Schi-
den. Sie ist in der Haftpflicht-, Unfall-, Kasko- und Sachversicherung sehr
hiufig anzutreffen.

In der Praxis werden oft mehrere Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung-
en derart kombiniert, dass der Plafond d + £ des ersten Einzelschadenexzeden-
ten die Prioritdt des zweiten Einzelschadenexzedenten bildet. Dieses Vorgehen
wird als Layerung bezeichnet und die einzelnen iibereinanderliegenden Einzel-
schadenexzedenten werden Layer genannt.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

iel (Fortsetzung)

Der untere Bereich der aneinander gereihten Layer heiit Working Cover. Seine
Kapazitit sollte mindestens so hoch sein, dass sie von Klein- und Mittelscha-
den nicht iiberschritten wird. Die Layerung ermdglicht eine leichtere Platzier-
ung auf dem Riickversicherungsmarkt und es ist durchaus iiblich, dass sich an
einem Layer mehrere Riickversicherer prozentual beteiligen.

Riickversicherer sind bei einer Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung
einem Frequenzrisiko ausgesetzt. Um sich davor zu schiitzen, kann der Riick-
versicherer zusitzlich ein Jahreslimit oder einen Jahresselbstbehalt vereinbar-
en. Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Haftstrecke /4 nur k-mal zur
Verfiigung zu stellen und fiir eine Wiederauffiillung ein Entgeld zu verlangen.

b) Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung (Excess-of-loss per event,
CAT-XL): Diese Art der Riickversicherung ist analog zur Einzelschadenexze-
denten-Riickversicherung definiert. Die Schadenhohe, welche der Prioritit d
gegeniibergestellt wird, bezieht sich jedoch nun auf die Summe aller Einzel-
schéden, die aus einem einzelnen wohldefinierten Schadenereignis (Kumul-
schaden), wie z.B. Sturm, Hagel, Uberﬂutung oder Erdbeben, resultieren.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

c)

Eine Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung schiitzt den Erstversicherer
vor einem einzelnen Schadenereignis mit vielen Klein- und Mittelschdden. D.h.
sie liefert Schutz gegen das Frequenzrisiko. Sie kann eine sinnvolle Ergdanzung
zur proportionalen Riickversicherung sein. Zu finden ist sie z.B. in der Feuer-,
Sturm-, Kfz- und Transportversicherung. Auch bei dieser Art der Risikoteilung
kann ein Jahreslimit oder ein Jahresselbstbehalt vereinbart werden.

Jahresiiberschaden-Riickversicherung (Stop-Loss): Dies ist die Fortsetzung des
Prinzips der Schadenexzedenten-Riickversicherung vom Einzelschaden tiber
den Kumulschaden auf den Jahresschaden. Hier trigt der Erstversicherer den
jahrlichen Gesamtschaden in einer Branche bis zur Prioritét d selbst, wihrend
der Riickversicherer den dariiber hinausgehenden Teil tibernimmt, solange die
Haftstrecke /4 nicht tiberschritten wird. Ein etwaiger Schadenteil iiber d + h
geht wieder zu Lasten des Erstversicherers. D.h. es gilt

N N
S:min{ZY[,d} +max{ZY,-—(d+h),0}

i=1 i=1

V
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

und

Im Falle von h = « erhilt man

N
S:min{ZYi,d}.

i=1

Die Jahresiiberschaden-Riickversicherung bietet den umfassendsten Schutz, da
sie vor groBen Einzelschdden und vor einer Haufung von kleinen und mittleren
Schiden schiitzt. D.h. das versicherungstechnische Risiko geht fast vollstindig
auf den Riickversicherer iiber. Sie kommt daher i.A. nur selten zum Einsatz.
Stop-Loss-Vertrige sind vereinzelt zum Beispiel in der Uberschwemmungs-,
Hagel- und Sturmversicherung zu finden.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Bemerkungen:

@ Prinzipiell kénnen in der Riickversicherung beliebige Formen der Risikoteilung
vereinbart werden. Z.B. kommt ab und zu die Hochstschadenriickversicherung
zur Anwendung, bei welcher der Riickversicherer eine vereinbarte Anzahl der
hochsten Einzelschidden eines Jahres (z.B. drei) {ibernimmt.

@ Hiufig werden die verschiedenen Riickversicherungsarten zu einem Riickver-
sicherungsprogramm kombiniert. Auf diese Weise kann der Schutz gegen

o das Frequenzrisiko (durch Quoten-, Kumulschadenexzedenten- und
Jahresiiberschaden-Riickversicherung) und

@ das GroBschadenrisiko (durch Summenexzedenten-, Einzelschadenex-
zedenten- und Jahresiiberschaden-Riickversicherung)

optimiert werden.

@ Die drei beschriebenen Schadenexzedenten-Riickversicherungen entsprechen
nicht exakt den beiden Grundformen (1), da das Zweitrisiko S meist durch eine
Haftstrecke & nach oben limitiert ist. Diese limitierte Formen lassen sich je-
doch mit Hilfe der beiden unlimitierten Grundformen (1) darstellen. Denn es
gelten die folgenden Layer-Identitéten:
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Bemerkungen (Fortsetzung):

min{max{Y —d,0},h} = max{Y —d,0} —max{Y — (d+h),0}  (3)
=min{Y,d+h} —min{Y,d} 4)
0 firY <d
=qY—-d fird<Y<d+h
h firY>d+h

D.h. selbst im Falle des Vorliegens eines durch eine Haftstrecke 4 nach oben
limitierten Risikos geniigt es die beiden unlimitierten Grundformen

‘min{Y,d} und max{Y —d,0} ‘

zu untersuchen.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Rickversicherungsarten

Proportionale Riickversicherung Nichtproportionale Ruckversicherung

Versicherungsleistung und Pramie werden Versicherungsleistung des RV tritt erst ein,

in bestimmten Quoten zwischen EV und RV wenn der festgelegte Selbstbehalt iiber-
aufgeteilt schritten wird; die Pramie wird frei kalkuliert

Einzelschadenexzedenten-

Quoten-Riickversicherung Riickversicherung (Working-XL)

Summenexzedenten- Kumulschadenexzedenten-
Ruckversicherung Ruckversicherung (CAT-XL)

Jahresschadenexzedenten-
Riickversicherung (Stop Loss)
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Riickversicherungsprogramm)

Einem Erstversicherer verbleibt nach Riickversicherung noch ein maximaler Selbst-
behalt von 8 Mio. CHF. Zur Verringerung dieses Risikos schliet er zusétzlich die
beiden folgenden Riickversicherungen ab:

@ Eine Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung (W-XL) mit Prioritit d = 2
Mio. CHF zum Schutz vor GroBschidden.

@ Eine Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung (CAT-XL) mit Prioritit
d = 4 Mio. CHF zum Schutz vor Katastrophenschédden aus einem Erdbeben.

Ein Erdbeben hinterlédsst nun beim Erstversicherer vor und nach Riickversicherung

die folgenden Schéden:
| Schadennummer |1 2 3 4 5 Y|
Schaden EV in Mio. CHF 1 1 1 2 4 9
Schaden EV nach (W-XL) in Mio. CHF 1 1 1 2 2 17
4

Schaden EV nach (CAT-XL) in Mio. CHF

Der Riickversicherer iibernimmt somit bei diesem Riickversicherungsprogramm von
den 9 Mio. CHF Orginalschidden insgesamt 5 Mio. CHF.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Jahresiiberschaden-Riickversicherung (Stop-Loss))

Der jahrliche Gesamtschaden

in einer Branche besitze eine zusammengesetzte geometrische Verteilung mit dem
Parameter p = 0,9 fiir die geometrisch-verteilte Schadenanzahl N und einer Exp(ut)-
Verteilung mit ¢ = 0,000003 fiir die unabhéngigen Einzelschadenhéhen Y;. Der
Gesamtschaden S besitzt somit eine gemischte Verteilung Fg mit einer Punktmasse p
an der Stelle S = 0 und einer mit 1 — p gewichteten Exponentialverteilung Exp(up)
fiir S > 0. D.h. es gilt

0 fir s <0

Fs(s) = {p+(1_p)(1_e—up5) fir s > 0 ©

(vgl. zweites Beispiel in Abschnitt 5.3).

©2025 M. Merz . Universitit Hamburg . Quantitatives Risikomanagement 1 . Kapitel 6



6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Fiir den jdhrlichen Gesamtschaden soll im Folgenden ein Stop-Loss-Vertrag mit der
Prioritéit d = 100.000 CHF und der Haftstrecke 2 = 350.000 CHF (kurz: 350.000
CHF xs 100.000 CHF) quotiert werden.

Der Gesamtschaden des Riickversicherers (Zweitrisiko) ist gegeben durch
$ = min {max {S —100.000,0} ,350.000}
und mit (3) erhélt man dafiir die unlimitierte Darstellung

S = max {S — 100.000,0} — max {S — 450.000,0} .

Mit (17) erhidlt man
oo oo 450.000
BiS)= [ (-Fs)as— [ (-Fsspds= [ (1-Fs(s)ds,
100.000 450.000 100.000

und durch Einsetzen von (5) resultiert schlieflich:
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

450.000

E[s] = / (1-p=(=p)(1-c7r%)) s
100.000
450.000

= / (1—p)e P ds
100.000

| 450.000
_r o Hps
up

100.000
_pr-1 o—450.000up _ P~ 1 ¢~100.0004p _ 17384 )5
up up
Die reine Risikopridmie fiir die Stop-Loss-Riickversicherung betigt folglich 17284,05

CHF und damit 4,94% der Haftstrecke. Dieser Prozentsatz wird als Rate-on-line
(ROL) bezeichnet.
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6. Risikoteilung

6.2 Proportionale und nichtproportionale Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Gesamtschaden S oberhalb des Plafonds
d+ h =450.000 CHF liegt, betragt

1 — F(450.000) = (1 —p)e~+30-0001P — 002967 ~ 3%.

D.h. in ca. 3% aller Jahre iibersteigt der Gesamtschaden S den durch die Stop-Loss-
Riickversicherung gedeckte Schadenhdhe. Der erwarterte Verlust betrégt in diesem
Fall jedoch nur

E[max {S — 450.000,0}] = / (1= Fs(s)) ds

450.000

P=1 ups
wp

_1-p
Hup

450.000

o~ 450.000pup _ 10989,26 CHF.
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Abschnitt 6.3

Auswirkung der proportionalen
Risikoteilung
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung

Prozenttarif und Quoten-Riickversicherung

Die statistischen Eigenschaften eines Prozenttarifs und einer Quoten-Riickversiche-
rung lassen sich leicht ermitteln.

Zum einen haben diese beiden Arten der proportionalen Risikoteilung keinen Ein-
fluss auf die Schadenanzahl N des Selbstbehalts (Erstrisikos) und des transferierten
Risikos (Zweitrisikos). D.h. es gilt:

N=N=N

Zum anderen sind die Einzelschadenhohen des Selbstbehalts und des transferierten
Risikos

Y=cY  bzw. Y=(1-¢)Y mit ce(0,1) (6)

lediglich proportional kleiner als der Originalschaden Y. Wegen

Fu() =F(¥ <) =B Sy/0 =Fy(/)  wd  fir(s) = (/1)

fiir 0 < ¢ < 1 lassen sich die Verteilungsfunktionen von ¥ und Y sofort angeben,
wenn die Verteilungsfunktion Fy bekannt ist.
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung
Im Falle einer skalierungsinvarianten Verteilung Fy gehoren die Verteilungen von
Y, Y und Y

sogar zur gleichen Verteilungsfamilie. Zum Beispiel lédsst sich leicht zeigen:

a) Y ~Exp(A) =Y ~Exp(A/c), ¥ ~Exp(/(1—-c))

b) Y~T(a,f)=Y~I(a,p/c), Y~ l"( B/(1=0))

¢) Y~Par(a,A) =Y ~Par(a,ci), ¥ ~Par(a, (1 —c)A)

d) Y ~LN(u,0%) = ¥ ~LN(u+In(c),06?), ¥ ~LN(u +1In(1 —c¢),5?)

Fiir die Momente von Y und Y erhilt man unmittelbar:

E[Y] = cE[Y] E[Y] =(1 - )E[Y]
Var(Y) = ¢*Var(Y) Var(Y) =(1 - ¢)*Var(Y)
E[Y‘] = “E[rY) E[Y] =(1—)'E[Y"]
Ferner gilt:
Cov(Y,Y) = c(1 —c)Var(Y)
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung
Damit erhalt man die wichtigste
versicherung, namlich dass sich die RisikomaBe Variationskoeffizient und Schiefe
nicht verdndern:

Vko(¥) = Vko(¥) = Vko(¥) = %ﬁ”
_ 3
V() =V(Y) = V(¥) = w

D.h. der Prozenttarif und die Quoten-Riickversicherung haben auf die Geféhrlichkeit
eines Risikos (gemessen durch den Variationskoeffizienten) keinen Einfluss. Ist aber
u das zur Verfiigung stehende Sicherheitskapital und wird als Pramienprinzip das
Nettoprimienprinzip my(Y) = E[Y] verwendet, erhilt man fiir ¢ € (0, 1)

P(Y > my(Y) +u) :]P(Y > mo(Y) + %) <P(Y>m(Y)+u).
D.h. die Ruinwahrscheinlichkeit fiir den Selbstbehalt wird kleiner bzw. es wird weni-
ger Sicherheitskapital fiir die gleiche Ruinwahrscheinlichkeit benotigt.
Beziiglich des Gesamtschadens des Selbstbehalts und des transferierten Risikos gilt
S=cS bzw. S=(1-¢)S.

Fiir die Momente des Gesamtschadens ergeben sich daher analoge Eigenschaften w1e
fiir die Einzelschadenhdhen.
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung
Summenexzedenten-Riickversicherung

Bei einer Summenexzedenten-Riickversicherung mit dem globalen Selbstbehalt M
betrédgt der Selbstbehaltsanteil fiir das i-te Einzelrisiko

{51}
ci:=min{ —,1 ;.
Vi

D.h. das Aufteilungsverhiltnis ¢ : (1 — ¢) variiert in Abhéngigkeit von der Versiche-
rungssumme v; des i-ten Einzelrisikos und das Erstrisiko trigt alle Einzelrisiken mit
v; < M selbst.

Fiir das Erst- und Zweitrisiko ist die (deterministische) Risikoanzahl gegeben durch

bzw.

]
Il
3

{v >m} <.

1S
Il
ﬂM:

Fiir die Einzelschadenhthen des i-ten Einzelrisikos gilt fiir das Erst- und Zweitrisiko

Yi=cY; bzw.  Yi=(1—-c)Y
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung

Fiir den Erwartungswert und die Varianz des Gesamtschadens des Erst- und Zweit-
risikos gilt im Falle von stochastisch unabhédngigen Einzelschadenhthen

E[ﬁ] = i CiE[Yi] bzw. E[g = i(l —Ci)E[Y,‘]
i=1 i=1
und
Var(S) = Z cfVar(Y;)  bzw.  Var(S) = iu —¢i)*Var(Y;).
i=1 i=1

Ferner gilt:

=

Cov(S.8) = ¥ ci(1 —ci)Var(¥)

i=1

Der Variationskoeffizient des Erst- und Zweitrisikos kann grofer oder kleiner als der
Variationskoeffizient des Ausgangsrisikos sein. D.h. die Summenexzedenten-Riick-
versicherung beeinflusst die Gefihrlichkeit eines Risikos (gemessen durch den
Variationskoeffizienten).
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung

Beispiel (Summenexzedenten-Riickversicherung)

Betrachtet wird ein Versicherungsportfolio aus 1000 unabhéngigen Versicherungen
gegen Unfalltod mit den folgenden Versicherungssummen (in CHF):

| i | Anzahl Versicherungssume v; |
1 600 30.000
2 300 50.000
3 100 100.000

Die Eintrittswahrscheinlichkeit fiir einen Unfalltod sei 0,1% pro Jahr. Der erwartete
jahrliche Gesamtschaden betragt somit:

1000
E[S] = Y E[Y;] = 0,1% (600-30.000 +300- 50.000 + 100 - 100.000) = 43.000
=1

Fiir die jahrliche Primieneinnahme des Erstversicherers gelte 77(S) = E[S] = 43.000
(d.h. es kommt das sog. Nettopramienprinzip zur Anwendung).
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Im Schnitt muss mit genau einem Schadenfall pro Jahr gerechnet werden. Es ergibt
sich ein Verlust, wenn dieser Schaden eine der 400 Risiken mit einer Versicherungs-
summe von 50.000 oder 100.000 betriftt.

Der Erstversicherer schliee nun eine Summenexzedenten-Riickversicherung mit
globaler Selbstbehaltsgrenze M = 30.000 ab. Mit ¢; := min {VM, 1 } erhilt man dann

fiir den erwarteten Gesamtschaden des Erst- und Zweitrisikos:
1000

E[S] = ; ciE[Y;]

=0,1%-(600-1-30.000+300-0,6-50.000+ 100-0,3 - 100.000) = 30.000
1000

ES]= Y (1-c)E[Y]

i=1
=0,1% - (600-0-30.000+300-0,4-50.000+ 100-0,7 - 100.000) = 13.000

Die im Selbstbehalt des Erstversicherers verbleibende Pramie von 30.000 CHF reicht
somit aus, den einen jdhrlich zu erwartenden Schaden zu begleichen.
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

Auch die Policen mit einer hoheren Versicherungssumme belasten den Selbstbehalt
jetzt nur noch mit 30.000 CHF. Die Summenexzedenten-Riickversicherung hat folg-
lich die Variabilitdt bzgl. der Schadenhdhe vollsténdig eliminiert.

Fiir die Varianzen eines Einzelrisikos mit Versicherungssumme v; gilt:
Var(Y;) = E[Y?] —E[Y}]? = 0,1%-v? — (0,1% - v;)* = 0,0999%?
Somit folgt:
1000

Var(S) = ) Var(Y;)
i=1

=0,0999% - (600 - 30.000% +300 - 50.000 + 100 - 100.000?)

1000
Var(S) = Y ¢} Var(¥;)
i=1

=0,0999% - (600 1% - 30.000% + 300 - 0,6 - 50.000% + 100 - 0,3% - 100.000)
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6. Risikoteilung

6.3 Auswirkung der proportionalen Risikoteilung

Beispiel (Fortsetzung)

1000
Var($) = Y (1—c¢;)*Var(Y;)
i=1

=0,0999% - (600 - 0% - 30.000% + 300 - 0,4% - 50.000% + 100 - 0,7% - 100.000%)
Damit erhilt man

o(S) =47.830, o(S)=29.985 und o(S)=24.686

sowie
Vko(S) =1,11, Vko(S)=1,00 und Vko(S)=1,9.

D.h. es gilt:

Vko(S) < Vko(S) < Vko(S)
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Abschnitt 6.4

Auswirkung der nichtproportionalen
Risikoteilung: Schadenanzahl
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6. Risikoteilung

6.4 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Schadenanzahl

In diesem und den beiden folgenden Abschnitten wird eine (unlimitierte) Einzel-
schadenexzedenten-Riickversicherung mit Haftstrecke & = oo betrachtet und der
Gesamtschaden sei durch ein kollektives Modell

N
s=Yy @)

mit der Schadenanzahl N und den Einzelschadenhohen Y; ~ Fy gegeben (vgl.
Abschnitt 5.2).

Die folgenden Ergebnisse lassen sich vollig analog auch fiir die Abzugsfranchise und
die Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung zeigen. Fiir die Jahresfranchise und
die Jahresiiberschadenexzedentenriickversicherung erhilt man ebenfalls analoge Er-
gebnisse, jedoch bezogen auf die Jahresschiden und Jahresselbstbehalte.

In der Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung gilt fiir die Einzelschadenhohen
des Erst- und Zweitrisikos

Y; = min{Y;,d} bzw. Y; = max{Y; —d,0} mit d>0. 8)
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6. Risikoteilung

6.4 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Schadenanzahl

Fiir die Schadenanzahl des Erst- und Zweitrisikos gilt daher

N
N=N bzw. N=Y 1Y) <N ©)

D.h. bei der Verteilung von N handelt es sich um eine zusammengesetzte Verteilung,

wobei die Summanden 14 .. (Y;) Bernoulli-verteilt sind mit dem Parameter
o= ]P)(l(d’oo)(Yl‘) = 1) = ]P)(Yi > d)

Mit den beiden Formeln von Wald (vgl. Satz in Abschnitt 5.3) erhélt man fiir den
Erwartungswert und die Varianz von N

E[N] =E[N]-E[1(4.)(Y:)] = ¢E[N]
und

Var(N) = E[1(g.) (¥;)]* - Var(N) + Var(1 (4 ) (¥;)) - E[N]
= a*Var(N) 4+ a(1 — a)E[N].
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6. Risikoteilung

6.4 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Schadenanzahl

Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion von N erhélt man fiir k € Ny:

P(N=k) = ilP’(QIk,Nzn) = il@(g:kw:n)mzvzn)
n=k n=k
oo N
=3P <Z Loy (Yi) =k N:n> P(N =n)
n=k i=1
Wegen
N
Z 1(g00)(Yi) | N = n~NBin(n, &)
i=1
folgt weiter
o N
=) == £ # (£ 1m0 =tlv=s] v
— S — n ki1 _ \n—k
—IECP(N—H) (k)a (1—a)"*, (10)

Falls N eine Poisson-, Binomial- oder negative Binomialverteilung besitzt, gilt dies
auch fiir die Schadenanzahl N (vgl. néchstes Beispiel und Ubungsaufgaben). Dies
gilt jedoch nicht, falls N z.B. eine logarithmische Verteilung besitzt.
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6. Risikoteilung

6.4 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Schadenanzahl

Beispiel (Wahrscheinlichkeitsfunktion von ]l )

Fiir N ~ IT(A) folgt mit (10):

> ln 2 n'

) = k —k
]P’(Q—k)_r;(ﬁe (n_k)!k!a (1—a)"
k
APV 1 n—k
S Wosrr (ODY
k
_ %lkeflle(lftx)).
k
— (ak);) e—a?L (11)
D.h.es gilt N ~ TI(aA).
— V.
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Abschnitt 6.5

Auswirkung der nichtproportionalen
Risikoteilung: Einzelschadenhohe
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6. Risikoteilung

6.5 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Einzelschadenhéhe

Es wird wieder eine (unlimitierte) Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung mit
Haftstrecke & = oo im Rahmen des kollektiven Modells (7) betrachtet.

Die Einzelschadenhohen des Erstrisikos

Y =min{Y,d}

besitzen die Verteilungsfunktion

Fr(y)

Fy(y) firy<d

Fy(y) =P(X <y) —{ § -ooay }7
- 1 firy>d 1= Fr(d)

Fr(d)
D.h. die Einzelschadenhohen des Erstrisikos Y

weisen im Falle eines echten Risikotransfers, d.h.

fiir Fy(d) < 1, an der Stelle d die Punktmasse )

P(Y>d)=1—Fy(d)>0

auf.

Fiir die Momente der Einzelschadenhhen Y erhilt man den folgenden Satz:
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6. Risikoteilung

6.5 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Einzelschadenhéhe

Satz (Momente der Einzelschadenhohen Y)

Es sei d > 0 mit Fy(d) < 1. Dann gelten fiir die Momente der Einzelschadenhdhen Y
des Erstrisikos im Falle einer (unlimitierten) Einzelschadenexzedenten-Riickversich-
erung mit Haftstrecke /2 = o im Rahmen des kollektiven Modells folgende Aussagen
(die Existenz der Momente vorausgesetzt):

a) E[Y}] = fydey(w +d*(1-Fy(d)) = (fkyk—‘ (1-Fy(y))dy firkeN

b) E[r*] < E[r*] fiir k € N, falls 0 < Fy(d) < 1
c) Vko(Y) < Vko(Y), falls 0 < Fy(d) < 1
d) V(Y) < V(Y), falls 0 < Fy(d) < 1

Beweis: Zu a): Mit partieller Integration erhilt man fiir k € N:
=3 d oo d
B = [ mingy.d) ary () = [ ary )+t [T ary) = [ ary )+t (1= Fr(a)
d d
=R [ = [CF ) dy+d (1 Py (@)
d 1 k
- /0 WU Ry () dy+ d

:/Odkyk*‘(l—Fym)dy
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6. Risikoteilung

6.5 Auswirkung der nichtpr tionalen Risikoteilung: Einzelschadenhohe

Beweis (Fortsetzung): Zu b): Es gilt:
B = "k ary0)
-d oo
= [ ary o)+ [ ary)
d v [
> [ ary )+ [ ary)
d k
= [ ary o)+ (1-Fr(@)
Zusammen mit Aussage a) folgt daraus:
k d k k
E[r¥] :/0 YK dFy (y) +d* (1 - Fy(d)) = E[Y¥]
Zu c): Folgt fiir N = 1 f.s. als Spezialfall von Aussage e) des ersten Satzes in Abschnitt 6.6.

Zu d): Die Schiefe V(Y) wird als Funktion f(d) := V() des Selbstbehalts d > 0 betrachtet. Wie man zeigen kann, gilt f'(d) >0
fiir d > 0. D.h. f ist streng monoton wachsend und wegen

v(¥) = lim (@)

folgt daraus die Behauptung V(Y) > f(d) = V() fiir alle d > 0. |
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6. Risikoteilung

6.5 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Einzelschadenhéhe

Bei der Betrachtung der Einzelschadenhohen des Zweitrisikos

Y =max{Y —d,0}

muss beachtet werden, dass Einzelschadenhohen Y < d bei der Schadenanzahl Q des
Zweitrisikos nicht mitgezéhlt werden (vgl. (9)). Fiir die Bestimmung des Gesamt-
schadens des Zweitrisikos S ist man somit fiir 4 > 0 mit Fy(d) < 1 an dem Excess

U:=Y—d|lY>d
von Y iiber d, bedingt gegeben Y > d, und seiner Verteilungsfunktion
Fy(y)=P(Y—d <ylY >d)
P(d<Y<y+d)
P(Y > d)

_ Fy(d+y)—Fy(d)
1-Fy(d)

firy>0 (13)

interessiert. Diese Verteilungsfunktion wird als Excess-Verteilung von Y iiber d
bezeichnet (siehe hierzu auch Abschnitt 7.6).

Der Erwartungswert E[U] heiBt mittlerer Uberschaden iiber d.
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6. Risikoteilung

6.5 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Einzelschadenhéhe
Bemerkungen:
@ Offensichtlich gilt:

—
=

U = YY>o

@ Die Exponentialverteilung ist die einzige stetige Verteilung, fiir die aufgrund
ihrer Gedichtnislosigkeit Fyy(y) = Fy(y) fiir alle y > 0 und d > 0 gilt (siche
hierzu auch Abschnitte 4.7 und 7.7).

@ Fiir Y ~ Par*(a,d) gilt
o
- (g) fiiry > d
0 sonst

Fy(y) = (14)

(vgl. Abschnitt 4.12). Wird (14) in (13) eingesetzt, erhilt man

4 \¢ ..
0 sonst
D.h. bei Fy handelt es sich um die Par(o, d)-Verteilung (vgl. Abschnitt 4.12).

Fiir die Momente der Einzelschadenhdhen Y erhilt man den folgenden Satz:
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6. Risikoteilung

6.5 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Einzelschadenhéhe

Satz (Momente der Einzelschader

Es sei d > 0 mit Fy(d) < 1. Dann gilt fiir die Momente der Einzelschadenhdhen Y
des Zweitrisikos im Falle einer (unlimitierten) Einzelschadenexzedenten-Riickver-
sicherung mit Haftstrecke /7 = oo im Rahmen des kollektiven Modells folgende Aus-
sage (die Existenz der Momente vorausgesetzt)

E[r"] :/:(y—d)dey(y): (1-Fy(d))E[U*]  firkeN. (15)

y

Beweis: Die erste Gleichung in (15) folgt unmittelbar aus der Definiton des Erwartungswertes:

B = [maxy—d 0 dry () = [T - ary)
Mit (13) erhilt man
1
dFy(y) = mdFY(GHy)-

Daraus folgt weiter
oo 1 o0
EU":/ dF ,:7/ KaFy(d+y
[vY] Oyk v(y) =Fy @ b y(d+y)

und mit der Substitution u = d + y schlieBlich

1 o 1 o E[Y¥]
_ 717”(‘1)/‘1 (u—d)k dFy(u) = 717”@/0 max {u— d,0}* dFy (u) = hw

und damit die zweite Gleichung in (15).
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6. Risikoteilung

6.5 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Einzelschadenhéhe

Bemerkungen:
@ Esgilt

wobei

ey(d):=E[Y —d|Y > d] = /I—FY
d

die Mean-excess-Funktion ist. Eingesetzt in (15) liefert dies fiir k = 1:

E[Y] = (1= Fy(d))er(d) = [ (1-Fy() dy <E[Y a7
d

@ Wegen (16) ist die empirische Mean-excess-Funktion

)’i (Yi —d)1 (g0 (Yi)
2uld) = =L (18)

n

ein sinnvoller Schitzer fiir den mittleren Uberschaden E[U].

@ In der Praxis ist e, (d) hiufig monoton wachsend. Dies deutet dann daraufhin,
dass Y eine Heavy-Tail-Verteilung besitzt (vgl. hierzu auch Abschnitt 7.8).
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6. Risikoteilung

6.5 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Einzelschadenhéhe

Beispiel (Erwartungswert von Y fiir ¥ ~ Exp(A) und Y ~ Par(a, 7))

a) Fiir Y ~ Exp(A) gilt Fy(y) = 1 — e~ fiiry > 0 und Fy(y) = 0 fiiry < 0.
Aufgrund der Gedéchtnislosigkeit der Exponential-Verteilung gilt ferner
ey(d) =E[Y —d|Y > d] =E[Y] = % (vgl. Abschnitt 4.7). Zusammen mit (17)
liefert dies:

E[Y] = (1—Fy(d))ey(d) = —e**

A+y
Aufgrund der Conditional-Tail-Eigenschaft der Pareto-Verteilung gilt ferner
Y —d|Y > d ~ Par(a, A +d) und damit ey (d) = E[Y —d|Y > d] = 2% fiir
a > 1 (vgl. Abschnitt 4.12). Zusammen mit (17) liefert dies:

- <A/}rd>al ail B (xid)alEm
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o
b) Fiir Y ~ Par(o,4) gilt Fy(y) =1— (L) fiir y > 0 und Fy(y) =0 fiiry <O0.




Abschnitt 6.6

Auswirkung der nichtproportionalen
Risikoteilung: Gesamtschadenhohe
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Es wird wieder eine (unlimitierte) Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung mit
Haftstrecke & = oo im Rahmen des kollektiven Modells (7) betrachtet. Mit den Ergeb-
nissen aus den Abschnitten 6.4 und 6.5 erhélt man dann, dass der Gesamtschaden des
Erstrisikos und Zweitrisikos gegeben ist durch

"Muz

Il
-

uo:
Mz

bzw.
1 i

™=
|

S= K U;

i 1

Fiir die ersten beiden Momente folgt mit den Formeln von Wald (vgl. Abschnitt 5.3)

E[S] =E[N]-E[Y] 19
Var(S) = E[Y]? - Var(N) + Var(Y) - E[N] (20)
bzw.
E[S] = E[N]-E[Y] = E[N] - E[U] 21
Var(S) = E[Y]*- Var(N) + Var(Y) - E[N] (22)

=E[U)?- Var(N) + Var(U) - E[N].
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Beispiel (Erwartungswert von S und § fiir N ~ TI(4) und Y ~ Par(a, 8))

Der jihrliche Gesamtschaden

eines Portfolios von Einzelrisiken sei zusammengesetzt Poisson-verteilt mit

N ~TI(A) und Y; ~ Par(cr, B) mit o > 1. Fiir die Einzelschadenhéhen des Erst- und
Zweitrisikos einer Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung mit Prioritit d > 0
und Haftstrecke i = oo (kurz: oo xs d) erhélt man dann

e - [1-moa= | ()
0

()]

(%)) () )
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Beispiel (Fortsetzung)

bzw.

sy = (525) 22

- <Bﬁd>a_l alil - (ﬁﬁd)a_lE[Y]

(vgl. letztes Beispiel). Damit folgt fiir den Gesamtschaden des Erst- und Zweitrisikos

o—1
Els] = E[N] -E[Y] = (1 - (%) ) Efs]

bzw.

a—1
Elg —EV)-BY - (55-) Eb
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Satz (Momente des Gesamtschadens S unc

Es sei d > 0 mit Fy(d) < 1. Dann gelten fiir die Momente des Gesamtschadens des
Erstrisikos S und des Gesamtschadens des Zweitrisikos S im Falle einer (unlimitier-
ten) Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung mit Haftstrecke & = o im Rahmen
des kollektiven Modells folgende Aussagen (Existenz der Momente vorausgesetzt):

a) E[S] < E[S] und E[S] < E[S]

b) Var(S) < Var(S) und Var(S) < Var(S)
c) Var(S) + Var(S) < Var(S)

d) o(8)+a(S) >a(S)
e) Vko(S) und Vko(S) sind streng monoton wachsende Funktionen der Prioritét
d >0 mit Fy(d) < 1 und es gilt

Vko(N) < Vko(S) < Vko(S) < Vko(S). (23)
- V

Beweis: Zu a): Aus E[Y] < E[Y] und E[Y] < E[Y] sowie (19) und (21) folgt:

Zu b): Folgt unmittelbar aus c).
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6. Risikoteilung
6.6 Auswirkung der nichtpr

Beweis (Fortsetzung): Zu c): Es gilt
Var(S) = Var(S+5)

oteilung: Gesamtschadenhohe

= Var(8) +2Cov(8, S) + Var(S). (24)

Ferner erhilt man:
EY-Y] = [ min{y.d} -max {y—d.0} dFy ()

=/d0d1<‘ ()+/°°dmax{ —d,0}dFy(y)
o Yy A y 3 Yy

- d/om max {y — d,0} dFy (y) = dE[max {¥ — d,0}] = dE[]
Zusammen mit E[Y] = E[min{y,d}] < d und E[Y] = E[max {¥ —d,0}] > 0 liefert dies
Cov(¥,Y) =E[Y-Y] -E[Y]-E[Y]
=dE[Y]-E[Y]-E[Y]
= (d—E[Y])-E[Y] >0.
D.h. Y und Y sind positiv korreliert. Daraus folgt weiter:

N N N N N N
Cov(S,8) = Cov (): Zi) Cov (]E {Z Y; N] E [Z:, >+]E Cov <Z§):£ N)]

=17 i=1 i=1 i=1 =1 =1

= Cov(NE[Y],NE[Y]) + E[NCov(Y,Y)]
= Var(N)-E[Y]-E[Y] +E[N]-Cov(Y,Y) >0

(fiir die ausgelassenen Umformungsschritte siche Beweis der Aussagen a) und b) des ersten Satzes in Abschnitt 5.3).
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Beweis (Fortsetzung): D.h. S und § sind ebenfalls positiv korreliert. Zusammen mit (24) impliziert dies die Behauptung
Var(S) > Var(S) + Var(S).

Zu d): Zwischen S und S besteht offensichtlich kein perfekter linear Zusammenhang. Es gilt daher

Cov(S,S)
ICom($.9)| = | S50y | <!

und somit
Cov(8,S) < [Cov(S,8)| < 6(S)o(S)
Zusammen mit (24) impliziert dies
(o(8)+ a(s)) = Var(8) +26(S)(S) + Var(s)
> Var(S) +2Cov(S, 8) + Var(S) = Var($) = o(5)?

und damit die Behauptung.

Zu e): Aus (19)-(20) folgt
Var($) = E[Y]? - Var(N) + Var(¥) - E[N]
=E[Y]* - Var(N) + (E[Y*] ~E[¥]*) - E[N]
=E[N]-E[Y?]+ (Var(N) — E[N)) E[Y]?
und damit

~ Var(S) _ EIN]-E[Y?]+ (Var(N) —EN)E[Y?  E[Y? Var(N) — E[N]
kol = g = ENE -E[YP “ENMEE T ENE @
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtpr tionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Beweis (Fortsetzung): Fiir den Nachweis eines streng monotonen Wachstums von Vko(S) bzgl. der Prioritit d > 0 mit
Fy(d) < 1 geniigt es daher zu zeigen, dass der von d abhiingende Teil

d
fd) = E[Y?) _ my(d) mit  my(d) == E[Y¥] :/IM*I (1-Fy(y)dy firkeN
0

CE? T m(a)?
(vgl. Aussage a) des ersten Satzes in Abschnitt 6.5) eine positive Ableitung f’(d) > 0 fiir d > 0 mit Fy (d) < 1 besitzt. Mit
mi(d) = kd*" (1= Fy(d))
erhilt man fiir die erste Ableitung von f bzgl. d > 0:

mh (d)my (d)? —2my (d)my (d)nt; (d)

s !
2d(1=Fy(d))m (d)? = 2my (d)m; (d) (1 — Fy (d))
B my (d)*
_ 2my(d) (1= Fy(d)) (dm (d) —ma(d))
B i@ @0

Aus Fy(d) < 1 folgt ferner 1 — Fy(d) > 0 und es gilt
my(d) = E[Y?] = E[min {y,d}?] < dE[min {y,d}] = dE[Y] = dm (d).

Zusammen mit (26) liefert dies £/ (d) > 0 fiir d > 0 mit Fy (d) < 1. Folglich ist Vko(S) bzgl. der Prioritit d > 0 mit Fy(d) < 1

streng monoton wachsend.
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Beweis (Fortsetzung): Das streng monotone Wachstum von Vko(S) bzgl. der Prioritit d > 0 mit Fy (d) < 1 zeigt man vollig
analog. Analog zu (25) zeigt man zuerst mit (21)—(22), dass

_ Var(S) E[Y’]  Var(N)-E[N]
Vi’ = g = B EEE T BOE

gilt. Es geniigt daher wieder zu zeigen, dass der von d abhidngende Teil

_ B m()
CEYP? m(d?

o(d): mit g (d) = E[Y¥] = /d “(y—d¥dFy(y) firkeN

(vgl. (15)) eine positive Ableitung g’ (d) > 0 fiir d > 0 mit Fy (d) < 1 besitzt. Mit
() =~k [ = dFy ) = k1 () fir k2
und
oy (d) = —/: dFy(y) = ~B(Y > d) = —(1 - Fy(d))
erhilt man fiir die erste Ableitung von g bzgl. d > 0:

y(d)ny (d) = 23 (d)ny (d)n) (d)
ny (d)*
_ =20y (d)n(d)* +2np(d)ny (d) (1 = Fy (d))
B ny (d)*
211 (@) (ma (@) (1= Fy (@) =1 (@)2)
ny(d)*

g =
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Beweis (Fortsetzung): Zusammen mit (15) folgt daraus weiter fiir d > 0 mit Fy (d) < 1:

2 2
201 (d) (B[V2) (1 - Fy (@))* ~ E[UP (1 - Fy (@))°)
ny(d)*
20y (d)Var(U) (1 - Fy ()
: ny(d)*
Folglich ist auch Vko(S) bzgl. der Prioritiit d > 0 mit Fy(d) < 1 streng monoton wachsend.

>0

Aus dem streng monotonen Wachstum von Vko(S) bzgl. d > 0 mit Fy(d) < 1 und dlim S =S f.s. folgt fiir d > 0 mit Fy(d) < 1:
—00

Vko(S) < Vko(S)

(€]
‘Wegen (19)-(20) gilt ferner
4 2. .
Vko(§)2 _ Var(S) _ E[Y]* - Var(N) + Var(Y) - E[N]
E[s]? E[N]2-E[Y]?
var(N) | Var(y)
= +
EV? N[
Vko(¥)?
—V 2, L
ko(N)” + BN
woraus unmittelbar
Vko(S) > Vko(N) (28)
folgt. Aus dem streng monotonen Wachstum von Vko(S) bzgl. d > 0 mit Fy (d) < 1 und }in})ﬁ = S f.s. folgt
2, 2
Vko(S) < Vko(s). 29

Zusammengenommen liefern (27)-(29) schlieBlich die Behauptung (23).
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6. Risikoteilung

6.6 Auswirkung der nichtproportionalen Risikoteilung: Gesamtschadenhohe

Bemerkungen (Fortsetzung):
@ Bei Erhohung der Prioritit d erhoht sich das durch den Variationskoeffizienten
ausgedriickte Risiko sowohl fiir den Erst- als auch fiir den Riickversicherer.

@ Bei einer Quoten-Riickversicherung gilt:
o(S)=co(S)+(1—-c)o(S)
= ¢/ Var(S) + (1 —c)+/ Var(S)
=/ Var(cS) + y/Var((1 - ¢)S)
= VVar(S) + [ Var($)

=0o(8)+0o(S)

@ Aus (23) ist ersichtlich, dass bei einer Einzelschadenexzedenten-Riickversich-
erung das Zweitrisiko stets gefahrlicher ist als das Erstrisiko. Entsprechendes
gilt hdufig auch im Falle einer Summenexzedenten-Riickversicherung (vgl.
Beispiel in Abschnitt 6.3). Dieser Sachverhalt macht diese beiden Riickver-
sicherungsformen fiir den Triger des Erstrisikos sehr attraktiv, solange der
Riickversicherer sein hoheres Risiko nicht durch einen entsprechenden hohen
Risikozuschlag wieder auszugleichen versucht.
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Abschnitt 6.7
Entlastungseffekt
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6. Risikoteilung

6.7 Entlastungseffekt

Im Folgenden bezeichne S wieder den Gesamtschaden, S den Schaden des Erstrisikos
und S den Schaden des Zweitrisikos. Fiir die nichtproportionale Risikoteilung mit
Selbstbehaltsgrenze d > 0 wurde der sog. Entlastungseffekt

r(d) = EIS] (30)

T E[S)

eingefiihrt. Dieser Quotient gibt den Teil des erwarteten Gesamtschadens E[S] an, der
unter die Selbstbehaltsgrenze d > 0 des Erstrisikos fillt. Also den Anteil, um den der
Trager des Zweitrisikos aufgrund der Existenz eines Selbstbehalts der Hohe d im
Durchschnitt entlastet wird.

Der Wert

Bl El

TE[s) T Ep) Gl

wird als Risikokoeffizient bezeichnet. Er gibt den Anteil des erwarteten Gesamtscha-
dens E[S] an, der auf den Triger des Zweitrisikos entfallt.
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6. Risikoteilung

6.7 Entlastungseffekt

Im Folgenden wird der Entlastungseffekt speziell fiir den Fall einer Einzelschadenex-
zedenten-Riickversicherung mit Haftstrecke /2 = oo betrachtet (vgl. Abschnitt 6.2)
und der Gesamtschaden sei durch ein kollektives Modell

mit der Schadenanzahl N und den Einzelschadenhthen Y; ~ Fy gegeben (vgl. Ab-
schnitt 5.2). Mit der ersten Formel von Wald (vgl. Abschnitt 5.3) und (2) erhélt man
fiir den Entlastungseffekt und den Risikokoeffizienten

E[S] E[NE[Y] E[min{Y,d}]

Els| EMEY]  EY] G2)

bzw.

E[S] ENE[Y] E[max{Y-d,0}] 33)
E[S]  E[NME[Y] E[Y]

D.h. der Entlastungseffekt ist von der Schadenanzahl N unabhéngig. Dies fiihrt zur
folgenden Definition:
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6. Risikoteilung

6.7 Entlastungseffekt

Die Funktion

r:[0,00) — [0,1], d — r(d) = (34)

heifit Entlastungseffektfunktion. Sie ist von Inflationseffekten und Wihrungskurs-
schwankungen unabhiingig und spielt z.B. eine wichtige Rolle bei der Quotierung
von Riickversicherungen. Im Falle einer stetigen Verteilungsfunktion Fy gilt ferner:

min {¥,d}] /Ow (1= Fuminr.a) () dy

E[
=TT - Bl

d -
/0 (I_Fmin{Y,d}(Y))dY+/(1 (1= Fringr.ay(v)) dy

B E[Y]
d o
/(1—Fy(y))dy+/d (1=Fa(y)) dy

E[Y]

d
/O(I—Fy(y))dy i

—h (35)

E[Y] P,
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6. Risikoteilung
6.7 Entlastungseffekt

Beispiel (Entlastungseffekt fiir ¥ ~ Exp(4) und Y ~ Par(a, 1))
a) Fiir Y ~ Exp(A) erhilt man

d d
-2
E[Y] I

d
=—e M ’ =1-—e?,
0

b) Fiir Y ~ Par(ct, ) mit o > 1 erhélt man (vgl. Beispiel in Abschnitt 7.5)

- (1- ()" Em Lt )

E[Y] B+d
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6. Risikoteilung
6.7 Entlastungseffekt

Beispiel (Fortsetzung)

1.0 o

0.8

0.6 -

«(a)

0.4 -

02

— Q)
0.0 — a2

Je hoher die Entlastungseffektfunktion r(d) verliuft, desto groBer ist die Entlastung
des Riickversicherers durch die Existenz einer Selbstbehaltsgrenze der Hohe d.

Der Entlastungseffektfunktion besitzt im Falle einer stetigen Verteilungsfunktion Fy
dariiber hinaus die folgenden Eigenschaften:
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6. Risikoteilung
6.7 Entlastungseffekt

Satz (Eigenschaften der Entlastungseffektfunktion r(d))

Die Verteilungsfunktion Fy sei stetig. Dann besitzt die Entlastungseffektfunktion
r(d) im Falle einer Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung mit Haftstrecke
h = oo im kollektiven Modell die folgenden Eigenschaften:

a) rist differenzierbar.

b) 7(0) =0 und r(ymax) = 1, wobei ymay := sup {Fy(y) < 1} die maximale
yeR
Einzelschadenhdhe ist.

¢) Die erste Ableitung von r ist gegeben durch

1-Fy(d) ,
Y (d) = ]E[;] >0 fur0§d<ymax.
0 fir d > ymax
Insbesondere gilt r/(0) = ﬁ und ¥ (ymax) = 0.

d) ' ist differenzierbar mit r’’(d) = _{Ey[(g]) < 0fiir d > 0, falls Y eine stetige

Zufallsvariable ist.

(36)
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6. Risikoteilung

6.7 Entlastungseffekt

Beweis: Zu a): Folgt unmittelbar aus (35) und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Zu b): Aus (35) folgt unmittelbar (0) = 0 und wegen

2= [C(-Fro)dy= [ (1= Fy o) dy 7
auch r(ymax) = 1.

Zu c): Wegen (37) gilt:
d
/ (1=Fy(y))dy

r(d) = JT fiir 0 < d < Ymax

1 fiir d > ymax

Zusammen mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt daraus (36).

Zu d): Folgt unmittelbar aus (36). |

Die Aussagen b) und d) besagen, dass r konkav ist und von

(0,0) nach (ymax, 1) verlduft. Aufgrund der Konkavitit von

r gilt die Abschitzung 1
4

E[Y]’

r(d)

r(d) < r(0)++(0)(d—0) =¥ (0)d =

welche fiir kleine Selbstbehaltsgrenzen d relativ gut ist.

- L o . . Ymax
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6. Risikoteilung

6.7 Entlastungseffekt

Bemerkungen:
@ Mit Aussage c) des letzten Satzes folgt

= Fy(d) = B (@) = 510
und damit
)
FY(d) - r’(O) .

D.h. die Schadenhohenverteilung Fy ist durch die Entlastungseffektfunktion r
festgelegt und ldsst sich aus ihr berechnen.

@ Aus der Konkavitét von r und der Aussage b) folgt weiter
r(cymax) = r(cymax + (1 —¢)0) > cr(ymax) + (1 —c)r(0) = ¢

fiir 0 < ¢ < 1. Eine Selbstbehaltsgrenze d von 100c% der maximalen Einzel-
schadenhdhe y;,4, hat somit einen (meist deutlich) hoheren Entlastungseffekt
als 100c%. D.h. insbesondere, dass der Riickversicherer mehr entlastet wird als
durch eine proportionale 100c%-Selbstbeteiligung des Erstversicherers.

@ Der Graph von r wird als Exposurekurve bezeichnet.
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