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Losungen
1. Aufgabe
Es gilt
Var(F) = = ¥ Var(¥y) = ~no? = & d Vko(v) =2 —4
ar = — arlr;) = —n = — un o\r;) = — = 4.
n? = Yon2 n Y

Daraus folgt zusammen mit dem zentralen Grenzwertsatz:
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Losungen

1. Aufgabe

D.h. es muss

o

—-1>
Vko(Yi)) = 0,95

bzw.

n> (Vk%(y")q>—1(o,975))2

gelten. Mit Vko(Y;) = 4 und ®~1(0,975) = 1,959964 liefert dies fiir n die folgenden
(gerundeten) Werte:

6] 0,1 005 003 0,0I]
[n[[6146 24585 68293 614633

Interpretation: Bei einem Portfolio von n = 614.633 oder mehr Versicherungspolic-
en, weicht der im Portfolio beobachtete Schadendurchschnitt Y mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 95% um weniger als 6 = 1% von der erwarteten

Einzelschadenhohe pu = E[Y;] ab. o
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Losungen

2. Aufgabe

a) Fiira > 0 gilt:
Var(aX)
ElaX]
a®Var(X)
T aE[X]

_ |a|\/ Var(X)

aE[X]

= v/ Var(X) = Vko(X)

E[X]

Vko(aX) =

b) Fiir a > 0 und b € R erhilt man:
E[(aX+b—E[aX +b])’]

V(aX+b)=
(aX+b) o(aX 1+ b)
E [(aX+ b— (aE[X] + b))3]
- o(aX)3
3
E [(aX — aE[X]) ] E[(X —E[X])?]
a3o(X)3 o(X)3
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Losungen

2. Aufgabe

¢) AusP(X >0)=1und P(Y > 0) =1 folgt E[X] > 0 und E[Y] > 0. Fiir positive
Zufallsvariablen X und Y gilt daher:

ar(Y)

Vko(X) + Vko(Y) = \/g?;(]x) + ﬁ\é[;%

Var(X) - ]E[X]éf;?[y] /Var(Y)- E[X%TYI]E[Y]
EX]1EY] | EX +EY]
Var(X) Var(Y)

~ EX]+E[Y] E[X]+E[Y]

_ v/ Var(X) + 1/ Var(Y)

EX]+E[Y]
Var(X+7)
~ EX]+E[]
_ y/Var(X+7)
E[X+Y]
= Vko(X+7Y)
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Losungen zu Kapitel 2 J
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Losungen

1. Aufgabe

Die folgende Abbildung zeigt die Verteilungsfunktion von X und die (roten
gestrichelten) horizontalen Linien entsprechen den Wahrscheinlichkeitsniveaus
0,95;0,96;0,98 bzw. 0,99. Aus dieser Abbildung und der Definition

VaR,(X) = inf {Fx(x) > ¢}

ist zu erkennen, dass VaRg 95(X) = 80, VaRq 95(X) = 80, VaR 93(X) = 90 und
VaR0’99 (X) = 100 gilt.

T T T | ‘ |
0 20 40 60 80 100
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Losungen

2. Aufgabe

a) Fiir die Verteilungsfunktion von X gilt

Fx(x) :/Oxle_x“du: (—e_M>

Man erhilt die Inverse von Fx(x) fiir x > 0 durch Auflésen von ¢ = Fx(x) nach
x. Dies liefert

x 2
O:I—e_ Y fiirx > 0.

1
l—g=e¢*  bzw. x:—zln(l—q)

fiir alle ¢ € (0,1). Die Inverse von Fy ist somit gegeben durch
1
Fy'l9g=—5Mn(1—q)  firge (0,1),

und fiir den Value-at-Risk von X zum Sicherheitsniveau ¢ € (0, 1) erhilt man
folglich

VaR,(X) = Fy (g) = — 3 In(1 ).

Fiir den Expected-Shortfall von X zum Sicherheitsniveau g € (0, 1) folgt damit

1 1
/ In(1 —u)du.
q

ES,(X) = i[ /q ' VaR, (X) du T
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Losungen

2. Aufgabe

Mit dem Hinweis folgt daraus weiter

ES,(X) = l(l_—iq) /ql In(1 —u)du
1 1
= (1 =u)in(1—u) = (1-w))|,

: 1 1
:11m—)(1—u)1n(1—u)— m((l—Q)ln(l—Q)_(l—Q))

uTlﬁ«(l—q
1 In(l-w) 1 1
=gt SIn(1—g)+ . (1)

Fiir den Grenzwert in (1) erhélt man mit der Regel von L"Hdspital

—1
In(1 — =L
fim 1™ : “) _fim Ll Jim—(1—u) =0,
utfl = utl (= utl

Der Expected-Shortfall ist somit gegeben durch

1 1 1
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2. Aufgabe

b) Fiir die verschiedenen Parameterwerte A = %, %, 1,2,5 und Sicherheitsniveaus

q = 0,95;0,99;0,995 erhilt man:

A= | A=5| A=1] A=2] A=5

VaR 95 (X) 29,9573 5,9915 | 2,9957 | 1,4979 | 0,5991

VaR 99(X) 46,0517 9,2103 | 4,6052 | 2,3026 | 0,9210

VaR( 995(X) || 52,9832 | 10,5966 | 5,2983 | 2,6492 | 1,0597

ES 95(X) 39,9573 7,9915 | 3,9957 | 1,9979 | 0,7991
X)

ES0.09( 56,0517 | 11,2103 | 5,6052 | 2,8026 | 1,1210
ESooo0s(X) || 62,9832 | 12,5966 | 6,2983 | 3,1492 | 1,2597

Die Differenz
ist unabhingig vom Sicherheitsniveau g stets gleich E[X] = % Dies ist eine
spezielle Eigenschaft der Exponential-Verteilung und gilt nicht fiir andere
Verteilungen.
©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° Nlin
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3. Aufgabe

a) Zwischen der Kovarianz Cov(Y,Z) und der Korrelation p(Y,Z) zweier
Zufallsvariablen Y und Z besteht allgemein der Zusammenhang

Cov(Y,Z) = p(Y,Z)+/Var(Y)Var(Z).
Zusammen mit den Angaben liefert dies:
Cov(Xy,X,) =0,54/144-6,25
=0,5-12:2,5=15=Cov(X», X))

COV(Xz,Xg,) =0y 6,25 : 56,25

=0= COV(X?,,Xz)

Cov(X;,X3) = 0,/144-56,25

=0-12-7,5=0=Cov(X3,X;)
Die Varianz-Kovarianzmatrix lautet somit

144 15 0
=(15 625 0
0 0 5625
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3. Aufgabe

b) Der Erwartungswert und die Varianz von X sind gegeben durch:

3
EX|=E ;Xz‘ :; [Xi] =
Var(X) = Var(iX
i=1

14446,25+56,25+2-15+2-0+2-0
236,5

¢) Bei Xi,X5,X3 und X handelt es sich um Normal-verteilte Zufallsvariablen.
Genauer gilt:

X; ~N(10;144), X, ~N(5:6,25), X3 ~N(5:56,25) und X ~ N(20;236ﬂ5)
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3. Aufgabe

Der Value-at-Risk und der Expected-Shortfall zum Sicherheitsniveau
g = 99,5% einer N(u, 6%)-verteilten Zufallsvariablen Y sind gegeben durch

VaRg 995(Y) = 1+ 0@ 1(0,995)
bzw.

0 (cp—l (0,995))
1-0,995

ESoo95(Y) =p+0o
(vgl. Abschnitt 2.5) mit

0 (cp—l (0,995))
10,995

®1(0,995) =2,575829  und =2,891951.

Damit erhilt man

VaR0’995 (Xl 10+12-2 575829 ~ 40 91
VaR 995 (Xp)=5+2,5-2,575829 ~ 11,44

)=
)
VaR0’995( 3) 5+7,5-2,575829 ~ 24,32
VaRg 905 (X) = 20+ 1/236,5 - 2,575829 ~ 59,61
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Losungen

3. Aufgabe

und

ESO7995(X1) 10+12-2,891951 ~ 44,70
ESO7995 (Xz) 5+2,5-2,891951 ~ 12,23
ESo.905(X3) = 5+7,5-2,891951 ~ 26,69

)=

ESo.905(X) = 20+ 1/236,5-2,891951 ~ 64,47.

©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° 20



Aufgabe 4 |

UH
i
Lol Universitat

©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° 21

Losungen

4. Aufgabe
a) Aus )
E[S] = 4 +97/2 = 2300
V(e ~1)E[s]2
E[S]

Vko(S) =

= 0,05

folgt nach einer kurzen Umformung:

62 =1n(0,05% + 1) ~ 0,0025
62
i =1n(2300) — —- ~7.74

Werden diese Werte und g = 99% in
RK(S) = VaR, (S — E[S]) = VaR,(S) —E[S] = MHOP (g) _ 0?2

bzw.

RK(S) = ES, (S ~BIs]) = ES,(5) ~ElS] = e+ 20(0 — 071 (q)) —ek*"/2

eingesetzt, erhidlt man fiir die beiden Félle die bendtigten Risikokapitalien:
i) RK(S) = VaR 99 (S — E[S]) ~ 280 Mio. CHF
ii) RK(S) = ES¢ 99 (S — E[S]) ~ 325 Mio. CHF.
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4. Aufgabe
b) Es seix = VaRq 99(S +Y). Dann ist x die Losung der Gleichung
0,99 =Fg y(x) =P(S+7Y <x)
=P(Y=0)-P(S+Y <x|Y=0)+P(Y=400)-P(S+Y < x|Y =400)
= 0,998 -P(S < x)+0,002-P(S+400 < x)
= 0,998 - Fg(x) + 0,002 - Fg(x —400).
Diese Gleichung kann z.B. mittels der Newton-Iteration
PP 0,998 - Fg(x) + 0,002 - Fg(x—400) — 0,99
nl = 0,998 - f5(x) + 0,002 - f5 (x — 400)
und einem geeigneten Startwert xy numerisch gelost werden. Dabei sind Fi
und fs die Verteilungs- bzw. Dichtefunktion der LN(u, 62)-Verteilung. Mit

dem Startwert xg = VaRg 99(S) ~ 2580 Mio. CHF erhilt man bereits nach zwei
Iterationen den Nédherungswert

VaR 99 (S+7Y) ~ 2589 Mio. CHF.

Zusammen mit
E[S+ Y] =E[S]+E[Y] = 2300+ 0,002 - 400 ~ 2301 Mio. CHF
liefert dies das benotigte Risikokapital
RK(S+Y) = VaR 99(S+Y) —E[S+ Y] ~ 2580 — 2301 = 288 Mio. CHF.
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5. Aufgabe

a) Esgilt
k
VaR,(X) = inf ;> =X
CI( ) xiER {izoopl N q} Hio
und .
ESy(X) = VaRy(X) + -— Y pi(xi— VaRy(X))
9 y,>VaR,(X)
(vgl. Abschnitt 2.5). Durch Umformung folgt daraus
1 1
ES;(X) = VaR,(X) + T2 Y, pxi— 12 Y, piVaRy(X)
4 x> VaR, (X) 9 y,>VaR, (X)
1 1 1
= VaRy(X) + -— E[X] - -— Y pixi— T2 ). piVaRy(X)
q 9 y,<VaR,(X) 9 y,>VaR,(X)
1 fo 1 >
=— [EX= Y o )+ [ (1—g)VaR ()~ VaR,(x) ¥
—q PR —q i=ip+1
1
— :1 Z p,xl> +— (( Y pi— )VaRq(X)>
j=—o0 i=—00
1 fo
=— | EX|— x;i +0VaR,(X) | .
=g | & P OVaRa()
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5. Aufgabe

b) Es gilt
CTE,(X) = E[X|X > VaR, (X)]

= Z PiXi.

Z Di i=ip+1

[=—o0

Aus 8 = 0 folgt ferner

lo
Y ri=q

|=—o0

Damit erhilt man

ES, (X) = ﬁ (E[X] -y pixi+5VaRq(X)>

j=—o0
= Z PiXi
Z Di i=ip+1
i:—oo
— CTE, (X). -
#H it itat
©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° 26



Losungen

5. Aufgabe

c) Mit

und

ES,(X) = VaR,(X) + L Y pi(xi—VaRy(X))

erhilt man:

| p || 1-p VaRgyq(X) ESgyq(X) |

0,5% || 99,5% 0 150
1% 99% 0 300
1,5% || 98,5% 300 300
UH
FoA Universitit Hambur g
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6. Aufgabe
a) Fiir X ~ LN(u, 0?) gilt

und damit

1—FX(x):1—<I><W> :@(—w).

c
Daraus folgt:

Fz() =1-g(1—Fx(x))
1 —
“o(e (o)) )
(0
()
(6

1 —_

1o (=l ao))
o
e <ln(x) . (,u+occ)>
(o)
D.h. es gilt X ~ LN(u + oo, 62). oy
©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen o 20"
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6. Aufgabe

b) Fir o > 0 gilt
) (A0 g (M) gy

o 0

Fy

fiir alle x € R. D.h. X dominiert X stochastisch (vgl. Abschnitt 2.1) und ist
damit risikoreicher als X.

¢) GemiB Aufgabenteil a) gilt X ~ LN(i 4+ a2, 62). Zusammen mit dem
Hinweis folgt daraus:

pe(X) =E[X] = plitao+o’/2

Universitat Hamburg
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Losungen

1. Aufgabe

a) Aufgrund der Normalverteilungsannahme X; ~ N(i;, 07) gilt
o; _
RK(X;) = BS, (X; ~ EIXi)) = BS, (Xi) ~ ElX] = ;=0 (* (@) @
mit ¢ = 0,99 (siche Abschnitt 2.5). D.h. RK(X;) ist proportional zur Standard-
abweichung o;. Aus der Reproduktionseigenschaft der Normalverteilung folgt

X ~N(u,0%).

Da die verschiedenen Risikokategorien als stochastisch unabhéngig
angenommen werden, gilt weiter

4
o’ = = Var(X Z Var(X Z 612
i=1

Fiir das Risikokapital von X folgt damit

RK(X) = ——¢ (07!(g)) =
1—¢g \

©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° 33

Losungen

1. Aufgabe

D.h. bei stochastisch unabhéingigen normalverteilten Risiken ist das
Risikokapital des aggregierten Risikos durch die Wurzel der Summe der
quadrierten Risikokapitalien der Einzelrisiken gegeben. Hier resultiert

RK(X) = v/ 1952 + 602 + 2102 4752 ~ 302 Mio. CHF.

Dies ergibt den Diversifikationseffekt
4
D(Xi,.. Z (X) ~ 238 Mio. CHF

bzw. in Prozent

D(X1,..., Xe)

540 Mio. CHE ~ H4%:

b) Die Risikokategorien werden nun nicht mehr als stochastisch unabhéngig
angenommen. Mit den angegebenen Korrelationen p;; erhélt man

02 = Var(X Z Cov(X;,Xj) = Y, pjjoi0; bzw. o=
ij=1 ij=1

©2025 M. Merz ° Universitidt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 °
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1. Aufgabe

Mit o = (Gl,Gz, 03, G4)T und

1 —008 024 024

—008 1  —037 —0.29

024 —037 1 0,37
024 -029 037 1

R =

erhilt man in Matrixschreibweise
c=VoTRo.
Zusammen mit
u = (RK(X;),RK(X,),RK(X3),RK(Xy))"

und (2) erhilt man damit fiir das Risikokapital von X

RK(X) = = <q’_1(q)):\/(P(q)_—l(q))aTRa—‘z’ (&~ ()

l—¢ l—¢ l—¢
= v u/Ru.
©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen °
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1. Aufgabe
Damit resultiert
RK(X) ~ 340 Mio. CHF,

was einem Diversifikationseffekt von

4
D(X,...,Xs) = ) RK(X;) —RK(X) ~ 200 Mio. CHF
i=1

bzw.

D(Xy,...,X4) _
540 Mio. CHF 37%

entspricht.
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2. Aufgabe

a) Aufgrund der Translationsinvarianz des Expected Shortfalls (vgl. Abschnitt
2.2) gilt fiir die Risikokapitalien der drei Geschiftsbereiche

RK(X;) = ESg05(X;) =ESgo5(Yi) —¢;  fiiri=1,2,3. 3)

X1 : Mit der Formel fiir den Expected-Shortfall von normalverteilten Risiken
(vgl. Abschnitt 2.5) erhilt man daher mit (3) und ¥; ~ N(100,20?) fiir den
ersten Geschiftsbereich das Stand-alone-Risikokapital:

_ 05— -1 _
RK(X;) = ESg05(Y1) — 105 100+1_0795¢(c1> (0,95)) 105

~ 36,3

Dabei sind ¢ und ® die Dichte bzw. Verteilungsfunktion der Standardnormal-
verteilung.

X,: Mit der Formel fiir den Expected-Shortfall von lognormalverteilten Risiken
(vgl. Abschnitt 2.5) erhélt man mit (3) und Y, ~ LN(4, 1) fiir den zweiten
Geschiftsbereich das Stand-alone-Risikokapital:

1
RK(X,) = ESqo5(Y2) — 120 = me““/zqn(l —®71(0,95)) — 120
~ 3472

Universitat Hamburg
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2. Aufgabe

X3: Mit der Formel fiir den Expected-Shortfall von Pareto-verteilten Risiken
(vgl. Abschnitt 2.5) erhélt man mit (3) und Y3 ~ Par(4,300) fiir den dritten
Geschiftsbereich das Stand-alone-Risikokapital:

4 _
RK(X3) = ESg 95(Y3) — 130 = 300 (g(l —0,95) 07195) —300—130
~ 415,9

b) Mit RK(X) = ES 95(X) = 622 und den Ergebnissen aus Teilaufgabe a) erhilt
man den Diversifikationseffekt

UH
i
Lol Universitat

3
D(X1,X>,X3) = ) ESq05(X;) —ESg0s(X)
i=1
=36,3+347,24+415,9 — 622
= 177 4.
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2. Aufgabe

c) Beim proportionalen Allokationsverfahren berechnen sich die Risikokapitalien
gemal

(vgl. Abschnitt 3.3). Mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe a) und
RK(X) = ESq 95(X) = 622 ergeben sich daher fiir die drei Geschiftsbereiche
die folgenden Risikokapitalien:

36,3

RK(X;) = 622 =282
(X1) 36,3+ 3472 +4159 :
3472
RK(X,) = ’ 622 =2702
(X2) 36,3+ 3472+ 4159 ’
4159
RK(X3) = ) 622 = 323.6
(X3) 36,3+347,2+415,9 ’

lEi

Universitat Hambury
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2. Aufgabe

d) Beim inkrementellen Allokationsverfahren berechnen sich die Risikokapitalien
gem'aiB RK(Xl ) = ESO,95 (Xl ) und

] i—1
RK(X;) =ES¢ 95 CZ Xj) —ESo.95 ZX,) fiiri =2,3
=1 =1

(vgl. Abschnitt 3.4). Mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe a) sowie

RK(X; +X;) = ESg 95 (X1 +X>) = 360,6 und RK(X) = ESq 95 (X) =622
ergeben sich daher fiir die drei Geschiftsbereiche die folgenden Risikokapi-
talien:

RK(X|) = ESg5(X1) = 36,3

RK(X,) = ESg.05(X; +X2) — ES.05(X;) = 360,6 — 36,3 = 3243
RK(X3) = ESO’95 (Xl + X5 +X3) — ESO795 (Xl +X2) =622 —360,6 = 2614

UH
i
Lol Universitat
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2. Aufgabe

e) Bei Shapley-Wert-Allokation berechnen sich die Risikokapitalien gemif

RK(Xi):iw ) (p(ZXH—Xi) —p(ZXl>>

MC{123\{i},|M|=k leM leM

firi =1,2,3 und RK < Y Xl> := 0 fiir [M| = 0 (vgl. Abschnitt 3.5). Mit den
leM
Ergebnissen aus Teilaufgabe a) sowie

RK (X +X>) = ESg95(X1 +X2) = 360,6

RK (X +X3) = ESg5(X1 +X3) = 428,3

RK(X; 4 X3) = ESg 05(X2 +X3) = 606,7
RK(X) = ES o5(X) = 622

ergeben sich daher fiir die drei Geschéftsbereiche die folgenden
Risikokapitalien:
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©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° 42



Losungen

2. Aufgabe

2 1
RK(X;) = EESO’% (X1)+ c (E30,95 (X2 +X1) —ESq,05(X2)

+ESq,95(X3 +X;) —ESp 95(X3 ))

2
+e (ES0,95(X1 + X2 +X3) —ESq95(X2 +X3))
2
+ £(360.6 —347,2+428.3 — 415.9) + = (622 - 606,7) = 21.5

~
~

.36,3

(@) NI\ e Y [ \)
AN =

1
RK(X,) = —ESg 95(X2) + 3 (ESo,95 (X1 +X5) —ESg05(X1)

+ES(,95(X3 +X2) —ESp 95(X3 ))

2
+e (ES0,95(X1 + X2 +X3) —ESq95(X1 +X3))

2 1 2
~ 234724 £(360,6 ~ 36,3 +606,7 — 415.9) 4 = (622 - 428,3) = 266,15
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2. Aufgabe

2 1
RK(X3) = —ES( 95(X3) + — ( ESq,95(X; +X3) —ESq 95(X1)
6 6

+ESo.95(X2 +X3) —ES 95 (Xz))
2
+e (ESo.05(X1 + X2 +X3) —ESq 95(X1 +X2))
2 1 2
~ 24159+ (428,32 36,3+ 606,7 — 347,2) + = (622~ 360,6) = 334,35

UH
i
Lo Universitat Hambury

©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° 44



Aufgabe 3 |

UH
i
Lol Universitit Hamburg

©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° 45

Losungen

3. Aufgabe

a) Mit der Varianz-Kovarianzmatrix aus Ubungsaufgabe 3) in Kapitel 2 erhilt
man:

Cov(X,X;) =Cov(X; + X + X3,X1)

= Var(X;) + Cov(X3,X;) + Cov(X3,X;) = 1444+ 1540 =159
Cov(X,X,) = Cov(X; + X + X3,X>)

= Cov(X1,X,) + Var(X,) + Cov(X3,Xp) = 154+ 6,25+0 = 21,25
Cov(X,X3) = Cov(X| +X» + X3,X3)

— Cov(X1,X3) +Cov(Xa,X3) + Var(X3) = 040+ 56,25 = 56,25

Bei Verwendung des Kovarianzprinzips und des Expected-Shortfalls zum
Sicherheitsniveau g = 0,995 als RisikomaB resultieren folglich die

Risikokapitalien:

Cov(X,X 159

RK(X]) = #}()I)ESOSQS (X) ~ m64,47 = 43,35
Cov(X,X>) 21,25

RK(X,) = ————=ES X)~ 64,47 =5,79

(X2) Var(X) 0,095 (X) 2365 :

Cov(X,X3) 56,25

RK(X3) = ————=ES X) ~ 64.47 = 15,33

lEi

oux forscr
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3. Aufgabe

Das modifizierte Kovarianzprinzip liefert dagegen:

Cov(X,X
RK(H1) = B[] + St (ES0095(0) ~ EIX)
159
~ 104+ —— 7365 (64,47 —20) = 39,90
Cov(X, X
RK(X,) = E[Xp] + W (ESO,995 (X) - E[X])
21,25
~ 5+ m (64,47 —20) = 9,00
Cov(X, X
RK(X3) = E[X3] + ﬁ (ESo,905(X) — E[X])
56,25
~ 54 (64,47 —20) =1
5+2365(6 0) = 15,58

b) Es gilt X = (X,X>,X3)T ~N(u, X). Das Conditional-Tail-Expectation-
Prinzip zum Sicherheitsniveau g = 0,995 stimmt daher mit dem modifizierten
Kovarianzprinzip iiberein, wenn dort CTE( g95(X) als Risikomall verwendet
wird (siehe letzter Satz in Abschnitt 3.7).
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3. Aufgabe

Da jedoch im Falle von Risiken mit stetiger Verteilung die RisikomafBe

CTEg 995(X) und ESg 995(X) libereinstimmen (siehe letzter Satz in Abschnitt
2.5), liefert das Conditional-Tail-Expectation-Prinzip dieselben Ergebnisse wie
das modifizierte Kovarianzprinzip mit ESg g95(X) als Risikomal (fiir die
Ergebnisse sieche Losung der Ubungsaufgabe 3a) in Kapitel 2).

c) Das Euler-Prinzip stimmt bei Verwendung eines Risikomalles der Form
p(X) = E[X] + ao(X)

mit dem modifizierten Kovarianzprinzip iiberein, wenn dort ebenfalls das
RisikomaB p(X) = E[X]| + o (X) verwendet wird (siehe Satz in Abschnitt
3.8). Da jedoch wegen X = (X1, X»,X3)7 ~ N(,X) die Risiken X, X5, X3
und X Normal-verteilt sind, ist der Expected-Shortfall von der Form

¢ (2"'(a))

I—gq
(vgl. Abschnitt 2.5). Das Euler-Prinzip stimmt somit bei Verwendung des
Expected-Shortfalls zum Sicherheitsniveau g = 0,995 als Risikomal} mit dem
modifizierten Kovarianzprinzip iiberein, wenn dort ebenfalls der
Expected-Shortfalls zum Sicherheitsniveau g = 0,995 als Risikomal} verwendet
wird (fiir die Ergebnisse siehe Losung der Ubungsaufgabe 3a) in Kapitel 2). .

p(X) =EX]+ aoc(X) mit o=

Universtit Hamburg
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1. Aufgabe

a) Fir Y ~ Par(o,A) gilt

2 \% ..
Fy(y) = 1—(7L—+y) firy >0
0 sonst

(vgl. Abschnitt 4.12). Damit erhilt man fiir alle # > 0:

A \¢
; (1 _ — i y(_ =
yhmooe (1-Fy(y)) _yhmooe (/'L y)

A% tim —
g 1Im ———— = o©
v (A +y)*
Somit ist der rechte Tail nicht exponentiell beschrinkt. D.h. bei einer
Par(a, A )-Verteilung handelt es sich um eine subexponentielle Verteilung (vgl.
Abschnitt 4.1).
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1. Aufgabe

b) Fiir Y ~ Weibull(a, b) gilt

1—e 0P fiiry>0
Fy(y) _ { e ury

0 sonst
(vgl. Abschnitt 4.11). Damit erhilt man fiir alle # > O und a < 1:

lim ¢ (1 — Fy(y)) = lim ¢”e~0/b)"

y—reo y—reo
= lim "/
y—roo
— fim () — o
y—roo

D.h. bei einer Weibull(a, b)-Verteilung mit a < 1 handelt es sich ebenfalls um
eine subexponentielle Verteilung (vgl. Abschnitt 4.1).
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2. Aufgabe

a) Aus N ~ Bin(n,p) folgt E[N] = np (vgl. Abschnitt 4.2) und damit

E[X] = %E[N] —p.

D.h. X ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir p.
b) Aus N ~ Bin(n,p) folgt Var(N) = np(1 — p) (vgl. Abschnitt 4.2). Aus

EN]=np und  E[N?] = Var(N)+E[N]?> = np(1 —p) +n’p?
folgt ferner:

E[¥] = E[nX(1 — X)] = nE lM]

n2
- % (nIE[N] —E[NZ])
=np—p(1—p) —np*

=np(l—p)—p(l—p)
# np(1 —p) = Var(N)

D.h. Y ist ein nicht erwartungstreuer (d.h. verzerrter) Schitzer fiir Var(N). g

i
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3. Aufgabe

a) Die Zufallsvariablen Y; fiir i = 1,...,n besitzen die momenterzeugende
Funktion

MYU%:I%; firr <A

1

(vgl. Abschnitt 4.7). Damit erhélt man fiir Y =} | ¥; die momenterzeugende
Funktion

My (t) =E[e"]

E [et271 Y"]

=E ﬁetYi
i=1

E [em]

S

N
[
—_

|
.:=

N
Il
_

MYi(t)

Ay
A—t

fiir < A. Dies ist jedoch die momenterzeugende Funktion einer I'(n, A )-Ver-
teilung (vgl. Abschnitt 4.7). D.h. Y ist I'(n, A )-verteilt.
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3. Aufgabe

b) Fiiry > 0 gilt
Fy(y) =PAY <y)
=P(Y <y/A)=Fy(y/2)
und somit

far(y) =Foy ()

= TFV /M)

1
= - A).
Y (y/2)
Daraus folgt zusammen mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe a) und der

Dichtefunktion einer I'(n, A )-Verteilung (vgl. Abschnitt 4.7) fiir y > 0:

Fir0) = 1 g 04 e

_ 1 n—1 _—y
T T ¢

Dies ist jedoch die Dichtefunktion der I'(n, 1)-Verteilung.

UH
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3. Aufgabe

¢) Im Folgenden seien x(/2) und x(1 — ¢/2) das & /2- bzw. (1 — a/2)-Quantil
einer I'(n, 1)-Verteilung. Mit den Ergebnissen aus den Teilaufgaben a) und b)
folgt dann:

Yy,...,Y, ~ Exp(4) und stochastisch unabhingig
n

— Y=Y 7Y, ~T(nA)

i=1
=AY ~T'(n,1)
— P(x(0t/2) <AY <x(1—0/2)) =1-0a

:IP’(X(OCT/Z)<A<X(1_TOC/2)):1—05

D.h. das 100(1 — &) %-Konfidenzintervall fiir den Parameter A einer Exp(A)-
Verteilung ist gegeben durch

x(a/2) x(1—a/2)
i Y; | i Y;
i=1 i=1
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4. Aufgabe

Die Likelihood- und Log-Likelihoodfunktion einer IG(u, A )-Verteilung sind gegeben

durch

A 2
(Yi—p)
L(u,A;Yq,... oy
(1 1 H 27:Y3
1
A)"z’”lz oA G, AR
~(35) (IT55) ew ——zYi—z—)
(275 (il Yl3> ( poars s 257
bzw.
n

In(L(u,A3Yq,...,Y,)) = E(ln(/'t)—ln (27)) - = Zl —|— — — m ZY - = Z —.

Durch partielles Ableiten der Log-leehhoodfunktlon nach dem Parameter ¢ und

anschlieBendes Nullsetzen der partiellen Ableitung erhélt man

dIn(L(u,A;Yq,....Y, A A !
n( (.uaa 1 n)):_n_2+_32Yi;0
H H K i3
Auflosen dieser Gleichung nach u liefert fiir ,u den ML-Schitzer
B
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4. Aufgabe

Durch partielles Ableiten der Log-Likelihoodfunktion nach dem Parameter A und
anschlieBendes Nullsetzen der partiellen Ableitung erhélt man

oln(L(u,A;Yq,....Y, n n 1 & 1 & 1
LAt ta)) nn Ly 1]
H20s 5 i=1 1
Einsetzen des ML-Schitzers (4) fiir u liefert
n n n LI
ML ML .
20 U 2u 24y,
und somit
1 n
roak (5w
Auflosen dieser Gleichung nach A liefert fiir A den ML-Schitzer
ML n
AN = )E ( 1 1 ) .
S \Y
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5. Aufgabe

a) Aus Y ~ Exp(A) folgt, dass Y die Dichtefunktion

Le ™™ fiiry>0
fr(y) = { :

0 sonst

besitzt (vgl. Abschnitt 4.7). Da es sich bei X um eine Potenztransformation von
Y mit ¢ = —1 handelt, ist die Dichtefunktion von X gegeben durch

fx(x) = e}y (x€)  fiirx>0

mit ¢ = —1 (vgl. Abschnitt 4.14). D.h. es gilt

fr(1/x) ..
o) = {—x2 fiirx >0

0 sonst

A
B Mx—z)‘ firx >0
0  sonst

Universitat Hamburg
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5. Aufgabe
b) Fiir
A
u Ude x
Fx(u) :/ fX(x)dx:/ 5— dx
oo 0 X
erhilt man mit der Substitution z = )lc, dz = — % dx,x=0— z=ocound
X=u—rz=1:

1
Fy(x) = — / “Ae Mgz

= /1 Ae M dy

u

I
|
<\|
Y
2
——
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5. Aufgabe

c) Aus
1
FX(”) = e_% = E
folgt durch eine kurze Umformung
A
umedian = ln(2) .
Ferner gilt
A A
2he” s APeTr 1
"(x) = — — =0,
fX (x) 3 + 2 2

und eine kurze Umformung liefert weiter

A

2xde 4 A% =Aen (A —2x)=0.

D.h. der Modalwert ist gegeben durch

Xmode = bR
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6. Aufgabe

Die Zufallsvariable X ~ Exp(A) mit A > 0 besitzt die Dichtefunktion

de 2 fiirx >0
0 sonst

(vgl. Abschnitt 4.7). Bei der Funktion

A
g Ry —>R+,x|—>y:aexp(7x>—a

mit a,b,A > 0 handelt es sich um eine stetig differenzierbare sowie streng monoton

wachsende Funktion mit der ersten Ableitung

A A
g'(x)= fexp (%) >0 firx e Ry.

Durch Auflosen der Gleichung

nach der Variablen x resultiert

b y+a
x-/,Lln< p >

©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1
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6. Aufgabe
D.h. die Funktion g besitzt die Inverse

g_l Ry — Ry, y—=x= %m (y—l—a).
a

Losungen

Zusammen mit dem Transformationssatz fiir Dichtefunktionen (vgl. Abschnitt 4.14)

erhilt man daher, dass die Zufallsvariable Y = g(X) fiir y > 0 die Dichtefunktion

y+a
"LT
4 b
_<m> _ bd
e T )t

besitzt. D.h. es gilt Y ~ Par(b,a) (vgl. Abschnitt 4.12).
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7. Aufgabe

a) Die Zufallsvariable X ~ I'(a, ) mit & > 1 und B > 0 besitzt die

Dichtefunktion
B* o1, .
fx<x>_{mxa e firx>0

0 sonst

(vgl. Abschnitt 4.7). Die Zufallsvariable Y = Z ~1 pesitzt somit eine inverse
Gamma-Verteilung, deren Dichtefunktion fiir y > 0 durch

fr) =y 20

2 B% e,y

= )’

_ B @8
gy e 5)

gegeben ist (vgl. Abschnitt 4.14). Damit erhélt man fiir den Erwartungswert
von Y die Darstellung

E[Y] Z/Omyfy(y)dy

a B
_ (X——d
/r Y
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7. Aufgabe

Mit der Substitution

1
y=—-,dy=——=dx, y=0—x=0cound y=c0o —x=0
X X

folgt daraus weiter:

E[Y] = —

0 (04

1
o —ﬁx_d
- Do) ¢ 2%

o) o
— P a-2 —Bx
/0 F( )x e dx

o—1
Iy / r[3 e Prax

7

el
a—1
Dabei ist das Integral in der vorletzten Zeile gleich 1, da es sich beim
Integranden um die Dichte der I'(a — 1, B)-Verteilung handelt.
©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen o
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7. Aufgabe

b) Es gilt

0 sonst.

Jix.y=y) (x,y) = {fXYy(x)fY(y) fiir x,y > 0

Zusammen mit (5) liefert dies fiir die unbedingte Dichte von X fiir x > 0:

x) = /oofx,Yzy (x,y)dy

= / fX|Y—y v (v)dy

B(X
_ —;_y (a+1)
0oy I(a)

¥ et~
— y
/0 Ha) e v dy

_[7 (ﬁ+x)a+2 —(a )—% o (OC+1)
_/0 y\l“(oc+2) h dy x B (B +x)o"2

(%)

e Ydy

(7

©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen ° 72



Losungen

7. Aufgabe

Ein Vergleich von (*) mit (5) zeigt, dass es sich bei (*) um die Dichte einer
Inversen Gamma-Verteilung mit den Parametern & + 2 und 8 + x handelt. D.h.
bei dem Integral

“ BT g b
/0 Y Tlo+2) ¢ v d

handelt es sich um den Erwartungswert einer Zufallsvariablen, die eine mit den
Parametern & + 2 und B 4 x Inverse Gamma-Verteilung besitzt. Aus (7) und (6)

folgt daher fiir x > 0:
_ B+x o ala+1)
K= o1 P e
__ap”®
 (BAx)t!

Dies ist jedoch die Dichte der Par(a, )-Verteilung (vgl. Abschnitt 4.12).
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1. Aufgabe

Mit der Faltungsformel (vgl. Abschnitt 5.2) erhélt man fiir die bedingte
zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung

PO<S<s)
P(S > 0)

_ Fs(s) - Fs(0)
1—-Fs(0)

Fs(s|S>0)=P(S<s[S>0) =

— m (ng/VF?n(S) PN =n)—-PWN

fiir s > 0. Durch Ableiten erhélt man daraus fiir die bedingte Dichte

dFs(s|S > 0)
ds

ZI—M;=® L fi"(s)- BN =n)

Js(s|S>0) =

fir s > 0.
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2. Aufgabe

Aus N ~ Geo(p) und Y ~ Exp(A) folgt

pe=P(N=k)=p(1—p)* fiirk e N

(vgl. Abschnitt 4.4) bzw.

Le ™™ fiiry>0
fr(y) = { g

0 sonst

(vgl. Abschnitt 4.7). Ferner besitzt die Summe Y ;| ¥; von n stochastisch unab-
hiéngigen Exp(A)-verteilten Zufallsvariablen Y; eine I'(n,A)-Verteilung (vgl.
Abschnitt 4.7). D.h. fiir die Dichte f;" von Y1 | Y; gilt

A" n—1_—As fii >0
f?”(S)—{("l)’s © ®)

0 sonst

(vgl. Abschnitt 4.7).
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2. Aufgabe

Zusammen mit £3°(s) = O fiir s > 0, (8) und dem Ergebnis aus der letzten
Ubungsaufgabe liefert dies fiir s > 0:

1 o0

fS(S|S > 0) = m Zof;n(s) 'P(N: n)
1 oo
B =0) BT

oo n—1
_ e—lslp Z (As(l _p))

< (As(1—p))"
—e )lepz ( ( p)) — e /’lepels(l D) Ape Aps

n!
n=0
Dabei wurde in der vorletzten Gleichung ¢* = Y, )’i—': fiir x € R verwendet.
n=0 "
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2. Aufgabe

D.h. S ist, bedingt gegeben S > 0, Exp(Ap)-verteilt und die Verteilungsfunktion von
S, bedingt gegeben S > 0, lautet somit

l—e S fiirs>0
0 sonst '

FS(S|S > O) = {

Die unbedingte Verteilung von S, d.h. die zusammengesetzte Gesamtschaden-
verteilung F(s), ist daher fiir s > 0 gegeben durch

Fs(s)=P(S=0)-Fs(s|S=0)+P(S>0)-Fg(s|S > 0)
— P(N =0)-P(S < 0[S = 0) +P(N > 0) - Fs(s|S > 0)

=p-1+(1—p) (l—e_lps).

D.h es gilt insgesamt

Fy(s) p+(1—p) <1—e_’lps> fir s > 0
S f— .
0 sonst

Die zusammengesetzte Gesamtschadenverteilung Fg(s) besitzt folglich an der Stelle

Universitat Hamburg

S = 0 die Punktmasse P(N = 0) = p. »
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3. Aufgabe
Im Folgenden sei:

A := Schadenaufwand iibersteigt 500 CHEF, aber nicht 2.000 CHF
B := Schadenaufwand iibersteigt 2.000 CHF
Ny := Jahrliche Schadenanzahl fiir A
Np := Jahrliche Schadenanzahl fiir B
Ua := 1.000 CHF durchschnittlicher Schadenaufwand fiir A
up :=5.000 CHF durchschnittlicher Schadenaufwand fiir B
d, := 500 CHF Selbstbehalt bei Deckungsart a)
dp :=2.000 CHF Selbstbehalt bei Deckungsart b)
R, :=EI[S,] := Risikoprimie bei Deckungsart a)
Ry, :=E[S,] := Risikopriamie bei Deckungsart b)
P, := Pramie bei Deckungsart a)
Py, := Pramie bei Deckungsart b)
Ferner gilt
Ny ~T1(8) und  Np~TII(2)
und somit insbesondere E[N4] = 8 bzw. E[Np = 2] (vgl. Abschnitt 4.3). A
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3. Aufgabe

Mit der ersten Formel von Wald (vgl. Abschnitt 5.3) erhélt man fiir die reinen
Risikopridmien die Werte

Ry = E[S4] = E[Na](ta — da) +E[Np](1p — da)
= 8-(1.000 — 500) +2 - (5.000 — 500) = 13.000 CHF

und mit P(Ng = n) = zne!* : (vgl. Abschnitt 4.3) weiter

n

Ry =E[Sp] = E[Nplup —P(Np=1)-d, —P(Np=2)-2-dp —P(Np =2 3)-2-d),
=E[Nplup —P(Ng =1)-dp, —P(Ng = 2)-2-dp

—2.5.000—2¢~2-2000 — (1 e Ze_2> .2.2.000 = 7.082,68 CHF.
Mit einem Loading von 30% fiihrt dies zu den Primien

P,=13-R, =16.900 CHF
und

P, =13-R), = 9.207,49 CHF.
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4. Aufgabe

a) Es sei N; ~II(A;) die Schadenanzahl und Y; die Einzelschadenhohe in der i-ten
Fahrzeugart. Dann gilt:

S

3 3 N;
5=y
i=1 i=1i=1

Mit der ersten Formel von Wald (vgl. Abschnitt 5.3) und E[N;] = 4; (vgl.
Abschnitt 4.3) folgt somit

3 3
Em:;mm:ZE

i=1

N, 3
) Yi] =Y AE[Y]]
i=1 i=1

und mit der zweiten Formel von Wald (vgl. Abschnitt 5.3) und Var(N;) = A;
(vgl. Abschnitt 4.3) erhélt man aufgrund der stochastischen Unabhéngigkeit

Var(S) = iVar(Si) =
i=1 ‘

B
3
R
™=
=~
N——

I
S

N
Il
_

(E[Y;]*Var(N;) + Var(Y;)E[N;])

I
e

N
|
R

(mm%ﬁwmxmg:ihmﬁy
i=1
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Man erhiilt daher:
| i | Fahrzeugart || Anzahl Freq.in% A; E[Y;] Vko(Y;) Var(Y;) E[Y?] E[S]] Var(S;)  o(S;) |
1 | Personenwagen 40 250 10,0 2000 2,5 25.000.000 29.000.000 20.000 290.000.000 17.029
2 | Lieferwagen 30 230 6,9 1700 2,0 11.560.000 14.450.000 11.730 99.705.000 9.985
3 | Lastwagen 10 190 1,9 4000 3,0 144.000.000 160.000.000 7.600 304.000.000 17.346
Gesamt 80 235 18,8 2.092 39.330 693.705.000 26.338

Es gilt damit insbesondere
E[S] =39.330 und o (S) =26.338.

b) Die reine Risikopriamie betrigt E[S] = 39.330, und die Primie geméf des
Varianzprinzips mit Loading-Faktor ot = 3- 1076 ist damit

n(S) = E[S] + aVar(S) =39.330+3 - 107%.693.705.000 = 41.411 CHF.
Das Loading auf der reinen Risikopriamie betrigt somit

2.081
39.330

41.411 —39.330 =2.081 CHF bzw.

~5,29%.
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5. Aufgabe

Aufgrund der Aggregationseigenschaft der zusammengesetzten Poisson-Verteilung
ist der aggregierte Gesamtschaden S ebenfalls zusammengesetzt Poisson-verteilt, und
zwar mit dem Poisson-Parameter A = A; + A, + A3 = 12 und der Mischverteilung

M A A3 1 1 1

Fy(s) = 7F1(S) + TFz(S) + 7F3(S) = §F1(S) + ng(S) + §F3(S)

als Einzelschadenhohenverteilung (vgl. Abschnitt 5.4). Diese besitzt die
Wahrscheinlichkeitsfunktion

- M A A3 1 1 1
Sfr(s) = () + 5 (s) + 57f3(5) = 31 (s) + () + 5f3(5)-
Zum Beispiel gilt P(¥Y = 200) = f¢(200) = 0,5+ ¢ -0,0+ 1 -0,2 = 18 Man erhilt
insgesamt:
s | P(U=s) P(V=s) PW=s) | P(Y=y%)

200 0,5 0,0 0,2 16/60

300 0,3 0,3 0,3 18/60

400 0,2 0,4 0,3 17/60

500 0,0 0,3 0,1 6/60

600 0,0 0,0 0,1 3/60

Universitat Hamburg
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5. Aufgabe

Ferner gilt:

1)+P(Y1 + Y, §400) -P(NZZ)
= P(N = 0)+P(Y; <400)-P(N = 1) +P(Y; <200)*-P(N =2)

Mit P(N =n) = 1272 (vgl. Abschnitt 4.3) folgt daraus weiter

n!

51 16\ 122¢12
P(S§400)=e—12+@-12e—12+(a) - ; = 0,0001002735.

Ferner gilt
E[Y]=336,67 und  E[Y?]=126000.

Zusammen mit der ersten und zweiten Formel von Wald (vgl. Abschnitt 5.3) liefert
dies fiir die ersten beiden Momente von S die folgenden Werte:

E[S] = A -E[Y] = 12-336,67 = 4.040
Var(§) = A -E[Y?] = 12126000 = 1.512.000

swi

RSCHUNG
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6. Aufgabe
Es wird folgende Notation verwendet:

Schadenkategorie folgenlos nicht folgenlos Gesamt
<50.000 | >50.000 |

Schadenanzahl No Np N> N
Einzelschadenhdhen

- Erwartungswert 0 Uy, Uy, Uy

- Varianz 0 G%l 6%2 G%
Schadenaufwand

- Erwartungswert 0 Us, s, Us

- Varianz 0 031 632 0'3%

Die Schadenanzahl in der Region ist Poisson-verteilt und zwar mit dem Parameter
A =E[N] =90.000-0,08 = 7.200. Aufgrund der Zerlegungseigenschaft der
Poisson-Verteilung (vgl. Abschnitt 4.3) sind damit auch die Schadenanzahl Ny, N
und N, in den verschiedenen Schadenkategorien stochastisch unabhéngig und
ebenfalls Poisson-verteilt und zwar mit den folgenden Parametern:

Ao =E[Ng] = 40,25 = 1.800
A =E[N;] =1-0,75-0,99 = 5.346
A =E[N,] = 2-0,75-0,01 = 54
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6. Aufgabe

Ferner gilt:

1y, = 3.000
Ly, = 300.000

o7, = 3%-3.0007
o7, = (1,5)*-300.0007

Damit erhilt man:

Us, = A1 -y, = 16.038.000 Euro
Us, = Ay -y, = 16.200.000 Euro
Us = Us, + ts, = 32.238.000 Euro
Die Poisson-verteilten Schadenanzahlen N, N> und die Einzelschadenhéhen sind

stochastisch unabhingig. Daraus folgt, dass auch die Schadenaufwendungen S| und
S, stochastisch unabhéngig sind.

Universitat Hamburg
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6. Aufgabe

Es gilt daher
03, = M- (uf, + 07, ) = 481.140 Mio. Euro
03, = o+, + 07, ) = 15.795.000 Mio. Euro
o3 = 05 + 03, = 16.276.140 Mio. Euro
und somit
(o]
Vko(S)) = —L = 4,32%
us,
(o]
Vko(S;) = —2 =24,53%
Us,
Oy
Vko(S) = —= =12,51%
Us
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7. Aufgabe

Wegen N ~T1(2) gilt P(N = k) = %—I;e_z fiir k € Ny (vgl. Abschnitt 4.3). Fiir die
Parameter im Panjer-Algorithmus gilt ferner fy(0) =0, u =1,a=0und b =1 = 2.
Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion von § erhélt man somit

e m® W (R VALV

fir alle / € N und

£5(0) =po = P(N =0) = ¢

(vgl. Abschnitt 5.5). D.h. es gilt

fs(0) =P(N =0) =e 2 =0,1353
fs(1) =2fy(1)£5(0) = 0,1624
fs(2) =fr(1)fs(1) +2fy(2)fs(0) = 0,1624
2
£53) = 5 (Fr(Dfs(2) +26y 2)fs(1) + 3 (3)5(0) ) =0,1429.
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8. Aufgabe
Aus der stochastischen Unabhingigkeit von S und $; folgt

l
P(Si+S=0)=) P(S;=k)-P(S,=1—k)  fiirl € Np. )
k=0

Die Wahrscheinlichkeiten
fs,(1) :=P(S; =1) und fs5,(I):=P(S,=1) fir 1 € Ny
konnen mit Hilfe des Panjer-Algorithmus berechnet werden.
Zufs (I): Wegen N ~TI(2) gilt P(N =k) = %—];e_z fiir k € Ny (vgl. Abschnitt 4.3).

Fiir die Parameter im Panjer-Algorithmus gilt fy(0) =0,u=1,a=0und b= A = 2.
Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion von §; erhélt man somit

1 l bk
N= —— — k [—k
e e OP I G I LG
7 I
=2 Y kfr(0)fs, (1K)
k=1

fiir alle / € N und fs, (0) = pg =P(N =0) = e 2 (vgl. Abschnitt 5.5). ", [
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8. Aufgabe
Zufs, (I): Wegen N ~ NBin(2,1/2) gilt P(N = k) = (“11)0,520,5 fiir k € Ny (vgl.
Abschnitt 4.4). Fiir die Parameter im Panjer-Algorithmus gilt fy(0) = 0, u = 1,
a=1—-p= % undb=(1-p)(r—1)= % Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion von
S5 erhilt man somit

l
fs, (1) = %; (a+ b—lk)fy(k)f&(l—k)
L k
= — 14+ = k [—k
35 (147 )i

2
fiir alle / € N und fs, (0) = po = P(N = 0) = (%) (vgl. Abschnitt 5.5).

Zusammen mit (9) liefert dies fiir S1,5, und S die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

P(S;=10) | P(S,=1) | P(S=1)
0,1353 0,2500 | 0,0338
0,1083 0,1000 | 0,0406
0,1380 | 0,1175 | 0,0612
0,1550 | 0,1230 | 0,0819

W N = O~

Universitat Hamburg
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1. Aufgabe

Bei einer Summenexzedenten-Riickversicherung mit dem globalen Selbstbehalt M
sind der Selbstbehaltsanteil eines Einzelrisikos mit Versicherungssumme v; und die
zugehorige Quote des Riickversicherers gegeben durch

M M
ci:min{—,l} bzw. l—cizl—min{—,l}
Vi Vi

(vgl. Abschnitt 6.2). Der Selbstbehaltsanteil des betrachteten Einzelrisikos und die
zugehorige Quote des Riickversicherers betrigt somit

. [ 100.000
ci—mln{m,l}—O,Z bzw. 1—¢;=0,8.

i
Lol Universitit Hamburg
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2. Aufgabe

a) Vor Riickversicherung ergeben sich die folgenden Werte:
E[S] = E[Yl] +E[Yz] =5+20=25
Var(§) = Var(Y; ) + Var(Y,) = 10> 4222 = 584

Vko($) = ¥ I\E’?;](S) - \/255@ ~ 0,9666

b) Die beiden Selbstbehaltsanteile betragen (vgl. Abschnitt 6.2)

, { M } 0,02M  fiir M <50
cy =mins —,1 » =
50 1 fiir M > 50

und

, { M } 0,01M firM < 100
cr) =mins —,1 » = .
100 1 fiir M > 100

Damit erhilt man fiir den Erwartungswert, die Varianz und den Variations-
koeffizienten des Selbstbehaltsanteils S die folgenden Werte:

UH
i
n

oxR FosscHul

©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen °

Losungen

2. Aufgabe

2
E[S] = ; ciE[Y;]

0,3M fir0 <M <50
=<¢54+02M fiir 50 <M <100
25 fiir M > 100

2
Var(S) = ch-zVar(Y,-)
i=1

0,0884M2 fiir 0 < M < 50

= ¢ 100+ 0,0484M?  fiir 50 < M < 100
584 fiir M > 100
Var(S)

Vko(S) = G

0,9911 fir 0 < M < 50

~ ) 1/10010,0484M7 ..

ro q VOO0 fiir 50 < M < 100
0,9666 fiir M > 100

UH
i
n

ouR FosscHun
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2. Aufgabe

Fiir den Erwartungswert, die Varianz und den Variationskoeffizienten des
transferierten Risikos § resultieren die folgenden Werte:

25—03M fiir 0 <M < 50
E[S] = E[S] —E[S] = { 20— 0,2M fiir 50 < M < 100

0 fiir M > 100
2
Var(S) = Z(l — c,-)zVar(Yi)
i=1
584 — 13,68M +0,0884M?  fiir 0 < M < 50
= { 484 —9.68M +0,0484M?  fiir 50 < M < 100
0 fiir M > 100
/ Var(S)
Vko(S) = Y=/
°8= gy
\/584—13,68M+0,0884M> ..
35—03M fir0 <M <50
— 2
V484 St fiir 50 < M < 100
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2. Aufgabe

¢) Der Variationskoeffizient Vko(S) des transferierten Risikos S wiichst als

Funktion des globalen Selbstbehalts M auf dem Intervall [0,50] von

Vko(S) = —V255§4 zu 1,1 streng monoton an. D.h. fiir alle globalen Selbstbehalte

M > 0 ergeben sich beim transferierten Risiko S hohere relative Gefahrlich-
keiten (gemessen am Variationskoeffizienten) als beim Ausgangsrisiko S.

Der Variationskoeffizient Vko(S) des Selbstbehalts S besitzt an der Stelle

200

My = 24~ 82,64
ein globales Minimum (siehe folgende Abbildung). D.h. der Variationskoef-
fizient von § verlduft als Funktion des globalen Selbstbehalts M im Intervall
[50, 100] nicht monoton. Dabei ist zu beachten, dass der Selbstbehalt S trotz
des Abschlusses der Summenexzedenten-Riickversicherung fiir sehr viele
globale Selbstbehalte M eine groBere relative Geféahrlichkeit aufweist als S.
Nur 1in einer kleinen Umgebung der globalen Minimalstelle M werden Werte

echt unterhalb von Vko(S) = —V25§4 ~ 0,9666 erreicht.

Universitat Hamburg
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3. Aufgabe

1.00 —

0.99 4

0.98 —

0.97 4

VK(S)
0.96

0.95 —
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3. Aufgabe

a) Bei der Verteilung von

N
=) 1y
i=1

handelt es sich um eine zusammengesetzte Verteilung (vgl. Abschnitt 5.1),
wobei die Summanden 14 .y (Y;) Bernoulli-verteilt sind mit dem Parameter

o= P(Yl‘ > d) =P <1(d’oo>(Yi) = 1)
und der momenterzeugenden Funktion
My, vy () = Ele' @) = (1 - )" + e = (1- ) + e’
Die Schadenanzahl N ~ Bin(n,p) besitzt die momenterzeugende Funktion
My(t) = (pe' +(1—p))"  fir teR

(vgl. Abschnitt 4.2). Fiir die momenterzeugende Funktion von N erhdlt man
daher

My (1) = My (ln(Ml(dM)(Yi)(t))) - (p((l —a)+ael)+(1— p))"

= (paet +(1 —pa))n
(vgl. Abschnitt 5.3). "
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3. Aufgabe

Dies ist jedoch die momenterzeugende Funktion einer Bin(n,pa)-Verteilung.
D.h. es gilt N ~ Bin(n, pa).
b) Die Schadenanzahl N ~ NBin(r,p) besitzt die momenterzeugende Funktion

My (1) = (ﬁ) fir r<—1In(1-p)

(vgl. Abschnitt 4.4). Fiir die momenterzeugende Funktion von N erhilt man

My(t) =My (ln(le,w)(Yf))) - P —a)+ae) )

r

p+(1-p)a
p)a—(1—p)ae
-p)a

p)
p+(1-p)a )’+pe’
1-p)a

r

t
e
p>a> -
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3. Aufgabe

Dies ist jedoch die momenterzeugende Funktion einer

NBin <r, Iﬁ) -Verteilung. D.h. es gilt N ~ NBin (r

o)
1-p) 'p+(1-p)a )°

oes 0
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4. Aufgabe

a) Gesucht ist die Verteilung des Zweitrisikos ¥ = max {Y —d,0}, bedingt
gegeben Y > 0. Wegen
Y[Y>0 = Y—d|Y>d
gilt fiir diese bedingte Verteilung fiir y > 0:
Fyly=o(y) =P(X <y|Y >0) =P(Y —d <y|Y > d)
P(d<Y <y+d)
P(Y > d)
_ Fy(d+y)—Fy(d)
1—Fy(d)

Wegen Fy(y) = 1 —e ™ fiir Y ~ Exp(1) und y > 0 (vgl. Abschnitt 4.7) folgt
daraus weiter

(10)

| — o= Md+y) _ <1 _ e—/ld)

F y) =
£|£>O( ) 1_(1_8_101)
oA _ p—A(d+y) L
= 3 =1—-e".
e~
D.h.es gilt Y|Y > 0 ~ Exp(4).
©2025 M. Merz ° Universitdt Hamburg ° Quantitatives Risikomanagement 1 ° Losungen °

Losungen

4. Aufgabe

b) Wegen Fy(y) =1 —e~0/0)" fiir Y ~ Weibull(a,b) und y > 0 (vgl. Abschnitt
4.11) folgt analog zu Aufgabenteil a)

Fyly>o(y) = Fy (Ci ty;y_( ;; y(d)

1 — o~ ((d+y)/b)" _ (1 _ e—(d/b)“)
1—(1—e(d/b))
o= (d/b)" _ o= ((d+)/b)"

o (@/b)
- (dy)y—an b

D.h. bei der Verteilung von Y|Y > 0 handelt es sich um eine verallgemeinerte
Weibull-Verteilung. Daraus resultiert fiir d = 0 die herkdmmliche
Weibull-Verteilung und fiir « = 1 die Exp(1/b)-Verteilung.

UH
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4. Aufgabe

c) Wegen Fy(y)=1— (

A

A+y

o
) fiir ¥ ~ Par(a,A) und y > 0 (vgl. Abschnitt 4.12)

folgt analog zu den Aufgabenteilen a) und b)

Fyy>o(y) =

_ Fy(d+y)—Fy(d)
1—Fy(d)

(o) (1~ () )
= (1-(4))
()"~ (rdemm)”
(+4)

< A+d )“
=1 =" .
A+d+y

D.h.es gilt Y|Y > 0 ~ Par(a, A +d).
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5. Aufgabe

a) Die EinzelschadenhShen Y; und Y. des Erst- bzw. Zweitrisikos sind gegeben
durch

Y; = min{Y;,d} bzw.  Y;=max{Y;—d,0}

(vgl. Abschnitt 6.5). Folglich stimmt die Schadenanzahl des Erstrisikos N mit
der Original-Schadenanzahl N ohne Risikoteilung iiberein. D.h. es gilt
ebenfalls

N ~TI(A) unddamit E[N]=A.

Fiir die Schadenanzahl des Zweitrisikos gilt dagegen
N
N=Y) l(g00)(Yi) ~II(aA) unddamit E[N] = al
i=1
mit

a:IP’(Y>d):1—FY(d):1—<I><@)

(vgl. Abschnitt 6.4). Dabei wurde fiir die letzte Gleichung verwendet, dass
Fy(y) =@ (%) fiir ¥ ~ LN(ut,62) und y > 0 gilt (vgl. Abschnitt 4.8). _

i
Lol Universitit Hamburg
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5. Aufgabe

b) Mit dem Hinweis
In(d)—p
1-d|——F—-0

(o

1—¢(M)

o

ey(d) = E[Y]

fird > 0und Fy(y) =® (W) fiir ¥ ~ LN(u,62) und y > 0 (vgl.
Abschnitt 4.8) erhdlt man fiir den Erwartungswert der EinzelschadenhShen Y
des Zweitrisikos

E[Y] = E[max{Y —d,0}]

= (1—Fy(d))ey(d)

oo (48] (-o(42)

(vgl. Abschnitt 6.5). Wegen E[Y] = E[Y] + E[Y] folgt daraus fiir den
Erwartungswert der Einzelschadenhohen Y des Erstrisikos

ElY] =E[Y] -E[Y]

:E[Y]@(W—o)ﬁ@-ap(@)).
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5. Aufgabe

c) Mit den Ergebnissen aus den Aufgabenteilen a) und b) erhilt man fiir den
Gesamtschaden S und S des Erst- bzw. Zweitrisikos

E[S] =E[N]-E[Y]
—AE[Y]® (W —o) +Ad (1 —® (M))

o)

:E[S]@(W—o) +Ad<1—<b(@))

=
=3
I
&
=
&
I~

_ AE[Y] (141:(“‘”#—6)) —ld(l—d)(@))
(1o (M) (1o (W00

(vgl. Abschnitt 6.6).
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6. Aufgabe

a) Die erwartete jihrliche Schadenanzahl iiber 2 Mio. Euro ist gegeben durch

E[N] = 5-P(Y; > 2.000.000|Y; > 1.000.000).

Wegen der Annahme

Yi|Y; > 1.000.000 ~ Par*(2,5;1.000.000)

folgt daraus weiter

E[N] = 5-P(¥; > 2.000.000]; > 1.000.000)
=5 (1—P(¥; < 2.000.000]Y; > 1.000.000))

s (1 (_ (Lo00.000 2
- 2.000.000

1.000.000\ >
_s. (—2.000_00()) ~0,8839 (1)
(vgl. Abschnitt 4.12). Gemall des Hinweises gilt weiter
Y;|Y; > 2.000.000 ~ Par*(2,5;2.000.000). (1%
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6. Aufgabe

Wegen X — A ~ Par(a, A) fiir X ~ Par* (o, 4) folgt

2.000.000

E[Y; —2.000.000|Y; > 2.000.000] = S5 1 - 1.333.333 Euro

(vgl. Abschnitt 4.12). Damit erhilt man fiir den erwarteten jahrlichen
Gesamtschaden des Riickversicherers

E[g] = E[Q] -E[Y; —2.000.000|Y; > 2.000.000]
=0,88-1.333.333 ~ 1.178.533 Euro

b) Wie in Aufgabenteil a) gilt (12). Im Gegensatz zum Aufgabenteil a) sind nun
jedoch im Mittel 5 Schidden grofler als 1,1 Mio. Euro. Fiir die erwartete
jahrliche Schadenanzahl iiber 2 Mio. Euro erhilt man daher

E[N] = 5-P(Y; > 2.000.000|Y; > 1.100.000)

2,5
1.100.000\ >
=3 (2.000.000) ~ LIl

(vgl. (11). -
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6. Aufgabe

D.h. der erwartete jihrliche Gesamtschaden des Riickversicherers betrdagt nun

E[S] = E[N] - E[Y; —2.000.000|¥; > 2.000.000]
= 1,1217-1.333.333 ~ 1.495.600 Euro.

Interpretation: Eine Teuerung von 10% bewirkt eine Erhohung des erwarteten
jahrlichen Gesamtschadens des Riickversicherers um

1.495.600 —1.178.533
1.178.533

~ 26,9%

(Leverage-Effekt). Dabei ist zu beachten, dass der erwartete Schadenaufwand
E[Y; —2.000.000|Y; > 2.000.000]

fiir Schiaden, welche die Prioritit von 2 Mio. Euro iibersteigen, durch die
Teuerung nicht beeinflusst wird. Die Erhohung des erwarteten jihrlichen
Gesamtschadens des Riickversicherers resultiert einzig und allein daraus, dass
nach der Teuerung mehr Schiden die Prioritit von 2 Mio. Euro iibersteigen und
damit beim Riickversicherer landen.
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7. Aufgabe
a) Fiir die Einzelschadenhohenverteilung Fy erhilt man (vgl. Abschnitt 6.7):

D.h. bei der Einzelschadenhohenverteilung F'y handelt es sich um eine
Par(a, A )-Verteilung (vgl. Abschnitt 4.12).

b) Fiir die erste Ableitung von r(d) erhélt man

a(a+d)P !

v
[ e t/B-Tgr— af e 1tV/B-1 4y

aaP
1— [ e 'tl/B=14r
0

a(a+d)P !
< [ et /Bl dt)

0

aab

1— [ e tl/B=1gr
0
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7. Aufgabe

1/p—-1
e~ o(atd)f (a(a+d)ﬁ) P aBlat+d)P~!  —aardf o1/B g

oab aab
1— [ e tt!/B-1qy 1— [ e ttV/B-1gt
0 0
und somit insbesondere
—adl ,1/B
Jo)= —< P
aab

1— [ e 1t1/B-14y
0

Fiir die Einzelschadenhohenverteilung Fy folgt somit (vgl. Abschnitt 6.7):

—alatd)P
rd) _, e Hatd)” | o((ata)f—aP)

r’(O) _ e_aaﬁ

Fy(d)=1—

D.h. bei der Einzelschadenhohenverteilung F'y handelt es sich um eine
verallgemeinerte Weibull-Verteilung. Daraus resultiert fiir a = 0 die
herkommliche Weibull-Verteilung (vgl. Abschnitt 4.11) und fiir f = 1 die
Exp(o)-Verteilung (vgl. Abschnitt 4.7).
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