Lehrstuhl fiir BWL, insb. Mathematik und Statistik

Prof. Dr. Michael Merz
L2V Universitit Hamburg Regressionsanalyse
DER FORSCHUNG | DER LEHRE | DER BILDUNG Sommersemester 2025/26

Ubung 5: Verallgemeinerte lineare Modelle 2 &
Ridge-Regression und LASSO

Aufgabe 1
In einem verallgemeinerten linearen Modell ist die Nullhypothese
Hy:p;=0 gegen Hy:B;#0

mit Hilfe der Wald-Statistik zu testen. Fiir die ML-Schétzung von 3; und deren Varianz gilt
B;=2  bzw.  Var(B;) =1,5.

Berechnen Sie den p-Wert und geben Sie an, ob die Nullhypothese bei einem Signifikanzniveau von o = 0,05 zu
verwerfen ist.

Aufgabe 2
Gegeben sei ein verallgemeinertes lineares Modell und zu testen sei die allgemeine lineare Hypothese
Hy:CB=d gegen H,:CB+#d

mit rang(C) = 2. Fiir die Log-Likelihoodfunktion resultiert unter den beiden Hypothesen der Wert

In (L (BHO;yl,...7yn)> =-1,3 bzw. In (L (EHl;yl,...,yn)) =23.

Priifen Sie, ob die Nullhypothese Hy zum Signifikanzniveau o = 0,05 bzw. o = 0,01 zu verwerfen ist.

Aufgabe 3

Bisher wurde in einem Unternehmen ein verallgemeinertes lineares Modell M; mit k = 3 erkldrenden Variablen
eingesetzt. Das Unternehmen steht vor der Entscheidung, ob zukiinftig ein erweitertes Modell My verwendet
werden sollte, bei dem zu den bisherigen drei erklarenden Variablen zwei weitere hinzugefiigt wurden. D.h zu
testen ist

Ho : M1 gegen H1 : MQ
Bei Vorliegen von n = 20 Beobachtungen betragen die skalierten Devianzen der beiden Modelle
= 7,2 bzw. Ay, =11

a) Entscheiden Sie anhand dieser Informationen, ob die Nullhypothese Hy : M; zum Signifikanzniveau o =
0,05 abzulehnen ist.

b) Fiir die Log-Likelihoodfunktion des Modells M3 hat man In (L (§M23 Yiyoo - ,yn>> = 5,4 erhalten. Berech-
nen Sie den Wert der Log-Likelihoodfunktion von M; und des saturierten Modells.

¢) Wir wiirde die Entscheidung ausfallen, wenn M; kein Submodell von My wire?

d) Wie grofs miisste die Anzahl an Beobachtungen n mindestens sein, damit man sich im Aufgabenteil ¢) fiir
das kleinere Modell entscheidet? Nehmen Sie dabei an, dass sich die Werte der Log-Likelihoodfunktion
der beiden Modelle nicht verdndern.



Aufgabe 4

Die Regressionskoeffizienten 3 = (8, 81, - - ., Bx)T des linearen Regressionsmodells
y=XB+e

sollen durch Loésen des Minimierungsproblems
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geschétzt werden (LASSO-Schitzer). Der vorhandene Datensatz wird in einen Trainingsdatensatz vom Umfang
ny und einen Validierungsdatensatz (Testdatensatz) vom Umfang no = n — ny zerlegt. Erlautern Sie welche
Auswirkung ein wachsender Wert von t > 0 auf die folgenden Gréfen hat:

a) Geschitzter erwarteter quadrierter Prognosefehler fiir die Trainingsdaten, d.h.
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b) Geschéatzter erwarteter quadrierter Prognosefehler fiir die Testdaten, d.h.
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¢) Varianz, d.h. Var(p)
d) Bias, d.h. E[g] — E[y]

e) Irreduzibler Prognosefehler, d.h. Var(y)

Aufgabe 5

Eine bekannte Eigenschaft der Ridge-Regression ist, dass Koeffizientenschatzungen fiir korrelierte erklarende
Variablen tendenziell &hnlich sind, wihrend bei LASSO teilweise sehr unterschiedliche Koeffizientenschétzungen
resultieren kénnen. Diese Eigenschaft soll im Folgenden anhand des sehr einfachen linearen Regressionsmodells

y = Po+ Brx1 + Poxa + ¢

und n = 2 Beobachtungen untersucht werden. Dabei gelte weiter:

T11 = T12
T21 = T22
y1+y2=0

11 + 221 =0
T19 + X =0

a) Zeigen Sie, dass mit der KQ-Methode, Ridge-Regression und LASSO fiir den Intercept £y jeweils die
Schitzung By = 0 resultiert.

Formulieren Sie das zur Ridge-Regression gehorende Optimierungsproblem.

Zeigen Sie, dass im Falle der Ridge-Regression Bl = 52 gilt.

Formulieren Sie das zu LASSO gehérende Optimierungsproblem.

Zeigen Sie, dass im Falle von LASSO die Schétzungen Bl und BQ nicht eindeutig sind. Charakterisieren
Sie die Losungen.

Hinweis: Verwenden Sie hierzu die folgende alternative Formulierung des zu LASSO gehorenden Optimie-
rungsproblems:
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