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Vorwort

Vorwort zur 2. Auflage

Fiir diese Auflage wurde der Text insgesamt durchgesehen, bekannte Fehler wurden korri-
giert. Das Layout wurde erneuert. Zudem wurden Aufgaben, zum gréften Teil mit Losungen,
aufgenommen. Fiir die intensive Fehlersuche danke ich Frau Loll ganz herzlich

Rainer Schlittgen

Vorwort zur 1. Auflage

Das Buch gibt eine an den Anwendungen orientierte Darstellung der statistischen Metho-
den auf mittlerem Niveau. ,Mittleres Niveau“ meint dabei, dass das mathematische Riist-
zeug, das zum Beispiel Wirtschaftswissenschaftler und Ingenieure in ihrem Grundstudium
erwerben, fiir ein erfolgreiches Durcharbeiten ausreichen sollte.

Der Text ist im Rahmen von Vorlesungen entstanden, die ich unter dem Titel , Statistik nach
der Grundausbildung“ bzw. , Statistik fiir Fortgeschrittene“ fiir Wirtschaftswissenschaftler
und Wirtschaftsmathematiker an verschiedenen Universitdten immer wieder gehalten ha-
be. In diesen Kursen konnte ich davon ausgehen, dass die Horer schon tiber einige Grund-
kenntnisse verfiigten. Um die Eigenstédndigkeit des Buches zu gewihrleisten, wurden auch
die Grundlagen mit aufgenommen. Die hier gew&hlte Anordnung des Stoffes ist dement-
sprechend weitgehend die iibliche. Der wahrscheinlichkeitstheoretische Vorspann ist je-
doch etwas knapper gehalten als sonst. (Da vergleichbare Texte im deutschen Sprachraum
duBerst rar sind, ist der Bezug hier die englischsprachige Literatur.) Er reicht jedoch mit Si-
cherheit aus, um das Studium des Hauptteils ohne Riickgriff auf andere Biicher zu ermdogli-
chen. Insbesondere sollte der Text auch als anwendungsorientierte Einfithrung in die Statis-
tik fiir Mathematik- und Statistikstudenten geeignet sein.

In meiner ,Einfithrung in die Statistik“ (EinfStat), auf die an mehreren Stellen hingewiesen
wird, habe ich einen datenanalytischen Zugang zu den klassischen Methoden dargestellt.
Dort werden die wichtigsten Verfahren mit gehoriger Motivation prasentiert. Hier sind die
Ausfiihrungen nun auf Konstruktionsprinzipien und Eigenschaften von Methoden ausge-
richtet. Die einzelnen, konkreten Verfahren werden dabei eher als Beispiele von {ibergreifen-
den methodischen Ansétzen betrachtet. Die Anwendungsorientierung des Buches resultiert
aus der Beriicksichtigung der entsprechenden methodischen Fragestellungen und Zugénge.
Dabei habe ich etliche neuere, sonst kaum in einem solchen Text behandelte methodische
Ansitze wie Robustheit von Schatzfunktionen, die Bootstrap-Methode und multiple Tests
aufgenommen; diese sind sowohl im Rahmen der theoretischen Statistik wie auch fiir die
praktische Anwendung von groler Bedeutung.



VI Vorwort

Sigma-Algebren und Messbarkeit werden zwar angesprochen, da ich meine, dass sie fiir das
Verstdndnis von Verteilungen grundlegend sind. Jedoch werden maGtheoretische Konzepte
nicht weitergehend verwendet. Ich habe Beweise aufgenommen, soweit es das angestrebte
Niveau zulief§. Denn Beweise sind hilfreich fiir ein vertieftes Verstdndnis. An verschiedenen
Stellen habe ich Beweisskizzen gegeben, um die Grundziige der Beweise wenigstens durch-
schimmern zu lassen.

Anstatt die verschiedenen Ansétze fiir statistische Riickschliisse — Likelihood, Bayes- und
Entscheidungstheorie - alle anzureien, habe ich mich entschlossen, lieber den Likelihood-
Ansatz tiefer zu verfolgen und in weitergehenden Einzelheiten darzustellen. Der Bayes-Ansatz
ist mir wegen der bendétigten, in der Praxis aber kaum (nie?) vorhandenen Vorinformation
in Gestalt einer a priori Dichte immer suspekt geblieben. Bzgl. der Entscheidungstheorie ist
es doch recht still geworden, das Interesse scheint sich weitgehend gelegt zu haben. Lineare
Modelle werden hier nicht behandelt. Dazu gibt es ausgezeichnete Spezialliteratur. Auch ist
diesen i. d. R. eine eigenstdndige Vorlesung gewidmet.

Diese Seiten hétten wohl kaum den Weg zwischen zwei Buchdeckel geschaftt, wenn ich nicht
das Gliick gehabt hitte, in Thomas Noack einen Studenten zu finden, der mit unvergleichli-
chem Engagement die in einer sehr einfachen Textverarbeitung erstellte, vorldufige Version
in BIEX gebracht und die mehrmaligen als fundamental zu bezeichnenden Anderungen in
motivierender Weise umgesetzt hétte. Thm sage ich vor allem Dank.

Rainer Schlittgen
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1 Zufallsexperimente und
-variablen

In der Statistik geht es darum, von Daten, den Ergebnissen wiederholter Beobachtungen
eines Sachverhaltes, auf die zugehorige Grundgesamtheit oder den diese Daten generieren-
den Mechanismus zuriickzuschlieBen. Die zugrundeliegenden Beobachtungsvorgénge wer-
den im Folgenden als Experimente bezeichnet. Verstindlicherweise wird der beabsichtigte
induktive Schluss von den Beobachtungen auf den zugrundeliegenden 'Datengenerieren-
den Mechanismus’ nicht ohne einige Voraussetzungen gelingen. Mit der formalen Beschrei-
bung von geeigneten Experimenten und den damit zusammenhdngenden Begriffsbildun-
gen befassen wir uns in diesem Kapitel.

1.1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

1.1.1 Stichprobenraum und Wahrscheinlichkeit

Unsere eingangs getroffene Vereinbarung, Beobachtungsvorginge als Experimente zu be-
zeichnen, ist sehr grof3ziigig. Danach sind naturwissenschaftliche Experimente genauso ent-
halten wie einfache Alltagsbeobachtungen. Um die Bezeichnung 'Experiment’ zu rechtferti-
gen, setzen wir bei solchen Wiederholungen jeweils ein exakt vorhersagbares Ergebnis vor-
aus, so ist der induktive Schluss leicht: Wir haben es dann mit einer eindeutigen kausalen
Beziehung zu tun. Unser Interesse gilt aber den Experimenten, bei denen das Ergebnis ge-
rade nicht exakt vorhersagbar ist.

Definition 1.1.1  Zufallsexperiment

Ein Experiment heilst Zufallsexperiment, sofern es folgende Forderungen erfiillt:

- Esist unter gleichen Bedingungen wiederholt durchfiihrbar.

- Bei der Durchfiihrung ist nicht exakt vorhersagbar, zu welchem Ergebnis der Be-
obachtungsprozess fiihrt. Dies ist jedoch eindeutig.

- Esist vorab angebbar, welche Ergebnisse tiberhaupt moglich sind.

Die Menge der moglichen Ergebnisse w wird als Stichprobenraum Q bezeichnet.

Bei einem Zufallsexperiment kommt der die Ergebnisse hervorbringende Mechanismus in
der Form zum Tragen, dass geeignete Gesetzmalligkeiten sich in der Masse der Beobach-
tungen niederschldgt. Fiir die Statistik sind dementsprechend die Ergebnisse wiederholter
Durchfithrungen von Zufallsexperimenten relevant.
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Beispiel 1.1.2  Gliicksspiele

Die eingédngigsten Beispiele fiir Zufallsexperimente sind Gliicksspiele wie das Roulette-
spiel, Wiirfeln, Miinzwlirfe, das Ziehen einer Karte aus einem Stapel gut gemischter Spiel-
karten. Hierbei handelt es sich um Vorgédnge, die in unserem Kulturkreis wohlbekannt
sind und die sich wegen ihrer einfachen Struktur besonders zur Illustration von neuen
Konzepten eignen.

Beim Wiirfeln l4sst sich der Stichprobenraum mit den Zahlen Eins bis Sechs identifizie-
ren: Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Beim Werfen einer deutschen 2 Euro-Miinze kann die Zahlseite oder die Seite mit dem
Adler nach oben zu liegen kommen. Wir konnen also setzen: Q = {Z, A}.

Ein drittes Zufallsexperiment bestehe wieder im Werfen einer deutschen 2 Euro-Miinze,
und zwar soll sie sooft geworfen werden, bis zum ersten Mal die Zahl-Seite nach oben zu
liegen kommt. Die moglichen Ergebnisse sind dann

w1 =2, wy=AZ, w3 =AAZ, ws =AAAZ, ws =AAAAZ,...

und Q ist die unendliche, aber abzdhlbare Menge Q = {w;, wy,...,w,,...}.

Beispiel 1.1.3  Auslosung

Ein Zufallsexperiment besteht in der Auswahl einer Person aus einer vorgegebenen, ge-
nau spezifizierten Personengruppe mittels Losverfahren. Jede Person stellt hier ein mog-
liches Ergebnis w der Zufallsauswahl dar. 2 ist die endliche Gesamtheit aller Personen
der betrachteten Gruppe.

Beispiel 1.1.4  Blick aufeine Uhr

Der Blick auf eine Uhr mit sich stetig bewegendem Sekundenzeiger kann als Zufallsex-
periment angesehen werden. Das Ergebnis ist die Stellung des Sekundenzeigers. Die-
se kann in Bogenmal} angegeben werden. Dann besteht 2 aus allen Zahlen im Intervall
[0,2m).

Es ist zwar bei einem Zufallsexperiment nicht moglich, exakt vorherzusagen, welches Er-
gebnis bei einer Durchfiihrung beobachtet werden wird. Jedoch sind Chancen dafiir von
Interesse und auch oft ermittelbar, dass ein Ergebnis aus einer Teilmenge von €2 beobachtet
werden wird. Solche Chancen sind unter zwei Gesichtspunkten von Interesse. Einmal ist die
individuelle Chance wie die Gewinnchance bei einem einfachen Gliickspiel; als zweites steht
die Chance fiir die durchschnittliche Haufigkeit des Beobachtens einer Zusammenfassung
von Ergebnissen, wenn das Zufallsexperiment sehr oft durchgefiihrt wird. Diese Betrach-
tungsweise herrscht etwa bei Versicherungen vor, wo weniger das einzelne Schicksal zahlt
als die GesetzmaéRigkeit, die sich bei einer groen Zahl von Versicherten ergibt.

Die Betrachtung von Héufigkeiten, mit denen zu einer Teilmenge gehorende Ergebnisse bei
wiederholter Durchfiihrung eines Zufallsexperimentes beobachtet werden, fithrt dazu, dass
man auch Héufigkeiten anderer Teilmengen bestimmen will.
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Definition 1.1.5 absolute und relative Hdufigkeit

Sei Q2 der zu einem Zufallsexperiment gehorige Stichprobenraum. Sei A € Q. Die absolute
Hdufigkeit, mit der A bei n Wiederholungen des Zufallsexperimentes eingetreten ist, ist
die Anzahl der Wiederholungen, bei denen ein zu A gehdrendes Ergebnis beobachtet
wurde. Die relative Hdufigkeit von A ist h(A)= n(A)/n.

Mit der relativen Haufigkeit von A lasst sich auch die des Komplementes A¢ angeben:
h(A®)=1— h(A).
Bei den Haufigkeiten zweier Teilmengen A und B gilt offensichtlich:
h(AU B)= h(A)+ h(B)— h(AN B).

Weiter gilt:

h()=1.
Bedenken wir nun die oben angesprochene Verbindung von relativen Haufigkeiten und Chan-
cen, so sollten fiir die Chancen verschiedener Teilmengen geeignete Berechnungen moglich
sein. Da nicht fiir alle Teilmengen die Chancen von Interesse oder gar definierbar sind, wer-
den die relevanten als Ereignisse besonders ausgezeichnet. Zudem wird verlangt, dass aus
Ereignissen geeignet abgeleitete Teilmengen wieder Ereignisse sind.

Definition 1.1.6 o0 -Algebra von Ereignissen

Ein System 2l von Teilmengen des Stichprobenraumes 2 hei3t o - Algebra von Ereignissen,
oder kurz Ereignisalgebra, falls gilt:

Qe (1.1a)

AeA = A‘ed (1.1b)

A, e firn=12,... = UA,,GQL (1.1c)
n=1

Wir sagen, dass das Ereignis A bei einer Durchfiihrung des Zufallsexperimentes eintritt,
wenn ein Ereignis beobachtet wird, das zu A gehort.

Q wird auch als sicheres Ereignis bezeichnet, da stets ein w € 2 beobachtet wird, m. a. W.
stets eintritt. Das Ereignis Q¢ = 0 tritt nie ein: Jede Durchfiihrung des Zufallsexperimentes
fiihrt zu einem Ergebnis. @ heit daher auch das unmdgliche Ereignis.
Aus den drei grundlegenden Eigenschaften einer o -Algebra lassen sich weitere ableiten. Be-
vor wir dies tun, seien zur Erinnerung die folgenden Regeln fiir Mengenoperationen ange-
geben:

A\B=An B¢,

UAs=(NA4x)"
Nag = (U4n)",
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
AU(BNC)=(AUB)N(AuUC).
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Satz 1.1.7  Eigenschaften von o -Algebren
Ist 2( eine o -Algebra, so gilt:

(1) deA (2) A, ApeA = AjUA e (1.2)
B) ApeAfirn=12,...=> A, €A @) A, A eA=> ANAEA '
Beweis:
(1) Wegen Q¢ =0 gilt (1) aufgrund von (1.1b).
(2) Wir setzen A,, =0 fiir n > 3. Dann ist AS €2l firn=1,2,... und es gilt
Jan=aina, e
n=1
(3) MitA, e firn=1,2,...ist wegen (1.1b) auch A¢ e firn=1,2,...
Wegen (1.1c) gilt somit
00 00 ¢
Jas= <ﬂAn> eA
n=1 n=1
und schlieflich auch .
ﬂ A, el
n=1
(4) Wir setzen A, =Qfiir n > 3. Dannist A, €2 fiir n =1,2,... und aufgrund von (1.1c)

auch

o0
AmAzzﬂAnem.

n=1

Beispiel 1.1.8 o -Algebren

Sei 2=1{1,2,3} und A = {1,2}. Dann sind 2; = {0, {1, 2}, {3},2} und
A, =P(Q) =10, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, 2} o -Algebren tiber Q.

Beispiel 1.1.9  Weg zur Arbeit

Sei 2 die Gesamtheit der Arbeitnehmer eines Betriebes. Alle Arbeitnehmer werden durch
den von ihnen zuriickzulegenden Weg zur Arbeit einer der folgenden Teilmengen von (2
zugeordnet:

A;= Die Entfernung betrdgt hochstens 1 km.

A,= Die Entfernung betragt mehr als 1 und héchstens 10 km.
As= Die Entfernung betrégt mehr als 10 und hochstens 25 km.
A4= Die Entfernung betrégt mehr als 25 und hochstens 50 km.
As= Die Entfernung betragt mehr als 50 km.
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Die kleinste o -Algebra, die diese Teilmengen enthlt, ist die von A,, ..., A5 erzeugte Ereig-
nisalgebra, die dann mit A,, ..., As gerade alle méglichen Vereinigungen sowie die leere
Menge 0 umfasst. Es gilt ndmlich Q=A; UA,U...U A5 und fiir A§:

Ai :Az UA3 UA4UA5.

Analog sieht man, dass mit den Vereinigungen auch die Komplemente fiir die anderen
Ereignisse dazugehoren.

Die Durchschnitte sind entweder leer (= 0) oder fithren ebenfalls auf eine Vereinigung
einiger dieser fiinf Teilmengen.

Beispiel 1.1.10  Warten auf die S-Bahn

Beim Warten auf die ndchste S-Bahn ist die Wartezeit ¢ (in Minuten) das mogliche Ergeb-
nis eines entsprechenden ,Experimentes‘. Sind Verspatungen ausgeschlossen und ver-
kehren die Ziige in 20-Minuten-Abstédnden, so ist £2 = [0,20].Von Interesse sind hier Er-
eignisse der Form [0, ¢]. Das Eintreten des Ereignisses [0, ¢] beinhaltet, dass man héchs-
tens ¢ Minuten auf die S-Bahn gewartet hat.

Fiir eine Ereignis-Algebra, die diese speziellen Ereignisse umfasst, gilt fiir geeignete ¢, f;:

Mit [0, ¢] ist auch (z,20] ein Ereignis.
- (fy, 1] ist ein Ereignis: (1, ;] = [0, £,] N (t3,20].

- {r}istein Ereignis: {t}=("_, (t —1/n,t].
(m ist so zu wiahlen, dass (t — 1/m, t] C (0,20] gilt. {0} ist wegen {0} = (0, £]¢ ein
Ereignis.)

- Alle Vereinigungen U;’:I(IZS, t2s+1] sind Ereignisse und entsprechend die Komple-
mente.

Wie die Beispiele 1.1.8 und 1.1.9 deutlich machen, braucht eine Ereignisalgebra nicht stets
aus allen Teilmengen des Stichprobenraumes zu bestehen. Das Beispiel 1.1.10 wirft die Frage
auf, ob mit den speziellen Intervallen nicht schlieflich alle Teilmengen von 2 = [0,20] als
Ereignisse zugelassen werden miissen. Dieses ist nicht der Fall. Es gibt vielmehr eine kleinere
Ereignis-Algebra, die alle Intervalle enthélt. Wie man zeigen kann, gibt es stets eine kleinste
o-Algebra, die eine gegebene Menge von Ereignissen umfasst. Diesen Punkt verdeutlicht
der folgende Satz.

Satz 1.1.11  Durchschnitt von o -Algebren

Seien 2,2, o-Algebren {iber dem Stichprobenraum Q. Dann ist auch 20 = 2(; N2, eine
o-Algebra tiber Q.

Beweis: Zur Ubung dem Leser empfohlen.

Die Aussage des Satzes lasst sich auf beliebige Systeme von o-Algebren erweitern. Da nun
die Potenzmenge von (2 eine o -Algebra ist, die jedes gegebene System von Teilmengen ent-
hélt, ist der Durchschnitt {iber alle o -Algebren, die diese gegebenen Teilmengen enthalten,
wohldefiniert und gibt die gesuchte kleinste o -Algebra.
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Allgemein sind fiir Zufallsexperimente mit Stichprobenraum Q C R oder Q C R¥ Ereignisse
der Form k-dimensionaler Intervalle

(a,b] bzw. (ay,bi]x(az bz]x...x(a,bx]

von besonderem Interesse:

Definition 1.1.12 o -Algebra der Borelschen Mengen

Die kleinste o-Algebra von Teilmengen von R¥, die alle k-dimensionalen Intervalle ent-
hélt, heilt o -Algebra der Borelschen Mengen von R¥. Sie wird mit B* bezeichnet.

Falls Q nur aus endlich vielen oder hochstens abzéhlbar vielen moglichen Ergebnissen be-
steht, wird als Ereignisalgebra fast immer die Potenzmenge ‘B3(£2) genommen. Es werden al-
so alle Teilmengen als Ereignisse zugelassen. In diesen Fillen sind ndmlich die einzelnen
Ergebnisse w; von Interesse. Mit den Ereignissen {w;} sind dann nach der Definition der
Ereignisalgebra alle Teilmengen als Ereignisse zugelassen.

Wir kommen nun zu der zentralen Definition.

Definition 1.1.13  Axiomensystem von Kolmogorov

Eine auf einer o -Algebra von Ereignissen 2 tiber €2 definierte Mengenfunktion P: 2 — R
heiBt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn sie die Kolmogorovschen Axiome erfiillt:

P(A)>0 (1.3a)
P(Q)=1 (1.3b)

[o9) o0
P(UA,,) =Y P(4,), wenn A, €Afirn=1,2,... mitA,NA, =0firn#m. (13c)
n=1

n=1
(©2,2(,P) heillt dann ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Die Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsverteilung sind gerade die wesentlichen Eigen-
schaften relativer Haufigkeiten. Es war der geniale Ansatz von Kolmogorov, nicht von irgend-
welchen Grenzwerten relativer Haufigkeiten auszugehen, sondern ihre strukturellen Eigen-
schaften als Basis fiir die axiomatische Formalisierung der Wahrscheinlichkeiten zu neh-
men. Fiir die Anwendung bleibt dann die Aufgabe, den formalen Rahmen jeweils soweit zu
fiillen, dass die konkrete Wahrscheinlichkeitsverteilung tatsdchlich die Chancen fiir das Ein-
treffen der interessierenden Ereignisse ergibt.

Nach dem ,Prinzip der groen Zahlen‘ kann man davon ausgehen, dass bei einem Zufallsex-
periment die relative Haufigkeit in etwa mit seiner (objektiv existierenden) Wahrscheinlich-
keit, die die Chance seines Eintreffens angibt, {ibereinstimmt. Dieses Prinzip wird spéter in
seine mathematische Form gebracht.

Der folgende Satz gibt einfache Folgerungen aus den Kolmogorovschen Axiomen fiir eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung an.
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Satz 1.1.14  Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Sei (22,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:
(1) P@)=0

(2) Sind Ay, ..., A, paarweise disjunkte Ereignisse aus 2, d. h. A;NA; =0 fiir i # j, so gilt

P(A U...UA,)=P(A))+...+ P(A,).

3) Ael = P(A)=1—-PA)
(4) A,BemitAcB = P(A)<P(B)
(5) Ael = PA)<L1

(6) (Formel von Sylvester):
Fiir jede endliche Folge A,,...,A, von Ereignissen aus 2 gilt:

P(A1U...UA) =Y P(A)— Y PANA)+...—...+(=1)""'P(A;N...NA,). (1.4)

i=1 1<i<j<n

(7) (Bonferroni-Ungleichung):
Sind A,,..., A, Ereignisse aus %, so gilt:

P(A1N...NA,;) > 1~ [P(A]) +...+P(A})], (1.5)
oder dquivalent dazu:

P(A1U...UA,)<P(A}])+...+P(A,).

(8) SeiA,,...,A,,...eine Folge von Ereignissen aus 2, so gilt:

P (GA,,) < iP(An).
n=1 n=1

Beweis:

(1) Esgilt Q=QuUOubuU...Wegen QN0 =0 gilt mit Axiom 3:
P(Q)=PQ)+P@)+P@)+...,also 1 =1+P@)+P@)+...
Hieraus folgt P(0) = 0.

(2) Sei;=0ftiri>n+1.
Dann gilt wegen A; N0 =0 fiir i < n und aufgrund von Axiom 3 mit (1):

P(A;U...UA,)=PA;U...UA,UBUDU..)=P(A;)+...+P(A,))+PO)+P®)+...
=P(A;)+...+PA,)
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(3) Esgilt AUA®=Qmit ANA°=0.
Aufgrund von (2) gilt also P(A) + P(A¢) =1 und somit P(A¢) =1 —P(A).

(4) Aus A C B folgt AN B=A. Weiterhin gilt B=(AN B)U(A°N B)mit AN BNA°N B =0.
Somit gilt P(B) =P(A)+P(A° N B). Wegen P(A° N B) > 0 folgt P(A) < P(B).

(5) Wegen A c Q2 folgt mit P(2)=1 aus (4) dann P(A) < 1.

(6) Wir zeigen dies durch vollstdndige Induktion. Sei n = 2. Dann gilt A; UA, = A;U(A$N
Ay). Somit gilt dann wegen A N(A{NAz)=0:

P(Al UAz) = P(Al)‘f‘P(Ai ﬂAz): P(A1)+P(A2)— P(Al ﬂAz).

Die Behauptung gelte nun fiir beliebiges, festes n:

P(A U...UA,)= ZP(A) ZZP(A NA)+...— ... +(=1)" P4, N...NA,).

i=1 j=i+1
Zu zeigen ist dann, dass die Formel auch fiir n + 1 richtig ist. Es gilt

P(AlU...UA,/H,l):P(AlU...UAn)+P(An+1)—P((A1 U...UAn)ﬂArH.l)

—ZP(A) Z Z P(A;NA)+ ... — (1) P(A1N...NA,)

i=1 j=i+1
+P(An+l)_P((AlmAn—H)U---U(AnmAn—H))-

Nun lésst sich die Induktionsvoraussetzung auf den letzten Term der rechten Seite
anwenden:

n-1 n

P((A1NAn1)U...U(4, mAn+1))—ZP(A NAuwi) =) D PAINA;NAy)
i=1 i=1 j=i+1

+o— (DT PAIN. . NAL N AL
Damit erhalten wir:
n+1
P(A1U...UA )= P(A;) - ZZP(A NA)+...—...+(=1)" P4, N...NA,)
i=1 i=1 j=i+1

n n—1 n
=Y PANA)+Y Y PANA NAy)+...—

i=1 i=1 j=i+1
+(=D"PAIN...NA,NA )

n+1 n  n+l

—ZP(A) 3O PANA) .= (DR PAINLN A ).

i=1 j=i+1
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(7) Die zweite Form der Bonferroni-Ungleichung erhalten wir, indem in (8) A,y =
Apto = ... = 0 gesetzt werden. Die erste Form ergibt sich daraus durch den Uber-
gang zu den Komplementen.

(8) Seien Bl :Al, Bz :AzﬂAi‘, B3 :A3ﬂAi‘ﬂA§,
Danngilt B; CA; fiiri =1,2,3,... und wegen (4) P(B;) <P(A;) fiir i = 1,2, 3,... Somit

ist 0 P(B,) <> 0 P(Ay).
Weiterhin gilt B; N B; =0 fiir i # j. Also folgt

P (DAn> =P (G B,,) =§:P(B,,)5§:P(An).
n=1 n=1 n=1 n=1

Auf die in den beiden folgenden Beispielen angegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
werden wir im Folgenden immer wieder zurtickkommen.

Beispiel 1.1.15  minimalistische Wahrscheinlichkeitsverteilung

Sei 2 ein Stichprobenraum und A ein uns interessierendes Ereignis. Die von A erzeugte
o-Algebra ist A = {0,Q, A, A°}. Durch Festlegung von P(A) = p mit 0 < p <1 erhalten wir
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {2, }.

Beispiel 1.1.16  Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber einer Potenzmenge

Sei 2 eine abzdhlbare Ergebnismenge, d. h. Q = {w;, w,,...} und 2A =B(Q). Durch Festle-
gung von P({w;}) = p; mit Efil pi = 1 erhalten wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf {Q, B(Q)} mit P(A) = ZwieA P({w;}) fiir jedes A € P(Q).

Satz 1.1.17 o -Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

(2,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, A,,...,A,, ... sei eine Folge von Ereignissen aus
2.

Mit A CA, C...CA, C...giltfir A={J)_ Ay
lim P(A,)=P(A). (1.6)
n—oo

MitA; DA, D...0A,D...giltfirA=("_ Au:
lim P(A,)=P(A). (1.7)
n—oo

Beweis: Fiir die erste Beziehung setzen wir B; = A;, By = A\Ay,..., B, = A\Au—q, ...
Dann gilt B; N B; =0 fiir i # j und

n [o9] [o9]
UBi=AUANDU..UAN) =4, | JBi=JAn=A.
i=1 i=1 i=1
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Damit folgt:
0 ) n n
P(A)=P <1L:Jl Bl> = ;P(Bl)— gEOZI:P(B,)_ lim P <1L=J1 Bl> = lim P(A,).
Die zweite Aussage erhalten wir durch den Ubergang zu den Komplementen und der

Anwendung der ersten.

Beispiel 1.1.18 Regenmenge

Sei 2 = [0,00] und B, die kleinste o -Algebra, die alle Intervalle (a, b], 0 < a < b enthilt.
w € [0,00] stehe fiir die erwartete Regenmenge in einer gegebenen Zeiteinheit.
f sei eine integrierbare Funktion mit

@i f(x)=0 firallex>0
(i) [flx)dx=1-p<1.
0

b
Jedem Intervall (a,b] C 2 wird die Wahrscheinlichkeit P((a, b]) = f f(x)dx zugeordnet
a

c
und den Intervallen [0, c] die Wahrscheinlichkeit P([0, c]) = p + [ f(x)dx.
0

Die Ereignisse [a, b] bedeuten hier, dass die Regenmenge zwischen a und b liegt. Die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis {0}, dass kein Regen fillt, ist positiv, wie man mit
dem Satz 1.1.17 sieht:

0 1/n
p({o;)zp<ﬂ [o,%]):gﬂpdo,%]):g& p+/f(x)dx =p.
n=1 0

Die Wahrscheinlichkeit fiir derartige Ereignisse ist sonst Null:

P({w})zp<ﬂ(w—%,wD:ggop((w—%,wD:ig /f(x)dx =0.

n=1 w—1/n

Uber die Festlegung der Wahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Intervalle kénnen die
Wahrscheinlichkeiten fiir alle A € 2 eindeutig bestimmt werden. Wiirde man eine gro-
Bere o-Algebra von Ereignissen tiber €2 zulassen (etwa 3(12)), so wére die eindeutige Be-
stimmung nicht mehr gewéhrleistet.

1.1.2 Gleichmdéglichkeitsmodelle und Kombinatorik

Ein wichtiger Spezialfall der im Beispiel 1.1.16 betrachteten Situation liegt vor, wenn 2 end-
lich ist und alle Elementarereignisse {w;}, (i =1,..., N) gleichwahrscheinlich sind, d. h.
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P({w;})=1/N. Man erhilt in diesem Fall fiir jedes A € B(f2), wenn |A| die Anzahl der Ergeb-

nisse in A ist: Al
P(A)=> PHo})=—. (1.8)

w; €A N
Man spricht dann von einem Gleichmaéglichkeitsmodell oder einer Laplaceschen Wahrschein-
lichkeitsverteilung tiber (,3(12)). Bei Gleichmoglichkeitsmodellen besteht die oftmals gar
nicht so leichte Aufgabe darin, die Anzahl der Ergebnisse des interessierenden Ereignisses
und die Anzahl aller zu Q2 geh6renden Ergebnisse zu bestimmen. Dazu {ibersetzt man das
Gleichmoglichkeitsmodell gerne in ein sogenanntes Urnenmodell. Dabei stellt man sich seit
Huygens, der im 17ten Jahrhundert das erste Lehrbuch zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
geschrieben hat, eine mit gleichartigen Kugeln gefiillte Urne vor. Die Kugeln mégen durch-
nummeriert sein und ggfls. (eine) weitere Markierung(en) tragen. Aus der Urne werden dann
Kugeln gezogen und die Ergebnisse werden festgehalten. Dies kann jeweils auf unterschied-
liche Weise geschehen.
Folgende Situationen sind von Bedeutung:

- Ziehen von n Kugeln mit bzw. ohne Zurtiicklegen in die Urne.

- Berticksichtigen der Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen wurden, bzw. Vernachlas-
sigen der Reihenfolge.

Insgesamt ergeben sich also vier Kombinationen. Bevor wir auf die entsprechenden Anzah-
len von moglichen Ergebnissen eingehen, seien die relevanten Zihlkoeffizienten angege-
ben.

Definition 1.1.19  Fakultdt und Binomialkoeffizient

Sei n € N. Dann ist
nl=1-...-n,

sprich n Fakultdt. Es wird 0! = 1 vereinbart. Der Binomialkoeffizient n tiber k, n > k, ist
ny n!
k) kln—k)

Satz 1.1.20  Eigenschaften des Binomialkoeffizienten

Fiir Binomialkoeffizienten gilt

o (1)=(")
o (1)) (")

i Y (Z) —on,
k=0
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Beweis: (iii) folgt mit der binomischen Formel (a+b)"=)";_, (Z) akb"k wenna=>b=
1 gesetzt werden.

(i) und (i) ergeben sich durch Hinschreiben und Zusammenfassen. (Formel (ii) bildet
die Grundlage des Pascal’schen Dreiecks.)

Satz 1.1.21  Stirling'sche Formel
Es gilt

1
nl~V2mr-n"2 . exp [—n—l—ﬂ} , (1.9

wobei das Zeichen ~ ausdriicken soll, dass der Quotient beider Seiten fiir n — oo gegen
1 geht.

Beweis: Siehe Feller (1968).

Satz 1.1.22  Anzahl von Ergebnissen bei Urnenexperimenten

Sei eine Urne mit N gleichartigen, durchnummerierten Kugeln gegeben, formal Q =
{1,..., N}. Die Anzahl der unterschiedlichen Ergebnisse beim Ziehen von n Kugeln sind
dann

- N beim Ziehen mit Zuriicklegen, d. h. von Q; = {(w;, ..., w,)| w; €Q};

- N-(N—1)-...-(N—n+1) beim Ziehen ohne Zurtiicklegen, d. h. von
Qo ={(w1,...,0p)lw; €Q, w; # w; fir i # j}.

Beweis: Wir betrachten zundchst das Ziehen mit Zuriicklegen.

Fiir die 1. Kugel gibt es N Moglichkeiten. Zu jeder dieser N Moglichkeiten gibt es bei der
zweiten Kugel wiederum N Moglichkeiten. Bei zwei Kugeln gibt es also N+...+ N =
N - N = N? Moglichkeiten.

Zujeder dieser N2 Moglichkeiten gibt es bei der dritten Kugel abermals N Méglichkeiten.
Bei drei Kugeln gibt es also N2+ N2 +...4+ N? = N - N2 = N3 Moglichkeiten, u. s. w.
Allgemein sind es wie behauptet N” mogliche Ergebnisse.

Beim Ziehen ohne Zuriicklegen gibt es fiir die erste Kugel wie in der eben betrachteten
Situation N Mdéglichkeiten. Fiir die zweite bleiben noch N —1 {ibrig. Bei zwei Kugeln gibt
es daher zu jeder ersten moglichen Kugel N —1 fiir die zweite. Das sind (N —1)+...+(N —
1)=N-(N — 1) Moglichkeiten.

Bei n ausgewdhlten Kugeln sind das schlieflich N -(N —1)-...: (N — n + 1) mogliche
Ziehungen.

Die Ergebnisse wiederholter Ziehungen haben wir als Tupel (wy, ..., w,) angegeben. Bei die-
ser Darstellung ist implizit vereinbart, dass die Reihenfolge wesentlich ist. Beispielsweise
unterscheidet sich das Tupel (1,2,3) von (3,2,1) und (1, 3, 2). Man bezeichnet daher auch die
beiden im Satz angesprochenen Ziehungsarten als Ziehungen mit Beriicksichtigung der An-
ordnung.
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Beispiel 1.1.23  Informationen in Computern

In Computern werden Informationen durch endliche Folgen, die aus Nullen oder Einsen
bestehen, dargestellt. Die Anzahl der unterschiedlichen Zeichen, wenn einem 8 Stellen
zur Verfiigung stehen, entspricht der Anzahl der Ziehungen mit Zuriicklegen von 8 Ku-
geln aus einer Urne, die zwei Kugeln enthdlt. Es sind also N =2, n =8. Demnach kénnen
mit einer Folge, die aus 8 Nullen oder Einsen besteht, 28 = 256 mégliche Zeichen darge-
stellt werden.

Beispiel 1.1.24  Personen und Stiihle

Vier Stiihle stehen nebeneinander. Auf wie viele Arten konnen sich vier Personen auf die
vier Stiihle setzen, wenn auf jedem der Stiihle genau eine Person sitzen soll? Hier handelt
es sich um das Ziehen ohne Zuriicklegen. Es ist N =n =4. Daher gilt: 4-...- (4 —4+4+1) =
4! = 24. Vier Personen konnen sich also auf 24 Arten auf vier Stiihle setzen, wobei auf
jedem Stuhl genau eine Person sitzt.

Im letzten Beispiel wird deutlich, dass wir beim Ziehen ohne Zuriicklegen im Fall n = N
gerade die Anzahl N! aller Anordnungen oder Permutationen von N unterscheidbaren Ele-
menten erhalten. Hiufig spielt die Reihenfolge, in der die einzelnen Kugeln gezogen werden,
keine Rolle. Dann interessiert man sich fiir die Anzahl der unterschiedlichen Ergebnisse, wo-
bei alle als identisch angesehen werden, die sich nur durch die Anordnung unterscheiden.

Satz 1.1.25 Anzahl von Teilmengen von gegebenem Umfang

Sei eine Urne mit N gleichartigen, durchnummerierten Kugeln gegeben, formal Q =
{1,..., N}.Es gibt (") Teilmengen vom Umfang n, d. h. mogliche Ergebnisse beim Ziehen
ohne Zurtiicklegen von n Kugeln, wenn die Reihenfolge nicht berticksichtigt wird.

Beweis: Beim Ziehen ohne Zuriicklegen erhielten wir als Anzahl der méglichen Ergeb-
nisse N-(N —1)-...- (N —n+ 1), wenn die Anordnung von Bedeutung ist. Wie wir im
Beispiel eben gesehen haben, gibt es n! unterschiedliche Ergebnisse, die sich nur durch
die Anordnung unterscheiden. Es sind also fiir die Anzahl der n-Teilmengen einfach die
Gesamtzahl der Tupel dadurch zu dividieren:

N-(N-1)-...(N-n+1) N (N)

n! " (N =n) - n

Beispiel 1.1.26  Turing-Test

Um das Jahr 2000, so hatte der geniale Mathematiker Turing prophezeit, wiirden Compu-
ter in der Lage sein, Menschen in einem als "Turing-Test’ bezeichneten Fragespiel hinters
Licht zu fiihren. Turing hatte vorgeschlagen, Computer hinter einen Vorhang zu stellen;
ein Mitspieler, der nicht wissen diirfe, ob sich ein Mensch oder eine Maschine hinter
dem Vorhang verberge, konne dann auf dem ,Tippwege‘ Fragen an den Unsichtbaren
richten. Wenn der Fragesteller nicht zu entscheiden vermdége, ob hinter dem Vorhang
ein Mensch oder eine Maschine verborgen sei, so komme dem Computer das Pradikat
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einer 'denkenden Maschine’ zu. In einer '100-Meter-Version des Turingschen Marathon-
laufes’ (Spiegel 47/1991, S.332) wurden zwei Menschen und sechs Computerprogramme
hinter Vorhdngen versteckt.

Acht Burger durften Fragen aus eng begrenzten Wissensgebieten an die Verborgenen
richten, sich aber nicht untereinander verstindigen. Ihnen war verraten worden, dass
an mindestens zwei Plidtzen Menschen sidf3en. Wenn ein Biirger davon ausging, dass ge-
nau zwei Menschen und sechs Maschinen dabei waren, wie grof$ ist die Chance dass er
durch einfaches Raten die richtige Zuordnung trifft?

Es sind alle moglichen Anordnungen zu bestimmen. Dieses Problem ist gleichwertig da-
mit, dass aus einer Urne mit acht Kugeln zwei ohne Zuriicklegen gezogen werden. Die
Reihenfolge spielt keine Rolle. Daher sind es (2) = 49 mogliche Anordnungen. Die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit ist also 1/49.

1.1.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhédngigkeit

Das Konzept der bedingten Wahrscheinlichkeit hat seinen Ursprung in einer einfachen ex-
perimentiellen Situation. Wenn bei einem Experiment bekannt ist, dass das Ereignis gewisse
Randbedingungen erfiillt, welche Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt dann die Chancen fiir
die entsprechenden Ereignisse an? Zur Losung werden zunichst die Hiufigkeiten zweier Er-
eignisse A und B betrachtet. Es wird die Teilfolge ausgew&hlt, bei der jeweils B beobachtet
wurde. Das sei die Randbedingung. Nun richtet sich die Frage auf die relative Haufigkeit, mit
der A in dieser Teilfolge auftrat. Formal ergibt sie sich zu n(A N B)/n(B).

Wegen n(AnN B)/n(B)= h(AN B)/h(B)wird folgende Definition nahegelegt:

Definition 1.1.27  bedingte Wahrscheinlichkeit
(€, 21, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, B € 2f mit P(B) > 0. Dann heil3t

P(A|B) = % (1.10)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Wie man leicht sieht, ist P(:| B) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber
(B,2(p), falls P(B) > 0.2l g ist dabei die auf B eingeschrédnkte o -Algebra:

Ap={AN BlAcA}.

Beispiel 1.1.28 TV-Show

In einer TV-Show gibt es drei Vorhédnge, einen Show-Master und einen Spieler. Hinter ei-
nem der Vorhinge ist ein wertvoller Preis verborgen, hinter den anderen beiden befindet
sich nichts. Nur der Show-Master weil}, hinter welchem Vorhang sich der Preis befindet.
Der Spieler gewinnt den Preis, wenn er auf den richtigen Vorhang weist. Zu Beginn wéhlt
der Spieler einen der Vorhénge. Dann 6ffnet der Show-Master einen der beiden {ibrigen,
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hinter dem sich der Preis nicht befindet und erlaubt dem Spieler neu zu wéhlen. Soll-
te der Spieler wechseln und auf den dritten Vorhang weisen? Diese Fragestellung fiihr-
te seinerzeit zu einer breiten 6ffentlichen Debatte. Hintergrund der Debatte bildete das
Problem der Unterscheidung zwischen bedingter und unbedingter Wahrscheinlichkeit.

Offensichtlich ist, dass die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir jeden der beiden Vorhén-
ge 0.5 betrédgt, sobald der Show-Master erst einmal einen (ohne den Preis dahinter) ge-
offnet hat. Von diesem Punkt des Geschehens aus betrachet bringt das Wechseln keine
Verbesserung der Gewinnchacen. Das Wechseln ist jedoch von Vorteil, wenn das Spiel
unbedingt vor Beginn betrachtet wird. Dann gibt es die in der Tabelle 1.1 dargestellten
Moglichkeiten. Man sieht, dass die Strategie ,,Wechseln“ in 6 von 9 Féllen zum Gewinn
fithrt und der Spieler seine Ausgangs-Gewinn-Chance von 1/3 verdoppelt.

Tabelle 1.1: Moglichkeiten bei einer Quiz-Show
Preis ist Spieler =~ Show-Master
hinter wéhlt offnet Spieler
Vorhang Nr. Vorhang Nr. Vorhang Nr. wechselt Gewinn

1 1 2oder3 ja/nein -/+
1 2 3 ja/nein +/-
1 3 2 ja/nein +/-
2 1 3 ja/nein +/-
2 2 loder3 ja/nein -/+
2 3 1 ja/nein +/-
3 1 2 ja/nein +/-
3 2 1 ja/nein +/-
3 3 loder2 ja/nein -/+

Die sich unmittelbar aus der Definition ergebende Beziehung
P(A)=P(A|B)P(B)

wird bisweilen als Multiplikationssatz bezeichnet. Er lédsst sich leicht auf n > 2 Ereignisse
iibertragen.

Satz1.1.29 Multiplikationssatz

Seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Aj, A, ..., A, € 2 Ereignisse mit P(A; N
ApN...NA,_1)>0.Dann gilt

P(A1NAzN...NA,) (1.11)
=P(A;|A1NA2N...NA;1)-P(Ap-1]A1 N A2 N.L.NAy) ...  P(A2]A)) - P(AY). '

Beweis: Aus P(A;NA;N...NA,—;)>0folgtmit Ay, NA,N...NA,_; CAINAN...NA;, fiir
1<i<n-2:
P(AiNA,N...NA;)>0.
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Also gilt

P(A1NA;N...NA,)
P(A1NAN...NA,) PAINAN...NA,_) P(A1NA))
T PANAN..NA,1) PAINAN..0A, ) T P(A)
=P(A,|A1NAN...NA,_1)-P(A,_1|[A1NAN...NA,,»)-...-P(A3]|A1) - P(A}).

-P(A1)

Satz 1.1.30 Formel von Bayes

Sei (©,2(,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. A;,...,A, € 2 mogen eine Zerlegung von 2
bilden, d. h.
AiNA;=0 firi#j und AU...UA,=Q.

Zudemsei P(A;)>0fliri=1,...,n.
Dann gilt fiir B €2 der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(B)=> P(B|A;)P(4;) (1.12)
j=1

und, falls P(B) > 0, die Formel von Bayes:
P(BJ|A;)P(A;)
27— P(BIAj)P(A))

Beweis: Es ist nach Definition P(A;|B) = P(A; N B)/P(B). Weil A,,...,A, eine Zerlegung
von 2 bilden, gilt weiter:

P(A;|B)= (1.13)

P(B)=P(BNA;)+...+P(BNA,)=P(B|A;)P(A1)+...+P(B|A,)P(A,).
Damit folgt:

P(BNA;) _ P(B|A;)P(A;)
P(BNA))+...+P(BNA,)  P(B|A1)P(A1)+...+P(B|A,)P(A,)’

P(Ai|B)=

Die heute als Formel von Bayes bezeichnete Beziehung stammt in dieser Form nicht von
Thomas Bayes (1702-1761). Man erhilt sie aber {iber eine geeignete Verallgemeinerung sei-
ner Ideen.

Beispiel 1.1.31 codierte Nachrichten

Wenn codierte Nachrichten gesendet werden, gibt es bisweilen Ubertragungsfehler. Beim
Morsen kann aus einem gesendeten Punkt ein Strich bzw. aus einem Strich ein Punkt
beim Empfinger werden. Die Morsezeichen kommen in etwa im Verhiltnis 3:4 (Punkte
zu Strichen) vor, d. h. wir konnen ausgehen von

3 4
P(Punkt gesendet) = - P(Strich gesendet) = =
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Treten Vertauschungen aufgrund von Stérungen jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/8
auf, so erhalten wir mit der Bayesschen Formel:

P(Punkt gesendet|Punkt empfangen)
P(Punkt gesendet)

= P(Punkt f: Punkt det)- .
(Punkt empfangen|Punkt gesendet) P(Punkt empfangen)

Nun wissen wir, dass P(Punkt empfangen|Punkt gesendet) = 7/8. Weiter ist

P(Punkt empfangen)
= P(Punkt empfangen N Punkt gesendet) + P(Punkt empfangen N Strich gesendet)
= P(Punkt empfangen|Punkt gesendet)P(Punkt gesendet)

+ P(Punkt empfangen | Strich gesendet)P(Strich gesendet)

73 14 25

—— 4=,
8 7 8 7 56

Zusammen gibt dies:

7 3/7 21
P(Punkt gesendet | Punkt empfangen) = — - 37 =—.
8 25/56 25

Aus dem Wissen, dass das Ereignis B eintritt, bzw. eingetroffen ist, ergibt sich offensichtlich
keine Konsequenz fiir die Wahrscheinlichkeit von A, wenn gilt:

P(A|B)=P(A),
oder, dquivalent:
P(AN B)=P(A)-P(B).

In diesem Fall werden A und B stochastisch unabhéngig genannt. Die letzte Gleichung wird
dabei als Definitionsgleichung genommen, weil sie ohne die Bedingung P(B) > 0 auskommt
und weil sie sich geeignet verallgemeinern lasst.

Definition 1.1.32  stochastische Unabhdingigkeit
(2,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ay, ..., A, € 2 heillen stochastisch unabhdingig,
wenn fiir alle Teilfolgen A;,...,A;, von A,..., A, gilt:

P(Ai1 n... ﬂAik): P(Atl) P(ALZ) e P(Atk) (1.14)

Falls (nur) P(A; NA;) =P(A;)-P(A;) fiir 1 < i, j < n gilt, heilen die Ereignisse paarweise
unabhdngig.

Sind A;,...,A, stochastisch unabhéngig, so sind sie auch paarweise unabhéngig. Die Um-
kehrung gilt nicht.
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Beispiel 1.1.33  zweimaliges Wiirfeln

Das Zufallsexperiment bestehe im zweimaligen Wiirfeln. Bei jeder Durchfiihrung werden
die Augenzahlen der Wiirfe notiert. Dann ist Q = {(i,j)|i,j = 1,...,6}, 2 ist die Potenz-
menge von £2. Eine geeignete Wahrscheinlichkeitsverteilung ist wieder die Gleichvertei-
lung:

1Al
PA)=) —=—.
“) Z 36 19
wWEA
Dabei sind |2|, |A| die Anzahl der Elemente von Q2 bzw. A.
Konkret werden drei Ereignisse betrachtet:
Ar={1,j)j=1,...,6}, A,={(,1)i=1,...,6}, As={(i,i)i=1,...,6}.

Fiir diese Ereignisse gilt: P(A;) =6/36 =1/6. Weiter ist fiir i # j:
P(4; A7) = P(I(L 1) = 52 = P(A)) - P(4,).
Ay, Ay, Az sind damit paarweise unabhingig. Wegen
P(A1NA2NA3)=P({(1,1)})= % #P(A1)-P(A2)- P(A3)

sind sie aber nicht stochastisch unabhingig.

Die stochastische Unabhéngigkeit vereinfacht die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
der Form P(A; N...NA,) stark bzw. ermdglicht sie erst. Dementsprechend spielt in der Sta-
tistik die Voraussetzung der Unabhéngigkeit eine zentrale Rolle.

1.2 Zufallsvariablen

1.2.1 Univariate Zufallsvariablen

In vielen Fillen interessieren bei einem Zufallsexperiment (2,2, P) nicht die Ergebnisse w
selbst, sondern numerische Werte, die den Ergebnissen zugeordnet sind und dartiber fest-
gelegte Ereignisse. Grundlegend sind dabei Ereignisse, die sich in der Form ,der Wert liegt in
einem vorgegebenen Intervall* ausdriicken lassen. Da die kleinste, alle Intervalle umfassen-
de o-Algebra die Borelsche o-Algebra *B ist, erscheint die folgende Definition plausibel.

Definition 1.2.1 eindimensionale Zufallsvariable

(2,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung X : 2 — R heil$t (eindimensio-
nale) Zufallsvariable falls fiir alle B € %5 gilt:

{XeB}:=X"'B)={w|lwe, X(w)e B} (1.15)
Wir setzen

fa<X<b}={Xe(a,bl}, {X=a}:={Xe{a}l}, etc
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und sagen
fiir {X € B}, dass X einen Wert aus B annimmt,

fiir {X = a}, dass X den Wert @ annimmt etc.

Der folgende Satz zeigt, dass wir uns im Wesentlichen auf die Ereignisse der Form {X < a}
beschrianken kénnen, wenn es darum geht, zu iiberpriifen, ob eine Abbildung X eine Zufalls-
variable ist. Wir werden aber diesen Bereich nicht weit ausdehnen. Die in unserem Rahmen
zu betrachtenden Abbildungen sind zumeist gutartig, d. h. erfiillen die geforderte Eigen-
schaft. dass wir die formale Definition tiberhaupt angeben, riihrt daher, dass wir die grund-
legende Struktur fiir ein Verstdndnis des Folgenden fiir wichtig erachten.

Satz 1.2.2  Charakterisierung einer Zufallsvariablen

(2,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung X : 2 — R ist genau dann eine
Zufallsvariable, wenn {X < a} € 2l fiir alle a € R.

Beispiel 1.2.3  zwei Wiirfel

Es wird mit einem roten und einem weien Wiirfel gewtirfelt. Sei
X = Summe der Augenzahlen der beiden Wiirfel.

Dannist Q={(i,j)|i,j€N,1<1i,j <6} und die Ereignisalgebra {iber 2 ist 3(2). Damit ist
X eine Zufallsvariable. Denn stets ist X~1(B) € 33(£2).

Beispiel 1.2.4  Schiefsen auf eine Zielscheibe

Als Zufallsexperiment wird das Schielen auf eine kreisrunde Zielscheibe betrachtet. Zur
Vereinfachung wird davon ausgegangen, dass die Zielscheibe auch getroffen wird. Dann
seien die Punkte auf der Scheibe mit den Realisationsmoglichkeiten des Experimentes
identifiziert. Die Punkte wiederum seien durch ihre Koordinaten bzgl. eines Koordina-
tensystems gegeben, das seinen Ursprung im Mittelpunkt der Scheibe hat. Der Stichpro-
benraum ist also, wenn der Radius der Zielscheibe gleich t ist:

Q= {wlw=(w),w), ] +wj <%}

Als Ereignisalgebra wird naheliegender Weise 57 gewéhlt. Es interessiert nun die Abbil-
dung X ="Entfernung des Treffers vom Mittelpunkt der Scheibe,

X:Q—-R.
Damit X eine Zufallsvariable ist, muss nach dem Satz gelten:
X(Lu)={w|lwe, | <X(w)<u}eBy.

Furl <0< u < tist X~1((/, u]) eine Kreisscheibe. Daher ist zu zeigen, dass mit den zwei-
dimensionalen Intervallen [a;, b1] X [a2, b2] auch Kreisscheiben zu 982 gehoren. Dazu
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wird die rechte Hélfte einer Kreisscheibe mit dem Radius u, K1 = {w|w = (w1, w2), w?+
w3 < u?, w; > 0}, sukzessive mittels Rechtecken der Form

o=t ] e (£ e (£

umschrieben:

n—1
By =] A4in
i=0

Es gilt offensichtlich By > B, > By D...D...D By, D..., so dass

[o¢]
'}ElanzﬂBn:Kr.
n=1

Entsprechend erhélt man die linke Hélfte.
Vermittelt durch die Zufallsvariable X wird allen Ereignissen aus 5 eine Wahrscheinlichkeit
Px(B) zugeordnet:
Px(B):=P(X€B), Be®.

Durch X wird also ein Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, ®8) induziert. Das Diagramm 1.1
veranschaulicht dies.

@) X (R, B)

B

[0,1]

ADbb. 1.1: Zur induzierten Wahrscheinlichkeitsverteilung

Definition 1.2.5 Wahrscheinlichkeitsverteilung einer eindimensionalen Zufallsvariablen

(©2,2(, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q2 — R eine Zufallsvariable. Die von X
auf (R, B) induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung Py,

Px(B):=P(X€B) fiir BeB, (1.16)

heilt die (Wahrscheinlichkeits-) Verteilung von X.
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Beispiel 1.2.6  Weg zur Arbeit - Fortsetzung

Im Eingangsbeispiel 1.1.9 wird durch die Entfernung der Person w zu ihrer Arbeitsstétte
eine Zufallsvariable definiert:

X: Q>R mit X(w)=1i, fallsweA;, i=1,...,5.
Die durch X auf (R, *8) definierte Verteilung ist dann offensichtlich schon festgelegt durch
Px({i)=P(X=i) i=1,...,5.
Fiir B €8 mit {1,2,3,4,5} N B=0gilt speziell
Px(B)=0.

Beispiel 1.2.7  Zerfall einer radioaktiven Substanz

Bei dem Zerfallsprozess einer radioaktiven Substanz ist eine interessierende Zufallsva-
riable X die Wartezeit zwischen dem Zerfall zweier Atome. Hier gilt

Px([0,t])=1—e ",

Dabei ist ¥ eine von der Art der Substanz abhéngige Konstante. Wegen Px([0,00)) =1 ist
Px((—00,0)) =0, so dass fiir r > 0:

P(X <1)=Px([0,f])=1—e"".

Wabhrscheinlichkeiten fiir allgemeinere Ereignisse der Form {X € B} konnen selbstver-
standlich ebenfalls angegeben werden. Darauf wird spater noch eingegangen.

Im letzten Beispiel wurde die Verteilung einer Zufallsvariablen angegeben, ohne den ur-
spriinglichen Wahrscheinlichkeitsraum (€, %2, P) zu benennen. In der Statistik interessiert i.
d. R. nicht so sehr der Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem die Zufallsvariable definiert ist, als
vielmehr ihre Verteilung. Durch diese erfolgt bereits die Bewertung der Ereignisse B € B*
entsprechend der Chance ihres Eintretens.

Man geht deshalb so vor, dass man fiir eine Zufallsvariable X eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung Py tiber dem Stichprobenraum (R, *8) vorgibt, ohne den zugrundeliegenden Wahr-
scheinlichkeitsraum ndher anzugeben. Im Folgenden wird hdufig in dieser Weise verfahren
und von dem speziellen Wahrscheinlichkeitsraum (R, 8, Px) oder (X,D,Px) — mit X C R ge-
eignet definiert und ® =8 ’§€ —ausgegangen. Dann brauchen wir nur noch in Ausnahmefal-
len die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X mit Px zu bezeichnen. I. d. R. reicht es, einfach
das Symbol P zu verwenden, ohne dass dies zu Missverstdndnissen fiihrt.

Da X nach Satz 1.2.2 eine Zufallsvariable ist, wenn {X < a} € 2l fiir alle a € R, betrachtet man
in der Statistik meist nur dadurch festgelegte Funktionen.
Definition 1.2.8 eindimensionale Verteilungsfunktion
X sei eine Zufallsvariable mit der Verteilung P. Dann heif3t
F(x):=P((—o00,x])=P(X < x) (1.17)

die Verteilungsfunktion von X.
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Beispiel 1.2.9  Gliicksspiele - Fortsetzung von Seite 2

Beim einmaligen Werfen einer Miinze erhalten wir mit der Vereinbarung P({K})=p, (0 <
p < 1), eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (€2, 2). Es gilt P({Z}) =1 — p, P(0) =0 und
P(Q)=1.

Sei X definiert durch X(K)=1, X(Z)=0. Dann ist X eine Zufallsvariable. Wegen

0 flirx <0
{wlX(w)<x}=< {Z} firo<x<l1
Q firx>1

hat X die Verteilungsfunktion

0 flirx <0
F(x)=P(X<x)=< 05 firo<x<l1
1 flirx>1.

Satz 1.2.10  Eigenschaften von eindimensionalen Verteilungsfunktionen

X:(Q,2,P)—(R,B) sei eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F(x). Dann gilt:
(1) 0< F(x)<1furalle x €R,

(2) F(x)< F(x’)fur alle x < x’,

(3) lim, . F(x)=1, lim,__ F(x)=0,

(4) F(x) ist rechtsseitig stetig in x. Das bedeutet: Ist x fest und ist x/, eine Folge mit
lim;, o X7, =x, X/, = X, so gilt:

lim;, oo F(x!)= F(x)
Beweis: Wir beweisen nur die erste Aussage von (3).
Sei dazu x1, x, ... eine Folge reeller Zahlen mit x,, < x,+; und lim,_, x, = co. Um den
Satz 1.1.17 anwenden zu kdnnen, wird A, :=(—00, x,,] gesetzt. Dann gilt:
[o9]
Al CAC... und UAn:R
n=1

Mit dem Satz 1.1.17 folgt:

lim F(x,)= lim Px((~00,x,]) =Px (U(—oo,xn1> =Px(R)=1.

i=1

Die Aussage 2 des Satzes konnen wir sogar prézisieren zu

P(x; < X < x2) = F(x2) — F(x1).
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Damit lassen sich alle Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle durch die Verteilungsfunktion an-
geben. Wahrscheinlichkeiten fiir Ereignisse A, die auf kompliziertere Weise aus Intervallen
resultieren, wollen wir im folgenden durch

P(XEA)= / dF(x) (1.18)
A

angeben. Fiir Intervalle A =(a, b] schreiben wir auch

b

/ dF(x)= / dF(x)= F(b) - F(a).
A

a

Insbesondere gilt fiir die Vereinigung von disjunkten Intervallen (a,,bi],..., (ax, bi], A =
Ui‘czl(air bi]:

kb k
/A dF(x)=)_ / dF(x)=> (F(b;)- F(a;)).
=15 i=1

Formal ist das die Schreibweise des Riemann-Stieltjes-Integrals. Auf das Riemann-Stieltjes-
Integral gehen wir im Anhang A ausfiihrlicher ein.

Die Definition der Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen zieht einige wichtige Konzepte
nach sich. Zunichst wird eine Einteilung der Zufallsvariablen vorgenommen.

Definition 1.2.11  diskrete und stetige eindimensionale Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X heil3t diskret, falls es eine hochstens abzdhlbare Teilmenge W Cc R
und eine auf R definierte Funktion f(x) gibt mit

/dF(x): > f. (1.19)
A

xeEANW

Die (in der Regel nur fiir x € W betrachtete) Funktion f:R — [0, 1],
fx)=P(X=x)
heit (Zéihl-) Dichtefunktion oder kurz (Zihl-) Dichte.

X heiBt stetig, falls es eine als (stetige) Dichtefunktion oder kurz als Dichte bezeichnete
Funktion f:R — Ry gibt mit

/dF(x):/f(x)dx. (1.20)
A A

X ist also diskret, wenn es eine hochstens abzédhlbare Teilmenge W C R gibt mit F(x) =
> w<¢ P(X=x"). X ist stetig, wenn es eine Funktion f:R — R gibt mit

F(x):/f(u)du.
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Die Bezeichnungen 'Zdhldichte’ und ’stetige Dichte’ sind beide etwas irrefiihrend. Bei ei-
ner Zédhldichte wird nicht nur ausgezéhlt, wieviele Realisationsmoglichkeiten zu der inter-
essierenden Menge gehoren. Die einzelnen Realisationsmoglichkeiten kénnen ja durchaus
verschiedene Werte zugeordnet bekommen. Auch die stetige Dichte braucht nicht {iberall
stetig zu sein. Die Bezeichnung riihrt vielmehr von der in der Matheorie betrachteten "ab-
soluten Stetigkeit’ her. Allerdings ist bei einer stetigen Zufallsvariablen die Verteilungsfunk-
tion stetig. dass wir diese Bezeichnungen dennoch verwenden, ist darin begriindet, dass wir
im Folgenden dann einfach von Dichten sprechen konnen und nicht die sonst notwendige
und ermiidende Unterscheidung in Wahrscheinlichkeits- und Dichtefunktion durchhalten
miissen. Auch Fallunterscheidungen bei der Formulierung etlicher Aussagen lassen sich mit
dem Riemann-Stieltjes-Integral vermeiden.

Beispiel 1.2.12  zwei Wiirfel - Fortsetzung von Seite 19

Die Zdhldichte von X, der Summe der Augenzahlen der beiden Wiirfel, geben wir in Form
einer Tabelle an.

x |2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1I2
fx)=P(X=x)|1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Beispiel 1.2.13  Simpson-Verteilung

Die Simpson-Verteilung ist durch eine dreieckférmige Dichtefunktion chrakterisiert:

1
. E(l—%|x|) fir —b<x<b
X)= .

0 sonst

Man macht sich leicht klar, dass durch f(x) tatsdchlich eine Verteilung festgelegt wird.

1.2.2 Multivariate Zufallsvariablen

Wir wollen nun die Definitionen und Ergebnisse des vorigen Abschnittes auf den Fall ver-
allgemeinern, dass in einem Experiment gleichzeitig mehrere Zufallsvariablen beobachtet
werden. Zunichst erscheint die folgende Definition eine plausible Erweiterung von Defini-
tion 1.2.1 zu sein.

Definition 1.2.14  k-dimensionale Zufallsvariable

(92,21, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung X = (X, ..., X;): Q — R¥ heilt
k-dimensionale Zufallsvariable (oder fiir k > 1 auch Zufallsvektor), falls fir alle B € B¢
gilt:

{XeB}=X"Y(B)={w|lweq, X(w)e B}l (1.21)

Wir sagen entsprechend zum eindimensionalen Fall fiir {X € B}, dass X einen Wert aus
B annimmt und fiir {X = a}:={X € {a}}, dass X den Wert @ annimmt etc.
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Satz 1.2.15 Charakterisierung einer k-dimensionalen Zufallsvariablen

(2,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung X : 2 — RF ist genau dann eine
Zufallsvariable, wenn {X < a} €2 fiir alle a € R¥.

Satz 1.2.16  k-dimensionale Zufallsvariable aus eindimensionalen Zufallsvariablen

Xi,..., X\ seien eindimensionale Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(£2,%2(,P). Dann ist

X=(X1,...X5): Q=R X(w):=X(w),..., X)),

eine k-dimensionale Zufallsvariable.

Beispiel 1.2.17  zwei Wiirfel - Fortsetzung von Seite 19

Beim Wiirfeln mit einem roten und einem weilen Wiirfel seien

X = Summe der Augenzahlen der beiden Wiirfel
Y = Differenz der Augenzahlen des roten minus und des weien Wiirfels.

Esist Q={(i,j)|i,j €N, 1 <1i,j <6} und P(Q) ist die Ereignisalgebra iiber Q2. Damit ist
(X, Y) eine Zufallsvariable. Denn stets ist (X, Y)~1(B) € B().

So wie im eindimensionalen Fall ist auf dem Hintergrund von Satz 1.2.15 die Verteilung Px
schon festgelegt, wenn die Wahrscheinlichkeiten

Px((—o0,a1] x...x(=00,ax])=P(X; < ay,...,.Xy <ar)=P(X<a)
fur alle @ = (ay, ..., ar) bekannt sind. Daher betrachtet man auch hier meist nur entspre-

chend festgelegte Funktionen.

Definition 1.2.18  Verteilungsfunktion einer k-dimensionalen Zufallsvariablen

X =(Xj,...,Xy) sei eine k-dimensionale Zufallsvariable mit der Verteilung P. Dann heif$t
F(x)=F(xy,...,x¢)=P(X <x) (1.22)

die Verteilungsfunktionvon X =(Xy,..., X¢).

Satz 1.2.19 Eigenschaften von k-dimensionalen Verteilungsfunktionen

X =(Xi,...,Xp): (,2,P) — (RF,BF) sei eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion
F(x). Dann gilt:
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(I) 0<F(x)<1 fiiralle x eRF,
(2) Im Fall k =2 gilt fiir alle x; < x7, X2 < xJ:

F(x}, %)+ F(x1, x5) = F(x1, x3) — F(x;,%1) > 0;

(3) Fix)<F(x/)fallsx; <x; (i=1,...,k);
(4) limx1—>oo ..... xkﬁooF(xl’---’xk):F(Oo,---’oo):1;

(5) limy,——o0 F(x1,...,Xk)=F(x1,...,—00,...,Xk)=0, (i=1,...,k);

(6) F(x)ist rechtsseitig stetig in jeder Komponente i.

Beweis: Wir beweisen nur (2). Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir (X3, Xz) =
(X, Y). Die folgenden Rechnungen werden durch die Skizze 1.2 verdeutlicht:

‘ (x1,¥2) (x2,¥2)
Y2
(=00, x1] X (¥1,)2] (%1, x2] X (y1,y2]
1
(x1,1)
(=00, x1] X (=00, y1] (%1, x2] X (=00, y1]
X1 X2 X

Abb. 1.2: Zur bivariaten Verteilungsfunktion

F(x2,y2) =P(X<x2,Y <)
=PX<x,Y<y)+Px1 <X<x,Y<y)+PX<Zx1,1 <Y <)
+Px; <X <x2,1 <Y <y)
=PX<x,Y<y)+PX<x,Y<y1)-PX<x,Y<y))+PX<x,, Y < y0)
—P(X<x1,Y<y1)+Px; <X <x2,y1 <Y <)
=PX<x,Y<y)+PX <, Y <) —PX <1, Y<y)+Px; <X <X, 1 <Y < o)
= F(x1,y2) + F(x2, 1) = F(x1, y1) + Plx1 < X < x2, 51 <Y < yo).

Mit P(x; < X <x2,)1 <Y <) > 0 folgt die Behauptung.

Beispiel 1.2.20

Sei

Flx,y)= 0 firx+y<1
Y= flirx+y>1"
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F(x,y)ist keine Verteilungsfunktion, denn es gilt

F(1,1)+ F(0,0)— F(1,0)— F(0,1)=1+0—-1—-1=-1.

Beispiel 1.2.21 zweidimensionale logistische Verteilung

Einige der Eigenschaften sollen fiir die zweidimensionale logistische Verteilung verifiziert
werden. Die Verteilungsfunktion ist
1

Fxy)= 1+e*+eV+elty)’

(1) Wegen e* > 0 fiir alle z € R gilt: 1 + e~* + e~ + e~*+¥) > 1, Daraus folgt

1
> l+e*+eV4elty)

>0.

(2) Seien x; < x3, y1 < y». Dann ist x; +y; < x2 +)» und es gilt: e™1 > e™*2, 7)1 >

e V2, e > e~ Daraus folgt

1 1
<
l+eMteVide N~ I+eeteVte )’

d. h. F(x1,y1) < F(x2, ).

(3) Esistlim, e *=0.Daher gilt

1 1
lim F(x,y)= lim = =1.
X,y—00 xy—olde*+e Vet 1404040

Die Schreibweise des Riemann-Stieltjes-Integralslasst sich auch bei mehrdimensionalen Zu-
fallsvariablen anwenden. Dann ist fiir A € B¢

/dF(x):P(XGA). (1.23)
A

Die Einteilung der Zufallsvariablen in diskrete und stetige tibertragt sich vom univariaten
Fall.

Definition 1.2.22  diskrete und stetige k-dimensionale Dichtefunktionen

Eine Zufallsvariable X = (X,..., X} ) heillt diskret, falls es eine hochstens abzdhlbare Teil-
menge W C R¥ und eine auf R* definierte (Zdihl-) Dichtefunktion oder kurz (Ziihl-) Dich-
te f(x) gibt mit

/ dFx)= Y f(x). (1.24)
A

XeAnWw
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X heilt stetig, falls es eine Dichtefunktion f : R¥ — R gibt mit

/AdF(x)z/A---/f(x)dxz/A---/f(xl,...,xk)dxl...dxk. (1.25)

Beispiel 1.2.23  zwei Wiirfel - Fortsetzung von Seite 25

Wir fithren das Beispiel 1.2.17 fort. Die Zdhldichte von (X, Y), der Summe und der Dif-
ferenz der Augenzahlen der beiden Wiirfel geben wir in der Tabelle 1.2 an. Die nicht be-
setzten Felder haben den Wert Null.

X\Y -5-4-3-2-101 2 3 4 5

2 36
3 1 L
36 36
4 L7
5 , %, %, %
36 36 36 36
6 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36
7 1 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36 36
8 1 1 1 1 1
36 36 36 36 36
9 1 1 1 1
36 36 36 36
10 1 1 L
36 36 36
11 Ry Y
%, 36
12 1

Tabelle 1.2: Bivariate Ziihldichte

Beispiel 1.2.24  Trinomialverteilung

Die Trinomialverteilung ist durch die Zdhldichte

L.px _py .(1_p1+p2)n—x—y
xyln—x—yy "t "2
flx,y)= firx,y=0,1,...,n,x+y<n -
0 sonst

definiert. Sie hdangt von den Parametern p;, p, mit p;, p» >0, p; +p2 <1 und n ab.

Beispiel 1.2.25  Gleichverteilung mit dreieckformigen Ticiger

Wir betrachten folgende zweidimensionale stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunkti-
on
2 fir0<x<y<1

0 sonst

f(x,y)z{

Die Verteilungsfunktion lautet dann flir 0<x <y <1:
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x )y X
F(x,y)://Zdvdu:/(Z'y—Z-u)du:2'x'y—x2,
0 u 0

fir0<x<1,1<y<oo:

x 1 X
F(x,y)://zdvdu:/(Z—Z-u)du:2'x—x2
0 u 0

und flir0<y <1,y <ux:

Yo y
F(X,J’)z//Zdudvz/Zvdv:yz.
00 0

Also gilt
2-x-y—x* fur0<x<y<1
2-x—x2 firo<x<1,1<y<oo
F(x,y)= y? firo<y<1l,y<x
1 firx>1,y>1
0 sonst

Beispiel 1.2.26  bivariate Normalverteilung

Die bivariate Normalverteilung hat folgende, von den fiinf Parametern u,, u; € R, (r%, a% >
0, —1 < p < 1 abhéngige Dichte:

f(x’y):

1 1 — x)? - - — 1y )2
.exp{_ : ((x ;th) Lot THx Yoy ;zty) )}
2noxoyy/1—p? 2(1—-p?) 0% Ox oy fo

Die Konturlinien, d. h. die Kurven konstanter Dichte, sind hier Ellipsen.

1.2.3 Randverteilungen

Oft interessiert man sich fiir die Verteilung einzelner Komponenten von (X, Y). Wie die Ver-
teilung etwa von X aus der Verteilung von (X, Y) gewonnen werden kann, wird im Folgenden
ausgefiihrt. Ausgehend davon, dass (X, Y) eine zweidimensionale Zufallsvariable ist,

(X,Y): Q> R?,
und dass offensichtlich gilt

{X<x}={wlwe X(w)<x}={w|lweQ X(w)<x,Y(w)<oo},
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erhalten wir:
P(X<x)=P(X<x,Y<o).

Die Verteilung von X ist also gegeben durch
Px((—00, x]) = Px,y((—00, x] x (—00,00)) =P(X < x, ¥ < 00).
Fiir die Verteilungsfunktion von X folgt somit:
F(x) = Fx(x) = Fx,y(x,00).

Entsprechend lésst sich die Verteilung von Y aus der Verteilung von (X, Y) gewinnen. Da im
Weiteren hauptsichlich die Verteilungsfunktionen bzw. Wahrscheinlichkeitsfunktionen und
Dichten interessieren, gelangt man zu

Definition 1.2.27  Randverteilung

X =(Xj,...,X;) sei eine k-dimensionale Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Py .
Die Randverteilung von X, = (Xj, ..., X;) ist dann durch Fx gegeben,

FXl(xl)zFX(xl,...,xi,oo,...,oo). (1.26)

In der Definition geschieht die Beschrankung auf die ersten i Komponenten nur aus schreib-
technischen Griinden.

Beispiel 1.2.28 zweidimensionale logistische Verteilung - Fortsetzung von Seite 27

Die zweidimensionale logistische Verteilung hat die Verteilungsfunktion
1
l+e*+eV4e )
Hat (X, Y) diese gemeinsame Verteilung, Fx y(x,y) = F(x,y), so sind die Randverteilun-
genvon X und Y:

F(x,J’)Z

1 1
Fx(x)= Fx y(x,00)= = ,
x00) = By (6, 00) = e S e~ Ty e
1 1

F = Fx y(00,y)= = .
W)= Fer(coy) l+e®4eV+e ) 14e7y

X und Y sind jeweils univariat logistisch verteilt.

Sofern die Verteilung von (X, Y) durch eine Dichte gegeben ist, lassen sich auch die Dich-
ten der Randverteilungen daraus gewinnen. Betrachten wir den zweidimensionalen Fall. Fiir
diskrete Zufallsvariablen gilt fiir die erste Komponente:

fX)=P(X=1x,Y<oc0)=» P(X=x,Y=y).

y

X o0
Fiir stetige Zufallsvariablen erhalten wir aus Fx(x) = F(x,00) = f f f(u,v)du dv sofort:
—00 —00

Fxlx)= / 0oy dy.
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Beispiel 1.2.29  zwei Wiirfel - Fortsetzung von Seite 28

Fiir die beiden in Beispiel 1.2.17 definierten Zufallsvariablen der Augenzahlensumme
und der Augenzahlendifferenz erhalten wir mit dem Beispiel 1.2.23 durch Bildung der
Zeilen- und der Spaltensummen die Randverteilungen von X und Y, siehe Tabelle 1.3.

X\Y =5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 fxk
1 1

2 36 36
1 1 2

3 36 36 36
4 1 1 1 3
36 36 36 36

5 1 1 1 1 4
36 36 36 36 36

6 1 1 1 1 1 5
36 36 36 36 36 36

7 1 1 1 1 1 16
36 36 36 36 36 36 36

3 1 1 1 1 1 5
36 36 36 36 36 36

9 1 1 1 1 4
36 36 36 36 36

1 1 1 3

10 36 36 36 36
1 1 2

11 36 36 36
1 1

12 36 36

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
fr(y) % 36

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

Tabelle 1.3: Bivariate Ziihldichte mit Randverteilungen

Beispiel 1.2.30  Trinomialverteilung

(X, Y) sei trinomial-verteilt mit den Parametern p;, p, und n. Es soll die Randverteilung
von Y bestimmt werden:

n-y n-y
n!
fO)=P(Y=y)=) PX=x,Y=y)=) A —x 7% ),p’fpi(l—pl—pz)”‘x‘y
x=0 =0 *V: Y

n-y

_n vy =yt (o N\
_y!(n—y)!(l_pZ) "P2 Zx!(n—x—y)!(l—pz) (1 1—p2>

x=0
n _
= (y)l?%’(l—l’z)n v

Y hat eine Binomialverteilung mit den Parametern p, und n.

Beispiel 1.2.31  Gleichverteilung mit dreieckformigem Tréiger - Fortsetzung von Seite 28

Die gemeinsame Dichtefunktion von X und Y ist

6 y)= 2 firo<x<y<l1
fey)= 0 sonst ’
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Damit folgt flir 0 <x < 1:
1

fx(x)z/f(x,y)dyzfzdyzz_Zx.

X

Analog erhalten wir fir0<y <1:

00 y
fy(y)z/f(x,y)dyZ/Zdy=2y.
e ;

Beispiel 1.2.32  bivariate Normalverteilung - Fortsetzung von Seite 29

(X,Y) sei bivariat normalverteilt. Um die Randverteilung von X zu erhalten, wird die
Dichte, vgl. Beispiel 1.2.26, geeignet umgeformt:

f(x’y):

1 1 — Ux)? - - —uy)?
‘eXp{_ i ((x ;:x) L, X THx yopy gy) ﬂ
2noxoyy/1—p? 2(1-p?) 0% Ox oy oy

Zunichst setzen wir zur Vereinfachung u :=(x — ux)/ox und v :=(x —uy)/oy. Dann gilt

flx,y)= (u2—2puv+v2)]

. exple—
2nox0oy\/1—p? p{ 2(1-p3)

1 1 1
. -eX —_——_—
V2nox V2moy\/1-p? p{ 2(1-p?)

(uz—(pu)2+(pu)2—2puv+vz)}

1 1 1
. cexplo—
V2nox V2moyy/1-—p? p{ 2:(1-p?)

((l—pz)u2+(v—pu)2]

—*ex (_u_z).;.ex {_M}
T Vamox 2 VzmogJi-pr P 20-p?)

1 < 1 (x—,ux)2> 1
= eX] _— .
V2moy P\ ™2 o% V2 -oyy/1—-p?

1 o
- exp [—m (y—py— U—;(x—.ux))z} .

Es gilt also
f(x’J’)Z g(x) h(x,J’)
mit ( ?
I N € 00
g(x)_m-UXeXp< 2 o% )
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und

1 1
. eXp _—
V2m-oy-\/1—p? 20y-(1-p?)
Die Funktion g(x) ist die Dichtefunktion einer univariaten Normalverteilung mit den

Parametern ux und Uf(, wéhrend h(x, y) fiir festes x die Dichtefunktion einer univariaten
Normalverteilung mit den Parametern py — oy(x — ux)/0x und 0%(1 — p?) ist.

h(x,y)= '(J/—.UY—Z—;'(X—.UX))Z .

Fiir festes x ist das Integral iiber /(x, y) mit y als Integrationsvariablen folglich gleich 1.
Also ist die Randdichte von X die Dichtefunktion einer Normalverteilung mit den Para-
metern px und o%. Eine Interpretation von h(x, y) folgt im nachsten Abschnitt.

1.2.4 Bedingte Verteilungen

Ein wichtiges Konzept der Wahrscheinlichkeitsrechnung, das nun auf Verteilungen {ibertra-
gen werden soll, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit. Dies fiihrt hier zunédchst auf bedingte
Verteilungsfunktionen.

Definition 1.2.33  bedingte Verteilungsfunktion bei gegebenem Ereignis

X =(Xy,...,X;) sei eine k-dimensionale Zufallsvariable mit der Verteilung P. Fiir A € B
mit P(X € A) > 0 heilst
F(x]A)=P(X <x|X€A)

die bedingte Verteilungsfunktion von X, gegeben, dass X einen Wert aus A annimmt.

Beispiel 1.2.34  gestutzte Poisson-Verteilung

X sei eine Poisson-verteilte Zufallsvariable,

A A
P(X:x): e ; furx:O,1,2,3,_,,

0 sonst.

A > 0 ist dabei ein fester Parameter.

In verschiedenen Anwendungen, etwa bei der Modellierung der Verteilung der Anzahl
der Passagiere einer Féhre, die nur auf Anforderung féhrt, ist die gestutzte Verteilung von
Bedeutung:
er  Ax
PX=x|X>0)=—— — x=1,2,...
l—e* x!

Von besonderem Interesse sind bedingte Verteilungen mehrdimensionaler Zufallsvariablen
X =(Xj,...,Xx), wenn A die folgende Gestalt hat:

A =(—00,00) X (—00,00) X ... X (—00,00) X {X; 11} X ... X {xr}.
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Diese Bedingung besagt, dass die ersten i Komponenten in Abhingigkeit davon, dass die
letzten k — i jeweils einen festen Wert annehmen, betrachtet werden. Natiirlich ist die Be-
schrankung auf die ersten bzw. letzten Komponenten willkiirlich und geschieht hier nur zur
Vereinfachung der Schreibweise. Aus dem gleichen Grund konzentrieren wir uns nun auf
zweidimensionale Zufallsvariablen.

Sei zunédchst (X, Y) diskret und sei A = (—00,00) x {y} mit P(Y =y) > 0. Dann ist

PX<x,Y=y)
F(x,y|A)=P(X<x,Y<y|X<o0o,Y=y)=——==
y y vy P(Y=y)
Dafiir schreiben wir: X<y |
<x, Y=y
F ::F , A - @
Xy (xly) (x,y14) Y =y)

Fxy(x|y) oder einfach F(x|y)ist eine Verteilungsfunktion, die Verteilungsfunktion von X bei
gegebenem {Y =y}.

Im Fall P(Y = y) = 0 kann Fy|y(x|y) nicht wie oben definiert werden. Die Definition kann
aber tiber einen Grenzwert erfolgen:
PX<x,y<Y<y+h)

Py<Y<y+h)

Fxly)=1lim

Die bedingte Zahldichte hat naheliegender Weise die Gestalt
PX=x,Y<y)_ fxv(xy)
P(Y<y) r(y)

Die Gestalt der bedingten stetigen Dichtefunktion erhalten wir aus der Definition von Fx|y(x|y)
folgendermallen:

flxly)=PX=x|Y=y)=

J . 1
EFXIY(xb’) = dljlclllo Ix [Fxjy(x +dx|y)— Fxy(x|y)]

— lim {[FX,y(x+dx,y+dy)—FX,y(x+dx,y)]/(dxdy)
dx,dy—0

(fy(y +dy)—Fy)l/dy
B [Fxy(x,y+dy)— Fxy(x,y)]/(dx dJ’)}
[fy(y+dy)—-Fly)l/dy

_ fxy(x,y)
fr(y) '

Definition 1.2.35  bedingte Verteilungsfunktion mehrdimensionaler Zufallsvariablen

X =(Xj,...,X;)seieine k-dimensionale Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fy (x).
Die bedingte Verteilungsfunktion von X; = (X, ..., X;) bei gegebenen {X, = x,}, X, =
(Xiz1,., Xk), X2 =(Xi11,..., X)) ist durch den Grenzwert

P(Xl le,XQ SXQ §x2+h)

F —F — 1 1.27
(xlle) X](xl|x2) hlflo P(xz SXZSxZ‘f‘h) ( :
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definiert, wenn dieser existiert. Dabei ist h = (h,..., h) ein (k — i)-dimensionaler Vektor.
Die zu einer bedingten Verteilungsfunktion gehorende Dichte

fX(xl,xz) ..
- fiir (x2)>0
flEilx) = fx, (xilx2) =14  Fx,(%2) Ix. (%2 (1.28)
0 sonst.

wird als bedingte Dichte(funktion) von X, gegeben {X, = x,}, bezeichnet.

Beispiel 1.2.36  Trinomialverteilung - Fortsetzung von Seite 31
Fiir trinomialverteilte Zufallsvariablen (X, Y) erhalten wir:
n!
fx,y)  xlylln—x—y)

o !
fr(y) y!(n”_y)! p%’(l — )"V

__(n=y) < p1 >x<1_ P >H_y
S xln—x—y) \1-p, 1-p, '

Die bedingte Verteilung von X, gegeben {Y =y}, ist also eine Binomialverteilung mit den
Parametern p; /(1 — p2)und (n —y).

pipy(L—pi—po)" 7

flxly)=

Beispiel 1.2.37  Kinder in einer Familie
Die Anzahl X der Kinder pro Familie sei Poisson-verteilt:

A
- . e_A
x!

fx)= x=0,12,....

Die Anzahl Y der Mddchen in einer Familie mit x Kindern ldsst sich als binomialverteilte
Zufallsvariable auffassen. Genauer ist dies eine bedingte Verteilung:

frix(Ix)=P(Y=y|X=x)= (;) p’(A—=p).

Die Randverteilung von Y erhalten wir, indem wir zuerst die gemeinsame Verteilung be-
stimmen:

Fxx(x,y) = frix(y1x) fx(x)=P(Y =y|X=x)-P(X=x)
zﬁ-e_l-(;)-py(l—p)x_y firo<y <x.

x!

Dann ist

o0 A’x
=) e (;) pY(1—py
x=0 "
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(o]

o0
. L QA =p)r A A (Ap) “A1-p) (A1 —=p))?
= e .W.?p}'_e p.TZe p.T
x—y=0 z=0
_ . OV
y!

Y ist also wieder Poisson-verteilt mit dem Parameter Ap. Dieser gibt die erwartete Anzahl
der Mddchen an: Von der mittleren Zahl A der Kinder pro Familie ist das der p-te Anteil.

Beispiel 1.2.38  Gleichverteilung mit dreieckformigen Trdger - Fortsetzung von Seite 31

Aus der gemeinsamen Dichtefunktion und den beiden Randdichten erhalten wir

1
firx<y <1
frixylx)=4 1—%
0 sonst
und
1
— fuiro<x<y
fxy(xly)=4 Y
0 sonst

Beispiel 1.2.39  bivariate Normalverteilung - Fortsetzung von Seite 32

Fiir die bivariate Normalverteilung erhalten wir mit den Ergebnissen des Beispiels 1.2.32:
fx,y)=gx)- h(x,y)

mit

1
(x): exp <__.7
g V2noy 2 o%

und

(ER ) — 1 < 7 ))2
X Yy)=——F——=exp|——— |y Uy ——(x— .
y 27'CO'Y 1—p2 p zay(l_pz) .V Uy Ox Uux
Dabei ist g(x) die Randdichte von X. Folglich ist fyx(y|x) = h(x,y). Das ist die oben
angekiindigte Interpretation dieser Funktion.
Also ist Y fiir gegebenes X = x univariat normalverteilt mit den Parametern
Uy —Oy(x — ux)/ox und 0% (1 - p?).
Wie das Konzept der bedingten Wahrscheinlichkeit ldsst sich auch das der Unabhéngigkeit
auf Zufallsvariablen tibertragen. Von der Unabhingigkeit zweier Zufallsvariablen (X, Y) wer-
den wir naheliegender Weise verlangen: Ist A ein Ereignis, das durch eine der beiden Zufalls-
variablen bestimmt ist, und ist B durch die andere Zufallsvariable festgelegt, so sind A und
B unabhéngig.
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Speziell sollen die Ereignisse A =(X < x) und B =(Y < y) unabhingig sein. Mit Verteilungs-
funktionen geschrieben heift das:

Fxy(x,y)= Fx(x)- Fy(y).

Ist diese Gleichung fiir alle (x, y) € R? erfiillt, so ist es auch die zuvor betrachtete umfassen-
dere Forderung.

Definition 1.2.40 stochastische Unabhdingigkeit von Zufallsvariablen

Die Zufallsvariablen Xj,...,X; mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion F(x,...,x¢)
heien stochastisch unabhéingig, wenn fiir alle (x1, ..., x;) € RF gilt:

F(xy,...,x)=F(x1)-...- Fe(xg). (1.29)

Dabei sind die F; die Randverteilungsfunktionen der X; (i=1,...,k).

Satz 1.2.41 Charakterisierung der Unabhdngigkeit von Zufallsvariablen

Die Zufallsvariablen Xj, ..., X; mit der gemeinsamen Dichtefunktion f(x,, ...,x;) sind
genau dann stochastisch unabhingig, wenn fiir alle (x1,..., x;) € R gilt:
Flen e x) = filxn) ... filxk). (1.30)

Beweis: Im Fall k = 2 folgt fiir stetige Zufallsvariablen aus f(x;,x2) = fi(x1)- f2(x2) sofort
F(x1,x2) = F(x1)- F5(x2). Wegen

02 02
ox0y F(x,y)= MFI(X)'FZ(y):fl(x)'fZ(y)

f(x’y):

gilt auch die Umkehrung.
Fur diskrete Zufallsvariablen ist der Nachweis elementar.

Beispiel 1.2.42  zweidimensionale logistische Verteilung - Fortsetzung von Seite 30

Die Verteilungsfunktion zweier Zufallsvariablen X, Y sei:

1
l+e ™ +eV +e W)

F(X’J’)Z

Die Randverteilungen von X und Y sind gegeben durch:

Bx)=——, Fly)=

1+e* l+e7’

Damit gilt:
Fx,y(x,y)= Fx(x)- Fy(y).

X und Y sind also stochastisch unabhéngig.
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Beispiel 1.2.43  bivariate Normalverteilung - Fortsetzung von Seite 36

Fiir die bivariate Normalverteilung gilt, wie man sich anhand der Gestalt der Dichte so-
fort klar macht:

fx,y)=fx(x)-fyr(y) & p=0.
Der Parameter p ,steuert‘ also die Abhéngigkeit bei der bivariaten Normalverteilung.

1.3 Transformationen von Zufallsvariablen

In vielen statistischen Uberlegungen spielen Transformationen von Zufallsvariablen eine
Rolle. So geht man hdufig von den beobachteten zu den logarithmierten Werten {iber. Bei
Zufallsvariablen werden durch solche Abbildungen wieder Zufallsvariablen definiert:

Z=g(X) oder allgemeiner Z = g(Xj,...,X).

Damit Z tatsdchlich eine Zufallsvariable ist, muss die Funktion g geeignete Voraussetzun-
gen erfiillen, z.B. stetig sein. In unserem Rahmen bedeutet es aber keine Einschriankung,
einfach zu unterstellen, dass Z eine wohldefinierte Zufallsvariable ist. Von Interesse ist dann
die Frage, wie die Verteilung der transformierten Variablen Z aus der urspriinglichen Ver-
teilung bestimmt werden kann. Fiir diskrete Variablen ist das oft einfach durch Betrachtung
der Wahrscheinlichkeitsfunktionen maoglich.

Beispiel 1.3.1 Trinomialverteilung - Fortsetzung von Seite 35

(X,Y) sei eine zweidimensionale diskrete Zufallsvariable mit der Zahldichte f(x,y). Ge-
sucht werde die Verteilung von Z =X+ Y. Esist

P(Z=2)=P(X+Y=2)=Y fx,y)=Y flz—y.y)=)  flx,z—x).
X,y y X

xty=z

Dabei werden die Summen tiber alle erlaubten Realisationsmoglichkeiten gebildet. Sind
(X, Y) speziell trinomialverteilt, so erhalten wir fiir Z = X + Y

f22)=P(Z=2)=) P(X=z-y,Y=y)
y=0

z
n! z=y y -
:Z py T p2(l—=p1—p2)"*
= (2=y)yln—2)!

1 z

n! _ z! p2 )y ( p1 )Z_y
- + Z 1_ _ n-z 1_
Zin _Z)!(Pl p2)*(1=p1—p2) yz:; yl(z—y) (pl +p2 p1+p2

(;’)(pl + P2 (1= p1— p2)" =,

Damit ist Z binomialverteilt mit dem Parameter (p; + p2).

Fiir stetige Zufallsvariablen wird zuerst eine einfache, aber fiir die Anwendung sehr wichtige
Transformation betrachtet.
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Satz 1.3.2 Wahrscheinlichkeitsintegraltransformation

Sei X eine Zufallsvariable mit einer stetigen Verteilungsfunktion F(x), die fiir 0 < F(x) <1
streng monoton wachsend ist. Dann ist die Zufallsvariable U = F(X) gleichverteilt tiber
dem Intervall [0,1] : U ~ Z(0,1).

Umgekehrt hat X = F~1(U) mit F~'(u) = inf{x|F(x) > u} die Verteilungsfunktion F(x),
falls U tiber dem Intervall (0, 1) gleichverteilt ist.

Beweis: Wegen 0 < F(x) <1 giltfiir u <0: P(U < u)=0und fir u > 1: P(U < u)=1. Sei
nun 0 < u < 1. Da F stetig ist und lim,_,_,, F(x) = 0, lim,_,. F(x) = 1, gibt es zu u ein
Xo € R mit

F(xg)=u und F(x)>u fiirx>xg.

Daher sind die Ereignisse {U < u} und {X < x¢} dquivalent. Somit haben wir:
P(U < u)=P(X) < x¢)= F(xo))=u.

Damit ist der erste Teil gezeigt. Der zweite folgt analog.

Satz 1.3.2 zeigt, wie wir eine (Pseudo-)Zufallszahl x aus einer Verteilung mit Verteilungs-
funktion Fx(x) erzeugen kdénnen, wenn uns ein (Pseudo-)Zufallszahlengenerator fiir gleich-
verteilte Zufallszahlen zur Verfiigung steht:

1. Erzeuge eine (0, 1) gleichverteilte Zufallszahl u.

2. Bilde x = F¢'(u).

Voraussetzung fiir dieses Vorgehen ist jedoch, dass Fy '(x) in geschlossener Form vorliegt.

Beispiel 1.3.3  logistische Verteilung

Die Verteilungsfunktion der logistischen Verteilung lautet

F(x)=

14+e™"

Die Inverse der Verteilungsfunktion ergibt sich einfach:

1
u= = x=In[*— =FYu).
1+e™* 1-u

Also erhalten wir eine Zufallszahl x aus einer logistischen Verteilung, indem wir eine
gleichverteilte Zufallszahl u erzeugen und x =In(«) —In(1 — u) bilden.

Um die Struktur offenzulegen, wie die Dichte einer transformierten Zufallsvariablen mit der
der Ausgangsvariablen zusammenhéngt, betrachten wir das folgende Beispiel.
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Beispiel 1.3.4  logistischen Verteilung - Fortsetzung von Seite 39

Wir setzen im Beispiel 1.3.3 g(u)=In(u)—In(1—u). Dann wurde oben die gleichverteilte
Zufallsvariable U mittels g(u) transformiert. Das ergibt:

U 1
FX(x):P(XSx)=P<ln<1_U)§x> :P<U§ 1+e_x> :FU(g—l(x)).

Die Dichte von X erhalten wir durch Differenzieren:

0 1% 0
fx(0)= 5= e = 5= Fulg () = fulg (<) 3-8 7' (¥) =1

e—x
(1+e >y

Satz 1.3.5 Transformationssaiz fiir eindimensionale Variablen

X sei eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion Fx(x) und der Dichte f(x). g : R —
R sei eine streng monotone und differenzierbare Abbildung. Dann gilt fiir die Dichte der
Zufallsvariablen Y = g(X):

i
x(g7'(y))- ‘ 5—g“(y)‘ fiir alle y mitfx(g~'(y))>0
fr(y)= y . (1.31)

0 sonst

Beweis: Der Beweis orientiert sich an den Ausfiihrungen des letzten Beispiels. Sei g mo-
noton wachsend. Dann gilt:

Fy(y)=P(Y<y)=P(gX)<y)=P(X < g~'(y))=Fx(g"'(¥))
Also gilt fiir alle y mit fx(g~'(y))>0:

15} 0
= —F = -1 gl .
fr(y) 2y v(¥)=fx(g" () 2y 8 )
und ansonsten ist die Dichtefunktion 0. Ist g monoton fallend, so ist:

F(y)=P(Y<y)=P(g(X)<y)=P(X =g '(y)=1-P(X> g '(y))=1-F(g~' ().
Folglich gilt fiir alle y mit fx(g='(y))>0:

2 2
fry)= EFY(J’)Z—fX(g_I(J’))'Eg_l(J’)-

Sonst ist die Dichtefunktion 0. Zusammen ergibt das die Behauptung.

Beispiel 1.3.6  logarithmische Normalverteilung
Es sei X ~ A4 (u,0?). Gesucht ist die Dichtefunktion von Y = eX. Mit x = g~!(y) = In(y)
und 0 g~!(y)/dy =1/y erhalten wir:

_(In(y)— py?

por-{ e[|

(1.32)
0 sonst

Y wird als logarithmisch normalverteilt oder kurz als lognormalverteilt bezeichnet.
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Beispiel 1.3.7 Weibull-Verteilung

Sei X exponentialverteilt mit Parameter a. Gesucht ist die Verteilung von Y = X/,
Esgiltx =g Y (y)=yPund dg~1(y)/0y =B - yP~! und damit:

7
fx(g7' ) Eg‘l(y): a-BryPleer’

Also ist ,
_Ja-Byprtiemay firy>0
fy(y)—{ 0 fiir y <0 ° (1.33)

Man spricht in diesem Fall von der Weibull-Verteilung. Diese spielt als Modell einer Le-
bensdauerverteilung im Rahmen der Zuverldssigkeitstheorie eine zentrale Rolle.

Beispiel 1.3.8  Chiquadratverteilung

Sei X standardnormalverteilt. Gesucht ist die Verteilung von Y = X2. Satz 1.3.5 ist nicht
anwendbar, da die Transformation nicht monoton ist. Wir konnen aber die Intervalle,
auf denen die Transformation jeweils monoton ist, getrennt betrachten und von den be-
dingten Dichten ausgehen. Es gilt

2 2
-e fiir x>0
frxzox|X>0)=¢ V27 ,
0 fiir x <0
2 2
-e fiir x<O
Fxix<o(x|X <0)= vV2-m

0 fiir x>0
Das ergibt, wenn g~(y)=,/y bzw.=—,/7 gesetzt wird:

fr(y)=frix<o(y1X <0)-P(X <0)+ fyix>o(y|X > 0)-P(X > 0)

1.34
o2 sy 111 g, (39
V2o )y 22 V2onyy

Man nennt die zugehorige Verteilung eine Chiquadratverteilung mit einem Freiheits-
grad.

Im mehrdimensionalen Fall ist der Zusammenhang dhnlich wie im Satz 1.3.5 fiir den eindi-
mensionalen formuliert. Jedoch sind dann die partiellen Ableitungen zu betrachten.

Satz 1.3.9 Transformationssatz fiir mehrdimensionale Variablen

Sei X =(Xj,...,Xj) eine stetige Zufallsvariable mit der Dichte fx(x). Seien

1 =8g1x),..., k= gk(x)
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Abbildungen, fiir die die inversen Transformationen

X1 :hl(y)v---;xk :hk(y)r

y =(,...,yx), existieren. Die Abbildungen g;, h;, (i =1,..., k), seien stetig und die par-
tiellen Ableitungen 0 h;/dy; (i,j =1,..., k) mogen existieren und stetig sein.
Sofern die Jacobi-Determinante der inversen Transformation

om(y)  dh(y)
oy O Yk

J =det : :
Ohi(y)  dh(y)
oy O Yk

von Null verschieden ist, gilt fiir die Zufallsvariable Y =(V1,..., ¥¢):

fyW)=rfx(m@),.... k()71 (1.35)

Beweisillustration: Wir betrachten hier nur den zweidimensionalen Fall. Das Auftauchen
der Jacobi-Determinante lasst sich folgendermaRen veranschaulichen:
Die Wahrscheinlichkeit, dass (Y3, Y2) Werte aus dem Rechteck

1,72+ A2) 1+ ALy +A))

y1,y2) (1 +A1Ly2)

annimmt, betragt fiir kleine A, A, ungefahr

S, y2) - A Ao

Durch die inverse Transformation wird das Rechteck (ndherungsweise) in ein Parallelo-
gramm {iberfiihrt:

Py Ps P/

PIZ(J’I,J/Z) P, P’1=(h1(y1,yz),hz(y1,yz))

Dessen Flacheninhalt hdangt nun von der Kantenldnge und der Transformation (i, (y1, y2),
ha(y1,¥2)) ab und betragt
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Ohi(y1,y2) dhi(y1,y2)

17 17
det . V2 Ar-Ap= T AL Ay
A hy(y1,y2) 9ha(y1,2)
ﬁyl 33/2

Somit gilt, da sich bei den eineindeutigen Transformationen die Wahrscheinlichkeiten
nicht dndern:

franny2) - Av-Ds = fx x, (R, ¥2), ho(y1,¥2))- 1 T]- Ar- As.

Kiirzen von A, - A, gibt die behauptete Relation fiir die Dichten.

Beispiel 1.3.10 Summe zweier exponentialverteilter Zufallsvariablen
X, Y seien zwei unabhéngige, identisch exponentialverteilte Zufallsvariablen, d. h. (X, Y)
moge folgende Dichte haben :

A2eAx+y) fir x,y >0

flxy)= { 0 sonst.

Um die Verteilung der Summe von X und Y zu erhalten, betrachten wir die Transforma-
tion
u=x+y=gxy)

v=x=g(x,y).
Die inverse Transformation ist

x=u—-v="n(u,v)

y=v=hy(u,v).
Damit gilt:
ohy(u,v) dhi(u,v)
J =det Ju ov :det[l_l}zl
dhy(u,v) dhy(u,v) 0 1
du v
Es folgt :

A2e~Mu-v3+v)  fijiru>v>0

A2e—Hu fiiru>v>0.

fU,V(u! v):fX,Y(u -, U): {

Fiir andere Werte (u, v) ist die Dichte von (U, V) null.

Daraus ldsst sich nun die Verteilung der Summe X + Y als Randverteilung von U bestim-

men:
u

+00
Freer(u)= folu)= /fU,v(u, v)dv = /Aze—l“dv — Ao,
—00 0
Dies ist die Dichte einer Erlang-Verteilung.
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Das im Beispiel erhaltene Zwischenresultat

+00
fxav(u)= /fx,y(u —-v,v)dv (1.36)

ist allgemein giiltig. Das Integral wird als Faltungsintegral bezeichnet.

Das Beispiel zeigt, wie wir mit Hilfe einer mehrdimensionalen Transformation einfach die
Verteilung einer eindimensionalen Transformation bestimmen kénnen. Wir setzen die in-
teressierende Transformation gleich der ersten Komponente und wihlen fiir die zweite (und
weitere) eine Projektion oder eine andere geeignete Transformation. Die Randverteilung der
ersten Komponente gibt dann die gewiinschte Verteilung.

Beispiel 1.3.11  Quotient zweier standardnormalverteilter Zufallsvariablen

Seien X und Y unabhéngige, identisch standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Ge-
sucht ist die Verteilung von U = g,(X, Y) = X/Y. Wir setzen V = g,(X, Y) =Y. Die inverse
Transformation ist

x=h(u,v)=u-v
y=hy(u,v)=v.

Damit gilt:

dhi(u,v) dhi(u,v)

du dv vu
= |det = |det =Ivl.
71 ¢ O hy(u,v) dhy(u,v) ‘ © {0 1” v
du dv

Somit haben wir:

1
fuvu,v)=1J| fxy(u-v,v)= 7 lv|-exp(=0.5-u?-v*—0.5-v?).
T

Fur die Randdichte von U erhalten wir

o0

1
fU(u)z/2—-|v|-exp(—0.5-uz-v2—0.5-v2)dv
¥
—00
1 2 2 1 1 2 2 *
=— [ v-exp(—-0.5-(u“+1)-v)dv=—" | —— -exp(—0.5- (u“+1)-v°)
T s 14+ u? 0
0
_ 1
T (14 u?)

Dies ist die Dichtefunktion einer Cauchy-Verteilung.
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2.1 Erwartungswerte

2.1.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Im ersten Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung, in Christian Huygens ,De ratiocini-
is in ludo aleae‘ aus dem Jahre 1657, wurde der Erwartungswert von Zufallsvariablen als
grundlegender Begriff noch vor der Wahrscheinlichkeit selbst eingefiihrt. Da das Thema sei-
nes Buches das Wiirfelspiel war, ist Erwartungswert wortlich zu nehmen: Eine zentrale Fra-
ge war die nach dem Betrag oder Wert, den ein Spieler mit einer bestimmten Spielstrategie
als Gewinn erwarten durfte. Heutzutage wird der Erwartungswert iiblicherweise als Lage-
parameter der Verteilung einer Zufallsvariablen eingefiihrt. Er ist das theoretische Analogon
zum arithmetischen Mittel. Ist bei einem Zufallsexperiment der Stichprobenraum 2 end-
lich, |22] = N, und P die Laplacesche Wahrscheinlichkeitsverteilung, P({w}) =1/N, so hat fiir
jede Zufallsvariable X auf (2, .</, P) das Populationsmittel ) ., X(w)/N = u die zusétzliche
Interpretation eines Lageparameters der Verteilung P. Das fiihrt dazu, dass Erwartungswerte
auch als Populationsmittel bezeichnet werden.

Definition 2.1.1 Erwartungswert
X sei eine eindimensionale Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F(x). Dann heif3t

o0

E(X)= /xdF(x) (2.1)

—00

der Erwartungswert von X oder der Verteilung von X. Vorausgesetzt wird dabei, dass das
Riemann-Stieltjes-Integral absolut konvergiert:

/IxIdF(x) < 00.

Andernfalls wird gesagt, dass der Erwartungswert nicht existiert.

Fiir den Erwartungswert E(X) einer Zufallsvariablen X wird, wie schon erwéhnt, hdufig das
Symbol u verwendet: u = ux = E(X). Fiir die konkreten Berechnungen verwenden wir die
folgenden Beziehungen: E(X) = > x f(x) fiir diskrete und E(X) = ffzo x f(x)dx fir stetige
Verteilungen.
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Beispiel 2.1.2  Erwartungswert der Poisson-Verteilung

X sei Poisson-verteilt,

Ax
f(x)ze"t-; fir x=0,1,2,....

Den Erwartungswert von X erhalten wir leicht unter Ausnutzen der Eigenschaft einer
Zahldichte, dass die Summe iiber alle Realisationsmdoglichkeiten eins ergibt:

[o9] o0 [o9]
X Ax-1 R4
_ 2 -2 _ B _
E(X)—E X-e ——Ag e (x—l)!_kg e ﬁ—k-l—l.
x=0

x!
x=1 y=0

Beispiel 2.1.3  Erwartungswert der Pareto-Verteilung

Die Pareto-Verteilung hat die von zwei Konstanten «, k > 0 abhingige Dichte

0= a-k®-x-(at) fiir x > k
f= 0 sonst ’

Fiir eine Pareto-verteilte Zufallsvariable X gilt:

E(X)=/x-f(x)dxz/x-a-k“-x_(““)dx:/a-k“-x_“dx
~o0 k k

r

a a
=lim [ a-k* x *dx=1lim {k“-—tl_“—k“-—kl_“]
t—00 t—00 l1—«a 1-a

k

o
=lim k% ——[t17% — k179
—00 —Qa
Dieser Grenzwert existiert nur fiir > 1. Dannist E(X) =k - a/(1 — ).
Es soll nun der Erwartungswert einer reellwertigen Funktion g(X) einer Zufallsvariablen X
bestimmt werden. Im Fall einer diskreten eindimensionalen Zufallsvariablen X ist auch Y =
g(X) eine diskrete Zufallsvariable, so dass formal gilt:

E(Y)=) y-fy(1)=)_y-P(Y=y),
y y

sofern der Erwartungswert existiert. Die Summe geht dabei tiber alle Realisationsmoglich-
keiten von Y. Wir kénnen E(g(X)) = E(Y) aber auch erhalten, ohne die Verteilung von Y

vorher zu ermitteln:

E(Y)=) y-P(Y=y)=> y-PgX)=y)=> |y-) PX=x)
y y y

x
glx)=y
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=D Y g) PX=x) | =) glx) PX=x)=)_ g(x) fx(x).

Y glory

Diese Uberlegung ist offensichtlich nicht auf eindimensionale Zufallsvariablen beschrinkt,
sondern auch richtig fiir Funktionen von mehrdimensionalen diskreten Zufallsvariablen.
Stetige Variablen kénnen analog behandelt werden. Zusammen erhalten wir

Satz2.1.4 Erwartungswert einer Funktion

X =(X,...,Xy)sei eine k-dimensionale Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F(x).
g :R*¥ > R sei eine eindimensionale Abbildung. Dann gilt:

E(g(X)):/ g(x)dF(x), (2.2)
Rk

sofern das Integral absolut konvergiert.

Beispiel 2.1.5 Erwartungswert einer Linearkombination zweier stetiger Zufallsvariablen

X und Y seien zwei stetige Zufallsvariablen mit der gemeinsamen Dichte f(x,y). Falls
E(X) und E(Y) existieren, gilt flir Z=aX+bY:

E(aX+bY) = //(ax+by)f(x,y)dxdy

= a//x flx, y)dxdy+b//y f(x,y)dxdy
—a [x [ s y)dxdy+b/ /f(x y)dxdy
= a/x-fx(x)dx+h/y-fy(y)dy=a-E(X)+h-E(Y).

Das Beispiel fiihrt fiir einen Sonderfall aus, was allgemein gilt.

Satz2.1.6 Erwartungswert einer Linearkombination von Zufallsvariablen

Der Erwartungswert einer Linearkombination von Zufallsvariablen ist gleich der Linear-
kombination der Erwartungswerte:

k k
> aiXi | =) aEX). 2.3)
i=1 i=1

Beweis: Analog zum Fall zweier Zufallsvariablen.
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Fiir nichtlineare Funktionen gilt i. d. R. E(g(X)) # g(E(X)). Eine allgemeine Beziehung ergibt
sich aber fiir konvexe Funktionen g. Eine auf dem Intervall [a, b] definierte Funktion g ist
dabei konvex, wenn

gAx+(1-Ay)<Agx)+(1-Ngly) fir x,ye€la,b],0<A<1.

Bei einer auf [a, b] definierten konvexen Funktion g, die zudem im offenen Intervall (a, b)
differenzierbar ist, verlaufen alle Tangenten unterhalb von g. Sei ndmlich x € (a, b) fest und
¥y € (a,b) beliebig. Dann gilt fiir 0 < A < 1: g(x + A(y — x)) < g(x)+ A(g(y) — g(x)). Dies ist
dquivalent zu
gx+Aly —x))—g(x)
A

Fiir A — 0 geht die linke Seite gegen g’(x)(y — x) und es folgt wie behauptet:

<g(y)—gx).

gy)=>gx)+g'(x)(y —x). (2.4)

Satz 2.1.7 Jensensche Ungleichung

Sei X eine eindimensionale Zufallsvariable mit Werten in einem offenem Intervall (a, b). g
sei eine konvexe Funktion auf (a, b). Es mégen E(X) und E(g(X)) existieren. Dann gilt

g(E(X)) <E(g(X)). (2.5)

Beweisskizze: Wir betrachten nur die Situation einer im Punkt u = E(X) differenzierbaren
Funktion g(x). Fiir die Tangente /(x) an g(x) im Punkt E(X) = u gilt dann: I(x) = g(u)+
g’(u)(x — w). Wegen der Konvexitét gilt die in Gleichung (2.4) angegebene Beziehung. Da
Ungleichungen bei der Erwartungswertbildung erhalten bleiben, folgt:

E(g(X)) > E(g(u)+ g'(u)(X — ) = g(u) = g(E(X)).

Beispiel 2.1.8  Quadrat und Kehrwert einer Zufallsvariablen

Sei X eine Zufallsvariable mit E(X) = y und 0 < Var(X) < co. Dann ist g(x) = x? konvex.
Damit ist E(X)? < E(X?). Auch g(x) = 1/x ist fiir x > 0 konvex. Somit gilt fiir positive
Zufallsvariablen E(1/X) < 1/E(X), sofern die Erwartungswerte existieren.

Beispiel 2.1.9  Ungleichung zwischen drei Mittelwerten

Die Jensensche Ungleichung kann ausgenutzt werden, um eine Ungleichung zwischen
drei bekannten Mittelwerten nachzuweisen. Seien x;,..., x, positive Zahlen und

n n

1 o\ 11
X=— Xi , Xg = Xi , Xp=|— —
(arithmetisches Mittel) ~ (geometrisches Mittel)  (harmonisches Mittel)

Dann gilt: k4 > X¢ > Xp.
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Um die Ungleichung von Jensen anzuwenden, betrachten wir eine Zufallsvariable X, die
diese Werte x; jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/7 annimmt. Dann ist E(X) = xX4. Da
g(x)=—In(x) konvex ist, erhalten wir:

~In(x6) =~ > In(x) = E(~In(X)) = ~ In(E(X)) =~ In(),

i=1

woraus sich Xg < X4 ergibt. Weiter ist g(x)=1/x konvex fiir x > 0. Somit gilt:

1 1
_:_le () EX) X4’

Das fiihrt zu der zweiten behaupteten Beziehung.

2.1.2 Formparameter von Verteilungen

Der Erwartungswert einer Verteilung ist ein Parameter, der die Lage der Verteilung charak-
terisiert. Das wird besonders durch sein Verhalten bei Translationen deutlich: E(X + a) =
E(X)+ a. Wir betrachen nun die Erwartungswerte einiger Funktionen, die ebenfalls gewisse
Eigenschaften der zugrundeliegenden Verteilungen charakterisieren. Im Folgenden wird —
soweit nichts anderes gesagt — unterstellt, dass alle vorkommenden Erwartungswerte exis-
tieren.

Definition 2.1.10 Varianz

X sei eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert E(X). Dann heil8t der Erwartungswert
von g(X)=(X —E(X))? die Varianzvon X,

Var(X) = E((X — E(X))?) (2.6)
oder auch die mittlere quadratische Abweichung von X (vom Erwartungswert).
Fiir die Bestimmung der Varianz ist oft die mit Satz 2.1.6 folgende Relation vorteilhaft:

Var(X) = E(X — E(X))>) = E(X? — 2X - E(X) + E(X)*) = E(X?) — E(X)?. 2.7

Beispiel 2.1.11 Varianz der Poisson-Verteilung

Ist X Poisson-verteilt, so ist

< A At < A A
B =2 5t =2 ket Ty

x=1

x _ Ax
—Z(x—l)e . 1)1"'2 2 Y
:AZZe‘A'—J:+/1
y=0 v

=224
Damit folgt Var(X) = E(X?) — E(X)? = A
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Beispiel 2.1.12  Varianz der Gleichverteilung
Fiir eine tiber dem Intervall (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable X ist E(X)=1/2 und

/ 1\* 1 13!
Var(X):/(X—§> dx:§(x—§>
0 0

Die Varianz ist eine Mal3zahl fiir die Ausbreitung oder die ,Streuung’ einer Verteilung. Diese
Interpretation wird durch die Ungleichung von Tschebyschev

P(IX —E(X)| > €) < Va;gx) 2.82)
bzw. Var(x
PUX B0 S €)1 Vo (2.8b)

fundiert. Je groRer die Varianz ist, desto groBer muss € gewdhlt werden, damit die obere
Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit gleich gro bleibt, dass X einen Wert annimmt, der sich
von E(X) um nicht mehr als € unterscheidet.

Die Tschebyschev-Ungleichung ist ein Spezialfall der Markoffschen Ungleichung, die fiir k >
0 besagt:

P(1X]|>€)

k
B o9
€

Der Beweis folgt aus der abermals weitergehenden, im folgenden Satz formulierten Unglei-
chung.

Satz 2.1.13

Sei X eine eindimensionale Zufallsvariable mit P(X > 0) =1. g : Ry — R, sei eine mono-
tone Funktion fiir die der Erwartungswert E(g(X)) existiert. Dann gilt fiir jedes € > 0:

E(g(X))
gle) ~

Beweis: X habe die Verteilungsfunktion F(x). Dann erhalten wir die Abschdtzungen

P(X>¢)< (2.10)

(o]

E(g(X)):/g(x)dF(x)z/g(x)dF(x)z g(e)/dF(x):g(e)'P(X> €).
0 €

€
Damit ergibt sich die Behauptung.

Eine Zufallsvariable X heilt entartet, falls P(X = ¢) = 1. Die Konstante c ist dann der Er-
wartungswert von X und die Varianz ist offensichtlich null. Aus der Ungleichung von Tsche-
byschev folgt aber auch unmittelbar, dass es keine stetige Zufallsvariable X mit Var(X) =0
geben kann und dass jede diskrete Zufallsvariable X mit Var(X)=0 entartet ist.

Die Tschebyschev-Ungleichung ldsst sich nur verschirfen, wenn weitere Annahmen tiber
die Verteilung gemacht werden. Dann gibt es jedoch zahlreiche weitere Ungleichungen. Wir
fithren nur eine an, die spéter gebraucht wird.
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Lemma2.1.14 Ungleichung von Uspensky
Ist X binomialverteilt, X ~ %(n, p), so gilt:

p(X

;—P

20) <2-exp[—nc?/2). (2.11)

Beweis: Uspensky (1937).

Speziell in der Formel fiir die Varianz der Summe zweier Zufallsvariablen kommt das ge-
mischte Produkt der zentrierten Variablen vor:

Var(X+Y)=E(X+Y — uxsv)* =B(X — ux) + (Y — uy)y

=E(X — px)* +2-E(X — ux)(Y — puy)) + E(Y — py)?
=Var(X)+Var(Y)+2-E(X — ux)(Y — uy)).

Definition 2.1.15  Kovarianz und Korrelationskoeffizient

Fiir zwei Zufallsvariablen (X, Y) ist die Kovarianz definiert durch
Cov(X, Y) =E((X — ux)- (Y — uy)). (2.12)
Der Korrelationskoeffizient pxy von X und Y ist

Cov(X,Y)

Py = v/ Var(X)- /Var(Y).

(2.13)

Zwei Zufallsvariablen X und Y heillen unkorreliert, wenn pxy = 0 gilt. Fiir pxy < 0 bzw.
Pxy > 0 heilen sie negativ bzw. positiv korreliert. Aufgrund der Cauchy-Schwarz’schen Un-
gleichung ist der Korrelationskoeffizient pxy von X und Y durch eins begrenzt:

—-1<pxy=<1 (2.14)

Satz2.1.16 Cauchy-Schwarz'sche Ungleichung

Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y, fiir die die Varianzen existieren, gilt
Cov(X, Y)* < Var(X) - Var(Y). (2.15)
Beweis: Wir betrachten die Funktion
h(t)=B((X — px)t +(Y — uy)).
Ausmultiplizieren ergibt

h(1)=t*E((X — px)*) + 20 E(X — pux)(Y — uy)) + B(Y — uy)’) = t°0% + 21 Cov(X, Y) + 07,
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Da h(t) der Erwartungswert einer positiven Zufallsvariablen ist, gilt A(¢) > 0 fiir alle ¢.
Dies ist dann auch fiir t = —Cov(X,Y)/ cr?( richtig. Die Umformung

Cov(X, Y)? 3 Cov(X, Y)? )

h(t)=t*0% +2tCov(X,Y)+

g
o% o% Y
Cov(X, Y)\* Cov(X, Y)?
P )
Ox O'X

zeigt, dass damit gelten muss:

, Cov(X,Y)?
oy —————

2 2 2
v >0 bzw. Cov(X,Y) <oy0y.

O%

Der Korrelationskoeffizient charakterisiert den linearen Zusammenhang zweier Zufallsva-
riablen.

Satz 2.1.17 Korrelation und linearer Zusammenhang

X und Y seien zwei Zufallsvariablen mit Var(X) > 0 und Var(Y) > 0. Es ist p = %1 genau
dann, wenn P(Y = aX+ b) =1 fiir geeignete Konstanten a, b.

Beweis: |p(X, Y)| =1 gilt genau dann, wenn fiir die im Beweis der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung betrachtete Funktion h(¢) gilt:

2
h(t)= (tax+w) .

Ox

Dann hat h(t) die (eindeutig bestimmte) Nullstelle #, = —Cov(X, Y)/ Uf(. Damitist|[p(X, Y)|
=1 dquivalent zu

E((X —px)to+(Y —pu—Y))*=0;
dies ist wiederum dquivalent mit

P((X —px)to + (¥, — Y)=0)= 1.
Mit geeigneter Wahl von a und b ergibt das die Behauptung.

Aus der Unabhingigkeit folgt auch die Unkorreliertheit. Die Umkehrung dieser Aussage gilt

i. A. jedoch nicht. Eine wichtige Ausnahme ist die bivariate Normalverteilung. Dies werden
wir spéter sehen.

Sind die Zufallsvariablen X und Y unkorreliert, so gilt
E(X-Y)=E(X)-E(Y). (2.16)
Dies ist leicht zu sehen:

0=E((X — EX))(Y —E(Y)) = E(XY — E(Y)X — E(X)Y + E(X)E(Y))
=E(XY)— E(Y)E(X) — E(X)E(Y) 4+ E(X)E(Y) = E(XY) — E(Y)E(X).
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Ein weiterer Form-Aspekt einer Verteilung ist seine Symmetrieeigenschaft. Eine Verteilung
ist dabei symmetrischum a, falls gilt:

P(X<a—1)=P(X>a+t).

Fiir die Verteilungsfunktion gilt dann F(a—t)=1—F(a+1), so dass bei stetigen Verteilungen
die Dichte an den entsprechenden Stellen gleiche Werte hat:

fla—t)=f(a+1).

Sofern der Erwartungswert u einer symmetrischen Verteilung existiert, ist u zugleich der
Symmetriepunkt. Dann fillt auch der Median f,

i =F71(0.5)=inf{x|F(x) > 0.5},

mit dem Erwartungswert zusammen.

Die folgende Charakterisierung des Erwartungswertes erlaubt weitergehende Aussagen zu
der relativen Lage von y und .

Lemma2.1.18 relative Lage von u

Sei F(x) eine stetige Verteilungsfunktion mit zugehoriger Dichte f(x). u = E(X) moge
existieren. Dann gilt fiir m € R:

m—,uz/m F(x)dx—/oo(l—F(x))dx. (2.17)

00 m

Beweis: Da u endlich ist, gilt lim,_,_.xF(x) = 0 und lim,_,,, x(1 — F(x)) = 0. Partielle
Integration fithrt dann von

m—,uz/_ (m—x)f(x)dx+/ (m—x)f(x)dx

unmittelbar zur Behauptung.

Die Beziehung (2.17) lasst sich weiter umformen zu
m —H:/ {Fim —x)+ F(m+x)—1}dx.
0

Daraus ist sofort zu sehen, dass aus
F(i—x)>1—F(a+x) (2.18)
folgt:
usm.

(2.18) bedeutet in Worten, dass bei gleicher Entfernung vom Median die rechte Flanke nie-
mals mehr Wahrscheinlichkeitsmasse hat als die linke. Die Verteilug ist rechtsschief. Zur
weiteren Diskussion zu diesem Problemkreis sei auf van Zwet (1979) verwiesen.
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Um nun die Asymmetrie einer Verteilung, den Grad der Abweichung von der Symmetrie, zu
beschreiben, verwendet man den Erwartungswert E(X — u)3. Diese Wahl erscheint plausi-
bel. Ist die Verteilung z. B. rechtsschief, 'geht die Dichte also auf der rechten Seite langsamer
gegen Null als auf der linken’, so wird E(X — ) einen positiven Wert annehmen, fiir links-
schiefe Verteilungen einen negativen. Bei symmetrischen Verteilungen ist E(X — u)? gleich
Null. Die endgiiltige MalRzahl, die Schiefe, beriicksichtigt noch die Streuung und ist definiert
durch
_ EX-upp
1 (E(X B u)z) 3/2

Niitzlich fiir die Bestimmung von E(X — u)? ist hiufig die Beziehung

(2.19)

E(X — u)® =EB(X?) — 3E(X)E(X?) + 2E(X)*.

Um die Wélbung oder Steilheit einer unimodalen Dichte zu beschreiben, verwendet man
E(X —u)!

2 = 722 .
(E(X —p)?)

B2 wird i. d. R. nur fiir symmetrische Verteilungen betrachtet.

(2.20)

Auch fiir E(X — u)* gibt es eine analoge Berechnungsformel:
E(X — w)* = B(X*) — 4E(X®)E(X) + 6E(X?)E(X)? — 3E(X)*.

Fiir die Normalverteilung ergibt sich mit der Symmetrie und den im Beispiel 2.2.8 angege-
benen Formeln:

=0, Br=3.
Hat eine Verteilung (ungefidhr) diese Mazahlen, so wird hédufig unterstellt, dass sie in der

Nihe der Normalverteilung liegt, d. h. eine Dichte besitzt, die in etwa mit der der Normal-
verteilung tibereinstimmt. Dies braucht aber nicht zu gelten, vgl. Johnson u.a. (1980).

Verteilungen mit einem Parameter 3, > 3 heilen dabei leptokurtisch, solche mit 8, < 3 pla-
tykurtisch.

Beispiel 2.1.19 Momente der Gleichverteilung und der Exponentialverteilung

Wir betrachten die Gleichverteilung und die Exponentialverteilung und bestimmen ihre
Malzahlen fiir Schiefe und Wélbung.

Fiir die Gleichverteilung iiber dem Intervall [0, 1] gilt nach den obigen Beispielen: E(X) =
1/2, Var(X) =1/12. Weiter erhalten wir
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Somit sind f; =0und f, =1.8.

Fiir die Exponentialfunktion ldsst sich E(X*) mittels partieller Integration berechnen:

T k!
E(XF)= /xk/le_“dx =5
0

Das ergibt mit den angegebenen Berechnungformeln: 3, = 2. Die Exponentialverteilung
ist also rechtsschief.
2.1.3 Ndherungsweise Bestimmung von Erwartungswerten

Insbesondere bei stetigen Zufallsvariablen ist die explizite Bestimmung von Erwartungswer-
ten von transformierten Zufallsvariablen oft nicht moglich. Dann behilft man sich mit N&-
herungen, die auf Taylor-Approximationen beruhen.

Sei g(x) eine in einem Intervall um x, differenzierbare Funktion mit der Ableitung g’(x). Im
Punkt x, lautet die Gleichung der Tangente /(x) an g(x):

1(x) = g(x0) + &'(x0)(x — Xo).
Um x, lasst sich g(x) durch /(x) linear approximieren, vgl. die Abbildung 2.1:

8(x)~ g(xo)+ §'(x0)(x — xo).

]

g(X0)+9(X0) (X—Xo)

Abb. 2.1: Zur linearen Approximation

Eine bessere Approximation von g(x) in der Ndhe von x, erhdlt man aber durch eine qua-
dratische Funktion. Der Ansatz

g(xX)~ ap+ ay(x —xo) + az(x — xo)
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liefert fiir die Koeffizienten ag, a;, a,, indem die Ableitungen der beiden Seiten an der Stelle
Xo als gleich angesetzt werden:

g(x()) =Aao,

g'(x0)=ay,

g"(x0)=2a,.

Somit lautet das approximierende Polynom zweiten Grades:
g(x0) + &'(xo)(x — xo) + (x — xo ).

Ist g(x) nun in einem Intervall um x, k+ 1-mal differenzierbar, so kann ein entsprechendes
Polynom vom Grade k zur Approximation verwendet werden. Nattirlich wird es in der Regel
die Funktion auch bei gréBerem k noch nicht genau darstellen. Vielmehr wird ein gewisser
Rest bei der Darstellung bleiben. Nach Lagrange gilt mit 0 <o < 1:

k
& g (xg) w . 8%FD(xo+6 - (x — x0)) K+l
glx)= ugzo . (X —x0)" + (D) (X —x0)".

Satz 2.1.20 Taylorreihenentwicklung

Sofern die Funktion g(x) in der Umgebung von x, beliebig oft differenzierbar ist, und
dort fiir alle x und alle k = 1,2,3,... gilt: |g¥)(x)| < M mit einer geeigneten Konstanten
M, so erhilt man schlieBlich die Taylorreihenentwicklung von g(x)um den Punkt x:

©_ 4(k)
gn=>"% (,xO)-(x—xo)’“-
k=0 '

k

Die Taylor-Approximation nutzt in der Regel nur die Entwicklung bis zur ersten oder zweiten
Potenz aus.

Im Fall der approximativen Bestimmung von Erwartungswerten erhélt man die gewiinschte
Beziehung, indem die Funktion g(x) den Erwartungswert u der Zufallsvariablen X entwi-
ckelt und in der resultierenden Entwicklung anschlieBend zum Erwartungswert iibergegan-
gen wird:

B(800)~ g0+ (1) EX— ) + 5 8"(1) BOX — 1 = g + 3 - 8"(1) BOX — o)

Diese Vorgehensweise ergibt oft recht gute Resultate, jedoch ist die Rechtfertigung zu tiber-
priifen. Insbesondere die Beschriankung auf die ersten beiden Ableitungen kann sehr unzu-
reichend sein, wenn die Verteilung nicht eng um den Erwartungswert konzentriert ist.

Beispiel 2.1.21  Erwartungswert einer transformierten gleichverteilten Zufallsvariablen

1 1 2
Sei die Transformation der Kehrwert, g(x) = —. Dann ist g'(x) = —— und g”(x) = —.
X

Fiir eine iiber dem Intervall [1,1 + ] gleichverteilte Zufallsvariable X mit der Dichte
fx)=1/9,1<x<1+17,gilt
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U , U2
E(X)_,u_1+5 und E(X—pu) =1

Damit folgt die Approximation:

E l —E( (X))N_J’_l i ﬁ_2_ 1 + 1 ﬁ_2
X)) T T s R T T2 T 4028 12

3
A N AN 1, 1., 5., 7.,
“{Z(7> }+{Z(7> } MY T

u=0 u=0

Direktes Ausrechnen ergibt zum Vergleich:

1+
1 11 1 1 =0 1\""
1

S

u=1
1,1 1 1
~l— =4 92— =9 + =9
273 4 5

Entsprechend dem Ansatz stimmt die Approximation bis zur zweiten Potenz mit dieser
Reihenentwicklung tiberein. Offensichtlich ist die Approximation umso besser, je kleiner
1 ist.

2.2 Momenterzeugende Funktion

Allgemein werden Erwartungswerte der Form E(X") als Momente und die Erwartungswerte
E((X —u)") als zentrale Momente bezeichnet. Als Bezeichnungen sind weiter {iblich:

ur =E(X")
u=E((X — ).

Natiirlich gilt u; = u. Wenn das k-te Moment einer Verteilung existiert, d. h. dass E(X*) wohl-
definiert ist, so existieren auch die r-ten Momente furr=1,...,k —1.

(2.21)

Die Bedeutung der Momente liegt darin, dass in verschiedenen, fiir die Praxis relevanten
Fillen die Momente die gesamte Verteilung festlegen. Das wird dann benutzt, um z. B. durch
Gleichsetzung der ersten (zentralen) Momente eine Verteilung auszuwahlen. Darauf wird
spdter noch weiter eingegangen.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Bestimmung von Momenten ist die momenterzeugende Funk-
tion.

Definition 2.2.1 momenterzeugende Funktion

Sei X eine eindimensionale Zufallsvariable. Sofern es ein & > 0 gibt, so dass fiir alle ¢ €
(—=h; h) gilt E(e'X) < 00, heillt

M(t)= Mx(t)=E(e'¥) (2.22)

die momenterzeugende Funktion von X.
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Beispiel 2.2.2  Binomialverteilung

X sei binomialverteilt mit den Parametern p und n, d.h.

fx)= <:>px(1—p)"_x fir x=0,1,...,n

Dann gilt
M(1)=E(e™)* =3 " (Z) prL-p) =) (Z)(e‘p)x(l -p)
x=0 x=0
=(e'p+1-p)-.

Hier existiert M(t) fiir alle t € R.

Beispiel 2.2.3  Poisson-Verteilung

Fiir eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X gilt:
X v, M _ -2 et . Met)x Set—
M(t)=E(e'?)= Ze e !— Z =e .
x=0

Beispiel 2.2.4 Normalverteilung
X sei normalverteilt mit den Parametern y und o2. Dann erhalten wir durch geeignete

Umformungen:
T 1 1 /x—u 2
_ tx . __
M(t)—/e \/27“]_2 expl 2( ) ]dx
—00
:/exp[ } Py exp{ 5 (x—(u+o®r)y|d
no
—00
o?t?
=exp {ut+ ]

Ist X eine Zufallsvariable mit der momenterzeugenden Funktion Mx(t) und Y = g(X) eine
Transformation, so dass E(e8X)") fiir alle ¢ aus einem Intervall um Null existiert, so ist die
momenterzeugende Funktion durch diesen Erwartungswert gegeben: My(t) = E(e8WX)7),

Beispiel 2.2.5 momenterzeugende Funktion des Quadrates einer standardnormalverteilten
Zufallsvariablen

Sei X normalverteilt, X ~ .4 (u,0?). Dann gilt fiir Y = (X — u)?*/o?:
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i x—p)? 1 (x — p)?
My(t):/exp < - > -t 'ma'exp[— 552 }dx

_ © V1-=2t exp (x —u)? 1
o V2o I =2t 202 vi=2t'

Die zugehorige Verteilung ist eine y2-Verteilung mit einem Freiheitsgrad.

Q1 —2t)] dx =

Satz 2.2.6 Reihendarstellung von momenterzeugenden Funktionen

Sei X eine Zufallsvariable mit momenterzeugender Funktion M(¢). Dann gibt es ein h >
0, so dass fiir alle ¢ € (—h; h) gilt:

o0
E(X")
M(t)=Y" —

r=0

Beweis: Zuerst folgen aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion
xz  x3 x4
exp(x)=e” —1+x+—+§+—+

unmittelbar die Ungleichungen fiir x e R und r €N, falls h > 0:

1. !
< ex;l)r(hIXI) - %.(ehx_i_e—hx)_

Nun sei h so gewihlt, dass E(e?X) < oo fiir ¢ € [-2h;2h]. Die Polynomapproximation mit
dem Lagrange’schen Restglied ergibt fiir ein festes ¢ aus dem angegebenen Intervall:

K pryr pktlpatek) o+l

r!+ (k+1)0 7

etx

wobei 6(x, k) zwischen 0 und x liegt. Weiter gilt wegen obiger Ungleichung:

(k1 o8, K) g k+1
(k+1)!
Damit folgt leicht:

|£]E+1 exp(h|x|)exp(h|x|) Izl k+1.(62hx+e_2hx)
s h .

BX) Srxr e\
Z ;- —M(1)| < 20: . e <<F> -[M(2h)+ M(=2h)].

r=0

Mit k — oo geht der rechte Term gegen null. Also folgt

: E(X") — E(X’ ).,
M(r)= -
0=jim > 7
r=0
Dies gilt fiir alle r € (—h; h). Uber die momenterzeugende Funktion erhalten wir die Mo-

mente durch sukzessives Differenzieren und Bestimmen der Werte von M¥)(¢) an der
Stelle £ =0.
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Beispiel 2.2.7  erstes und zweites Moment

Die Gewinnung der Momente tiber die Ableitung von M(t) soll fiir r =1 und r =2 direkt
verifiziert werden. Fiir r =1 gilt, wenn Differentation und Integration vertauscht werden

diirfen:
a [o9) [o9) a o0
M(l) — _/ tx F — /_ tx F :/ tx F
(0) a7 e'"*dF(x) E?te dF(x) xe"*dF(x)
—00 =0 — =0 — =0
z/xeo'xdF(x) z/xdF(x)zE(X).
—00 —00
Fiir r =2 folgt:
M®P(0)= o 7 e*dF(x)| = 7 a—Ze“de(x) = 7x2e”‘dF(x)
ot? Jr?
—00 t=0 —0© t=0 —© t=0
[o9)
= / x2dF(x)=E(X?).

Beispiel 2.2.8 Normalverteilung
Fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X mit den Parametern u =0 und o > 0 gilt:

x 2529y 2 2 /9yr 2r

_ otz N\ 0%t2/2) <~ (07/2) t
Mn)=e” =) rl =2 rl (Zr)!(Zr)!'

r=0 r=0
Somit ist im Fall u=0:
0 falls k ungerade
EXF) = /o2\*2 j1
(7> . /2! falls k gerade.

Satz 2.2.9 Gleichheit momenterzeugender Funktion
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit momenterzeugenden Funktionen Mx(t), My(t)

Gilt
Mx(t)= My(t) fiir alle ¢ aus einem Intervall um Null,

so sind die Verteilungsfunktionen von X und Y gleich: Fx(t)= Fy(?).

Fir Y=aX+ b gilt:
My()=e? - Mx(at).
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Beweis: Der Beweis der ersten Aussage tibersteigt unseren Rahmen; der der zweiten Aus-
sage erfolgt einfach durch Hinschreiben und Umformen der jeweiligen Erwartungswer-
te.

Der Satz bildet einerseits die Grundlage fiir viele theoretische Verteilungsaussagen; anderer-
seits wir auch in der angewandten Statistik hiufig daraus die Rechtfertigung gezogen, sich
auf die ersten Momente zuriickzuziehen, wenn es um Verteilungseigenschaften geht. Dabei
ist die erste, fundamentale Aussage des Satzes unter praktischen Gesichtspunkten eher als
dubios anzusehen, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.2.10 modulierte Standardnormalverteilung

1
Sei ¢(x) die Dichte der Standardnormalverteilung, ¢(x) = ——exp (—%xz), und sei
T

V2
1
fxX)=¢(x)- <1 + > sin(27tx)> )
f(x) ist also eine modulierte Version die Dichte der Standardnormalverteilung. Es ldsst

sich zeigen, dass f(x) tatsdchlich eine Dichte ist, f(x) > 0 und fiol:fty f(x)dx = 1. Die
beiden Dichten sind in der Abbildung 2.2 gegeniibergestellt.

@
[S]

v
S

0.3

0.2
1

0.1

0.0
1

Abb. 2.2: ¢(x) und f(x)

Fiir die momenterzeugenden Funktionen M;(t) und M,(t) gilt, vgl. McCullach (1994):
1,
In(M, (1)) = >t
1, I ., .
In(M,(t))= Et +In 1+§e ™ sin(27t) | .

Die maximale Differenz |In(M;(¢)) — In(M,(¢))| betragt 1.34 - 10-9. Diese ist unter prakti-
schen Gesichtspunkten vernachldssigbar.
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Im folgenden Lemma stellen wir einige einfache Eigenschaften der momenterzeugenden
Funktion zusammen.

Lemma 2.2.11  Eigenschaften momenterzeugender Funktionen

X sei eine Zufallsvariable mit der momenterzeugenden Funktion M(t), die fiir t € (-7, T),
T > 0, definiert ist. Dann hat M(t) folgende Eigenschaften:

(i) M(¢)ist strikt positiv, stetig und stetig differenzierbar fiir || < T.
(i) Weiter gilt M(0) =1 und M’(0) = E(X).
(iii) Falls E(X)<0,danngibtesein 73 >0, Iy < T, mit M(¢)<1fiir0<t < T;.

(iv) Fir 0 <t < T gilt die Ungleichung P(X > 0) < M(¢).

Beweis: (i) ergibt sich tiber die Definition, (ii) wiederholt nur Bekanntes und (iii) folgt mit
den ersten beiden Teilen. Wir zeigen nun (iv).

X habe die Verteilungsfunktion F(x). Stets gilt e!* > 0. Fiir x > 0und 0 < ¢ < T ist sogar
e!* > 1. Damit erhalten wir

0 00 00 00
M(t):/etxdF(x)+/etxdF(x) > /e”‘dF(x)z/dF(x):P(X>0).
—00 0 0 0

Die Definition der momenterzeugenden Funktion lédsst sich leicht auf den mehrdimensio-
nalen Fall ausdehnen.

Definition 2.2.12  gemeinsame momenterzeugende Funktion

Sei X =(Xj,...,X\) eine k-dimensionale Zufallsvariable. Gibt es Intervalle (—h;, h;), h; >
0(i=1,...,k), so dass fiir alle t; € (—h;, h;) der Erwartungswert E(e 1 X1+-+4Xx) existiert,
so heilst

M(t):E(e[1X1+...+[ka) (2'23)

die gemeinsame momenterzeugende Funktionvon X .

Die folgenden Sitze werden fiir zweidimensionale Zufallsvariablen formuliert. Sie gelten in
Verallgemeinerung entsprechend fiir den k-dimensionalen Fall.

Satz 2.2.13 momenterzeugende Funktion und Unabhdngigkeit

Seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer momenterzeugender Funktion Mxy(t1, £2).
Dann gilt:
Mx(t)= Mxy(t1,0),

My(tz) = Mxy(0, 12).
X und Y sind genau dann unabhéngig, wenn

Mxy(t1, t2) = Mx(t:)My(12).
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Satz 2.2.14 momenterzeugende Funktion einer Summe
Seien X und Y unabhéngige Zufallsvariablen mit momenterzeugenden Funktionen Mx(¢)
und My(t). Danngiltfir Z=X+Y:
Mz(t)=Mx(t)- My(t).

Beweis: Der Beweis erfolgt wieder durch Hinschreiben und Umformen der jeweiligen Er-
wartungswerte. Dabei wird noch ausgenutzt, dass bei Unabhéngigkeit der Erwartungs-
wert eines Produktes gleich dem Produkt der Erwartungswerte ist.

Bei manchen Verteilungen ist die Summe zweier unabhéngiger Zufallsvariablen, die jeweils
eine Verteilung dieses Typs haben, wieder eine Verteilung des gleichen Typs. Dann sprechen
wir von der Reproduktivitditseigenschaft dieser Verteilung.

Beispiel 2.2.15  binomialverteilte Zufallsvariablen

Sind X und Y unabhéngige binomialverteilte Zufallsvariablen mit den Parametern n und
p bzw. m und p, so ist X+ Y binomialverteilt mit den Parametern »n + m und p. Wie wir
im Beispiel 2.2.2 gesehen haben, gilt

Mx(r)=(e'p+1-p)", My(t)=(e'p+1-p)".
Folglich ist
Myiy(t)=(e'p+1-p)"™,
was die Verteilungsaussage fiir X + Y beweist.

Auch unabhingige Poisson-verteilte Zufallsvariablen sind wieder Poisson-verteilt. Mit
Beispiel 2.2.3 gilt:

Mx(t)=e*""", My(t)=e"" " = Mxy(r)= =0,

Beispiel 2.2.16  normalverteilte Zufallsvariablen

X und Y seien unabhingige normalverteilte Zufallsvariablen, X ~ A (ux,0%) und Y ~
A (uy,0%). Dann ist Z = X + Y wieder normalverteilt. Nach Beispiel 2.2.4 gilt:

o2 t? o2 t?
MX(t)zexp[,uX-t—F ); ], My(t)zexp[uy-t+ ; ]

(0% + a‘%)tz]

= Mxy(t)=exp |:(HX+UY)'I+ 5
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Beispiel 2.2.17  y2-Verteilung

Die allgemeine y2-Verteilung mit k Freiheitsgraden erhalten wir als Summe von k unab-
hangigen Zufallsvariablen, die alle y2-verteilt sind mit einem Freiheitsgrad. Die zugeho-
rige momenterzeugende Funktion ist offenbar, vgl Beispiel 2.2.5:

1

2.3 Bedingte Erwartungswerte

Die Beriicksichtigung zusétzlicher Information bei Zufallsexperimenten kann durch die Be-
trachtung von ,bedingten Ereignissen‘ bzw. bedingten Wahrscheinlichkeiten erfolgen. Dies
fithrt u. a. zu den bedingten Verteilungen. Hier werden nun die Erwartungswerte solcher
bedingter Verteilungen betrachtet. Sie werden in aufsteigendem Schwierigkeitsgrad einge-
fiihrt. Die einzelnen Stufen, die zu ihrer Definition fiihren, sind dabei von eigenstdndiger
Bedeutung und werden an entsprechender Stelle wieder aufgegriffen.

Definition 2.3.1  bedingter Erwartungswert bei gegebenem Ereignis
X sei eine diskrete Zufallsvariable mit der Dichte f(x). A sei ein Ereignis mit P(A) > 0. Der
bedingte Erwartungswert von X bei gegebenem A ist definiert durch

E(X|A)= Z x-P(X = x|A). (2.24)

Py

Dabei wird vorausgesetzt, dass E(X]A) existiert.
Satz 2.3.2 Erwartungswert und Zerlegung des Stichprobenraumes

Sei )y, ..., Q¢ eine Zerlegung von £, d. h. Q,NQy, =0 fiir g # hund Q, U...UQ; = Q. Dann
gilt fiir eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F(x):

G
E(X)=> E(X|0)-P(Qy).

g=1
Beweis:
G G G
/ xdF(x)=) / xdF(x)=> / xdF(x[Q) P(g) =Y  E(X|2)-P(2y).
Q =17 % =17 % =1

Man denke sich nun das Vorgehen zweistufig, so dass auf der ersten Stufe ein Ereignis €
aus einer Zerlegung von €2 eintritt und auf der zweiten der bedingte Erwartungswert E(X|€)
beobachtet wird. Dann ist einsichtig, dass das Zufallsexperiment einen von insgesamt G
moglichen Werten ergeben wird. Mit anderen Worten wird dadurch eine neue Zufallsvaria-
ble definiert.
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Von besonderer Bedeutung ist nun der Fall, dass die Zerlegung durch eine Zufallsvariable Y
induziert wird, die £, also folgende Form haben:

Q=Y '(y)={wlwe, Y(w)=y}

Der resultierende bedingte Erwartungswert ist der Erwartungswert der bedingten Verteilung
von X, gegeben dass Y den Wert y annimmt. Der bedingte Erwartungswert E(X|Y = y) ist
erst dann ermittelbar, wenn {Y = y} beobachtet wurde. Vorher hingt er offensichtlich von
der Zufallsvariablen Y ab. Somit ist E(X|Y) selbst eine Zufallsvariable, genauer eine Funktion
der Zufallsvariablen Y.

Definition 2.3.3  bedingter Erwartungswert und bedingte Erwartung

(X, Y) sei eine zweidimensionale Zufallsvariable mit der gemeinsamen Verteilungsfunk-
tion F(x,y). Der bedingte Erwartungswert von X bei gegebenem {Y = y} ist definiert
durch

o0

EX|Y=y)= / xdFxy(x]y). (2.25)

—00
Dabei wird vorausgesetzt, dass E(X|Y = y) existiert.

Die bedingte Erwartung von X gegeben Y, E(X|Y), ist die Zufallsvariable g(Y), die festge-
legt ist durch g(y)=E(X|Y =y).

Fiir diskrete und stetige Zufallsvariablen ldsst sich der bedingte Erwartungswert auch durch

PX=x,Y=y) i fx,y)
ZX.P(Y—zy) bzw. durch X- 0 dx

—00

angeben.

Beispiel 2.3.4  zwei exponentialverteilte Zufallsvariablen - Fortsetzung von Seite 43

X und Y seien zwei unabhingige exponentialverteilte Zufallsvariablen mit der gleichen
Dichte
f(t)y=2re™* fir t>0.

Es soll der bedingte Erwartungswert E(X + Y|Y = y) bestimmt werden. Nach Beispiel
1.3.10 gilt
frevy(u,y)=2%e™ fir u>y>0.

Damit folgt:

—_ fu >0
Frompluly)={ Aev e =

2,-1
Atemt { e Mu=y) firu>y>0
0 sonst

0 sonst

und weiter:
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o0 o0
e _ ST S
EX+YY=y)= [ u- fxpyy(uly)du= [u-2A-e du=y+-.

y y
Die bedingte Erwartung von X + Y bei gegebenem Y ist dann

1
E(X+YY) =Y+

Das ist die um den Erwartungswert von X verschobene Zufallsvariable Y selbst.

Es werden ohne Beweis die folgenden Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes an-
gegeben.

Satz 2.3.5 Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes

X, Y und Z seien Zufallsvariablen, so dass die folgenden Erwartungswerte existieren.
(i) Fur feste Zahlen a und b gilt:

E(aX+bY|Z=2z)=aE(X|Z=2z)+bE(Y|Z=2).

(ii) Sind X und Y unabhingig, so ist

E(X]Y = y) =E(X).

(iii) Fir jede reellwertige Funktion g(y) gilt

E(X-gMY=y)=g(y) EX|Y =y).

Die Eigenschaft (iii) ist folgendermalflen zu verstehen: Ist (X, Y) eine zweidimensionale Zu-
fallsvariable, so auch (X- g(Y), Y). Die Formel stellt den Zusammenhang mit dem bedingten
Erwartungswert von X bei gegebenem {Y = y} her. Auch wenn sie sehr plausibel erscheint,
ist die Formel nicht trivial. Fiir eine diskrete Zufallsvariable (X, Y) ist z. B. die gemeinsame
Verteilung von (X - g(Y), Y) zu bestimmen:

P(X-g(Y)=u,Y=y)= > P(X=x,Y=y).

x
xgly)=u

Erst damit kann der bedingte Erwartungswert der Zufallsvariablen X - g(Y) bei gegebenem
{Y =y} bestimmt werden.

Die im Satz angegebenen Eigenschaften tibertragen sich natiirlich auf die bedingte Erwar-
tung:
E(aX+bY|Z)=aE(X|Z)+ bE(Y|Z)

E(X- g(Y)[Y) = g(Y)-E(X|Y).
Wesentlich bei der bedingten Erwartung E(X|Y) ist die Tatsache, dass nur die Verteilung,

nicht die Beobachtung von X, eine Rolle bei der Bestimmung von E(X|Y) spielt. Das hat
einige Konsequenzen fiir die Verteilung der bedingten Erwartung.
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Beispiel 2.3.6  eine zweidimensionale diskrete Zufallsvariable

Gegeben sei die zweidimensionale diskrete Zufallsvariable (X, Y) auf 2, deren Realisati-
onsmadoglichkeiten den Werten der Tupel aus 2 entsprechen:

0= (3r _2)! (4! —2),(5, _2)! (0! _l)r(lv _1)! (2! _1))
1 (=1,0), (0,0), (1,0), (0,1), (1,1), (2,1)

Die Zufallsvariable (X, Y) habe tiber 2 eine Gleichverteilung, P(X = x,Y = y) = 1/12 fiir
(x,y)eq.

Um E(X|Y) zu bestimmen, muss fiir jedes y der bedingte Erwartungswert E(X|Y = y)
bestimmt werden. Wegen der Symmetrie gilt:

E(X|Y=-2)=4, EX|Y=-1)=1,
E(X|Y=0)=0, EX|Y=1)=1;

zusammmengefasst ist

E(X|Y)= Y2
DaE(X|Y) eine Zufallsvariable ist, kann man sich fiir ihren Erwartungswert interessieren.
Weil (X, Y) und damit auch Y2 =E(X]|Y) diskret ist, folgt :

1 2 1
E(Y?)=E[EX|Y))=0-+1-+4-=1.5.
(Y*)=E(E(X|Y)) 2t

Fiir den Erwartungswert von X erhélt man direkt:

E(X)—11+03+13+22+31+41+51—15
o120 12 12 12 12 12 T12

Die Erwartungswerte von X und von der bedingten Erwartung E(X|Y) stimmen also tiber-
ein.

Das im Beispiel erhaltene Resultat gilt allgemein.

Satz 2.3.7 Erwartungswert der bedingten Erwartung
Fiir die Zufallsvariablen X und Y gilt, wenn E(X) existiert:
E(E(X]Y)) = E(X).

Beweis: Es wird der diskrete Fall betrachtet. Fiir stetige Zufallsvariablen geht der Beweis
analog.

Sei g(Y)=E(X]Y). Dann gilt
E(g(Y)=Y g)-P(Y=y)= > g)-P(Y=y)
y y

P(Y=y)>0

=) [Zx-P(X:xW:y)] P(Y=y)=> x-P(X=x,Y=Y)

y
P(Y=y)>0 ()

= E(X).

Die letzte Gleichung gilt dabei wegen Satz 2.1.4 mit g(X,Y) = X. Damit ist E(g(Y)) =
E(E(X|Y))=E(X).
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Die Varianz einer bedingten Verteilung ist im diskreten Fall offensichtlich
Var(X|Y = y)= E(X?|Y = y) - EX|Y = y .

Das fithrt zu der folgenden Definition.

Definition 2.3.8  bedingte Varianz
Die bedingte Varianz von X gegeben Y ist die Zufallsvariable, die definiert ist durch

Var(X|Y)=E(X?|Y) - E(X|Y)>. (2.26)

Satz 2.3.9 Varianz und bedingte Varianz
Es gilt
Var(X) = E(Var(X|Y)) + Var(E(X|Y)). (2.27)
Beweis:
Var(X) = E(X*) - E(X)* = E(E(X*| Y)) — E(E(X| Y)Y’
= B(E(X*|Y)) - E(E(X|Y))* — E(E(X|Y)*) + E(E(X| Y)*)
= B(E(X*|Y)) — E(E(X|Y)?) + Var(E(X|Y))

= E(Var(X|Y))+ Var(E(X|Y)).

Im Zusammenhang mit den Stichproben aus endlichen Grundgesamtheiten wird biswei-
len statt der durch Y erzeugten Zerlegung des Stichprobenraumes 2 eine nicht durch eine
Zufallsvariable gegebene Zerlegung 0, ...,Q; benotigt. Das ldsst sich auf die betrachtete Si-
tuation zuriickfithren, indem eine Zufallsvariable so definiert wird, dass sie gerade auf den
Teilmengen konstant ist. Wir erhalten damit:

Var(X|,...,06) =E(X?, ...,0:) — EX|Q, ..., 06)?

und
Var(X) = E(Var(X|9,...,Qs)) + Var(E(X|Qy,...,Q2)).

2.4 Aufgaben

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die momenterzeugenden Funktionen M(¢) der folgenden Verteilungen.
Geben Sie jeweils den Bereich an, fiir den M(¢) definiert ist und bestimmen Sie die ersten
vier Momente.

(i) Exponentialverteilung: f(x)=Aexp[—Ax] fiir x>0

(ii) Gleichverteilung: f(x)=1/0 fir 0<x<1

(iii) geometrische Verteilung: f(x)=p(1—-p)* fir x=0,1,23,...
(iv) Simpson-Verteilung: f(x)=1—|x| fir —-1<x<l1.
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Aufgabe 2

i) Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen X sei gegeben durch:
2 2
P(X:—l):%, P(X=0)=1-a? P(X:l):%.

Skizzieren Sie die Wahrscheinlichkeiten P(|X — u| > ku) als Funktion von k > 0 fiir a =

i, %, % und in das gleiche Diagramm die Hochstwahrscheinlichkeiten nach der Tscheby-

scheff-Ungleichung.
Was ldsst sich daraus schlieRen?

ii) X sei eine diskrete Zufallsvariable. X sei aus einer Stichprobe vom Umfang n ermittelt.
Zeigen Sie:
Bei der Tschebyschev—Ungleichung P(|X — u|> Ko) < # gilt, falls0 < o < 00:

a) Fiir n =1 kann das Gleichheitszeichen fiir K <1 angenommen werden.
b) Fiir n =2 kann das Gleichheitszeichen nur fiir K = 1 angenommen werden.
¢) Fiir n > 2 kann das Gleichheitszeichen fiir kein K > 0 angenommen werden.

Hinweis: Uberlegen Sie sich die Abschitzung beim Beweis der Tschebyschev-Ungleichung.

Aufgabe 3

X sei Pareto-verteilt, f(x)= ak?x~(@*D fiir x > k. Bestimmen Sie soweit wie moglich die
Momente von X.

Aufgabe 4
Sei X eine Zufallsvariable mit momenterzeugender Funktion M(¢), und E(X)=u, Var(X)=
o?.Sei C(t)=1InM(t). Zeigen Sie, dass C’(0) = u und C”(0) = o2.

Aufgabe 5

Seien X und Y unabhéngige Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit Parametern A und v.
Zeigen Sie, dass X + Y wieder Poisson-verteilt ist mit dem Parameter A 4 v.

Aufgabe 6
(X, Y) sei eine bivariate Zufallsvariable mit der Dichte
fo(x,y)=y2e N fiur  x,y>0.
Dabei ist ¥ > 0. Bestimmen Sie die Regressionsfunktion E(Y|X = x) und die bedingten
Varianzen Var(Y|X = x).
Aufgabe 7

Bestimmen Sie die Dichte einer y?(1)-Verteilung aus der Beziehung f(x) = F’(x) un-
ter Verwendung der Tatsache, dass das Quadrat einer .4/(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen
7?(1)-verteilt ist.






3 Statistische Modelle

3.1 Verteilungsfamilien

3.1.1 Grundlagen

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung geht man in der Regel von einer nicht néher spezifizier-
ten Wahrscheinlichkeitsverteilung aus und untersucht Konsequenzen struktureller Eigen-
schaften der Verteilung. In der Statistik dagegen besteht eine wesentliche Fragestellung dar-
in, dass nach Festlegung einer relevanten Zufallsvariablen X Aussagen {iber deren Verteilung
gemacht werden sollen, die sich auf eine Anzahl von Beobachtungen dieser Zufallsvariablen
stiitzen. Dabei wird in zahlreichen Féllen davon ausgegangen, dass die Verteilung von X bis
auf einige Konstanten oder Parameter bekannt ist, mit anderen Worten, dass die Verteilung
von X zu einer Familie von Verteilungen gehort.

Definition 3.1.1  Verteilungsfamilie

Eine Verteilungsfamilie ist eine indizierte Menge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf (Rk,B5):
P ={Py| € O}, mit Py # Py fiir & £,

2 kann auch durch die zugehorigen k-dimensionalen Verteilungsfunktionen charakte-
risiert werden:
F ={F(x;0)¥ €06}

Die Menge O heil$t Parameterraum. Wir setzen |©| > 1 voraus.

Wir sprechen von parametrischen Modellen, wenn © eine Teilmenge des R? ist. Dann ist der
Parameter ein p-dimensionaler Vektor. Sind die Elemente von © nicht durch endlich viele
Zahlenangaben zu charakterisieren, so sprechen wir von einer nichtparametrischen Vertei-
lungsfamilie.

Zu Verteilungsfamilien gelangt man auf verschiedene Weisen. Einmal gibt es die Moglich-
keit, aus plausiblen Annahmen {iber den zugrundeliegenden Zufallsmechanismus die Ge-
stalt oder den Typ der Verteilung abzuleiten. Fiir diskrete Verteilungen ist das z. B. beim
Urnenmodell moglich. Dann kénnen durch Grenziibergdnge auch stetige Verteilungen ge-
wonnen werden. Bei stetigen Verteilungen ist die Ableitung aus plausiblen Annahmen je-
doch seltener erfolgreich.

Andere Verteilungsfamilien haben sich im Rahmen der Beschreibung von empirischen Ver-
teilungen als geeignet erwiesen. Hier sind vor allem solche Verteilungen interessant, die ge-
eignet flexibel sind. Damit ist gemeint, dass sie in einer Weise von Parametern abhéngen, die
es erlaubt, sie in einer Vielzahl von praktischen Situationen zu verwenden. Eine solche Art
von Verteilungsfamilien bilden die Lage-Skalen-Familien. Sie sind zugleich sehr allgemein.
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Definition 3.1.2  Lage-Skalen-Familie

Eine Lage-Skalen-Familieist eine Familie von eindimensionalen Verteilungen, die durch
Verschiebung und Standardisierung ineinander {iberfiihrt werden kénnen:

I = {F(x;ﬁ,’r)

F(?;ﬁ,’r) — R(x), (ﬁ,ﬂeRxW}. 3.1

Analog liegt eine Lage-Familiebzw. eine Skalen-Familie vor, wenn

F ={F(x;0)|F(x =9, = F(x),7€R} bzw. F ={F(x;7)|F(x/7)=FK(x),T€R}.

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

-10
ADbb. 3.1: Dichten einer Lage-Skalen-Familie

Der Name dieser parametrischen Verteilungsfamilien wird durch die Bedeutung der Para-
meter ¥ und 7 erklirt: X besitze die Verteilungsfunktion F(x) mit F((x —3)/7) = Fy(x). Der

Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariablen Z mit der Verteilungsfunktion Fy mo-
gen existieren. Dann gilt:

E(X)=19+E(2), Var(X)=12-Var(2).

1 charakterisiert also die Lage und 7 die Streuung der Verteilung.

Gehort die Verteilung der Zufallsvariablen X zu einer Lage-Skalen-Familie, so hidngt die Ver-
teilung von (X — ¥)/7 nicht von den Parametern ¥ und 7 ab. Fiir die Quantile von Lage-
Skalen-Familien haben wir damit:

F(gs;0,1)=a & F+qgq7;9,7)=0a.

Beispiel 3.1.3 Normalverteilungen als Lage-Skalen-Familie

Die univariaten Normalverteilungen bilden eine Lage-Skalen-Familie. Fir X ~ A (u, 02)

gilt:
X — _ _
FX(x):P(XSx):P(—‘u 5u> :<I>(x “),
o o o
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wobei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist. Ist ¢ (z) die zu ®(z)
gehorige Dichte, so gilt weiter
1 X—U
fx(x)= ptd < ) .

(o

Einen weiteren Anwendungsbereich, der zu eigenen Verteilungen fiihrt, bilden die statisti-
schen Schitz- und Testverfahren. Hier erweisen sich vor allem abgeleitete Verteilungen als
relevant. Wir kommen im Folgenden und in den weiteren Kapiteln ausfiihrlicher darauf zu-
riick.

Beispiel 3.1.4  Familie der symmetrischen Verteilungen

In der nichtparametrischen Statistik, wo man sich nicht auf spezielle Verteilungsfamilien
festlegen mochte, werden u. a. symmetrische Verteilungen betrachtet. Die Familie der
um u symmetrischen Verteilungen ist

T = {F |F ist eine Verteilungsfunktion mit F(u —x)=1— F(u+x) } . (3.2)
Zu dieser Familie gehoren z. B. die Normalverteilungen mit Erwartungswert u.

Bei festem p und beliebigem F gibt es keinen endlich-dimensionalen Parameter, der die-
se Verteilungsfamilie charakterisiert.

Schlieflich wurden Verteilungen auch unter dem Gesichtspunkt der Simulation kreiert.

Beispiel 3.1.5 Ramberg-Schmeiser-Tukey-Verteilungsfamilie

Unter Riickgriff auf einen Vorschlag von Tukey et al. (1947) propagierten Ramberg &
Schmeiser (1972) eine Klasse von symmetrischen Verteilungen, die RST-Verteilungsfami-
lie. Sie sind tiber die Inverse der Verteilungsfunktionen definiert:
ut—(1—-u)s
F‘l(u)zklﬁ-i( ) 0<u<l (3.3)
Az

Die Parameter A, und A3 miissen dabei das gleiche Vorzeichen haben und ungleich Null
sein. A, ist ein Lageparameter, E(X) = A, fiir eine Zufallsvariable X mit einer Z.& 7 (14, A,
As)-Verteilung. A, und A3 bestimmen die Varianz und A3 allein charakterisiert die Wol-
bung.

Uber die geeignete Wahl der Parameter lassen sich sehr unterschiedliche Verteilungen
recht gut approximieren. Fiir die Approximation der ¢, - bzw. die Standardnormalvertei-
lung sind folgende Parameterwerte geeignet (A, =0):

Is fo I Isg A(0,1)
A>  —0.248 0.023 0.134 0.167 0.198
Az —0.136 0.015 0.089 0.112 0.135

Ramberg & Schmeiser (1974) verallgemeinerten diese Verteilungsfamilie noch, um auch
nicht-symmetrische Verteilungen approximieren zu kénnen. Da der Zugang der gleiche
ist, lassen sich in jedem Fall mit der Wahrscheinlichkeitsintegraltransformation auf ein-
fache Weise Zufallszahlen erzeugen.
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Abb. 3.2: Einige Verteilungsfunktionen der #.& 7 -Familie

3.1.2 Einige univariate Verteilungen

Die hier betrachteten diskreten Verteilungen lassen sich iiber einen von zwei Zufallsmecha-
nismen gewinnen. Dies sind einmal das Urnenmodell und dann der sogenannte Bernoulli-
Prozess. Das Urnenmodell wurde im Abschnitt 1.1.2 besprochen.

Als Bernoulli-Prozess bezeichnet man die wiederholte Durchfiihrung eines Zufallsexperi-
mentes, wobei

o jeweils nur das Eintreten eines Ereignisses A interessiert;
e die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A sich nicht dndert;

o die einzelnen Durchfiihrungen voneinander unabhéngig sind.

Diskrete Gleichverteilung
Ziehen wir zufillig eine Kugel von N gleichartigen, durchnummerierten aus einer Urne, so
hat die Zufallsvariable X 'Kugelnummer’ die Zdhldichte

1
fN)=—~  x=1..N. (3.4)

X hei8t dann diskret gleich- oder rechteckverteilt, i.Z. X ~ 22 (N).
Mit den Summenformeln

- . n(n+1) - 5 n(n+1)2n+1) - 5 [(n(n+1) 2
D=, Y TR, zz_(—z )

i=1 i=1

., n(n+1)2n+1)3n*+3n-1)
D it= 30

i=1

erhalten wir leicht:

B0=""-,
Var(X)zM.

12
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Hypergeometrische Verteilung

Gibt es in der Urne eine feste Anzahl N von gleichartigen Kugeln, von denen M auf eine
bestimmte Weise markiert sind, so ergibt sich fiir die Anzahl X der markierten Kugeln unter
n ohne Zurticklegen zufillig gezogenen eine hypergeometrische Verteilung. (Siehe EinfStat.)
Die Zahldichte ist

() ()
f(x;N,M,n)= AN ANRTXT x =max{0,n+M — N},...,min{n, M}. (3.5)

N

n
Wir schreiben X ~ (N, M, n), um zu kennzeichnen, dass X hypergeometrisch mit den ent-
sprechenden Parametern verteilt ist. Es gilt

B(X) M
:n-—’
N
M M\ N—n
Var(X)=n-— | 1—- — .
N N/ N—-1

Binomialverteilung

Wird das eben beschriebene Ziehungsverfahren mit Zuriicklegen durchgefiihrt, so stellt es
einen Bernoulli-Prozess dar. Die Anzahl X der 'Erfolge’ bei einem Bernoulli-Prozess mit n
Durchfithrungen hat die Zihldichte der Binomialverteilung

flx;n,p)= <Z) pP(=p)™  x=01,2,...n; 0<p<l. 3.6)

(Siehe EinfStat.) Dafiir schreiben wir X ~ %(n, p). Die %4(1, p)-Verteilung heilt auch Bernoulli-
Verteilung.

Die Binomialverteilung hat die momenterzeugende Funktion
M(t)=(1—p+pe")".

Daraus erhalten wir:
EX)=np
Var(X)=np(1—p).
Weiter folgt aus den Eigenschaften der momenterzeugenden Funktion, dass die Summe un-

abhédngiger mit dem gleichen Parameter p binomialverteilter Zufallsvariablen wieder bino-
mialverteilt ist.

Poisson-Verteilung

Betrachten wir bei der Binomialverteilung den Grenziibergang n — oo, p,, - n = A, so gelan-
gen wir zur Poisson-Verteilung & ¥/(A) mit der Zahldichte

Ax
f(x;)t):e‘x-g x=0,1,2,...; A>0. (3.7)
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Siehe dazu EinfStat. Die momenterzeugende Funktion ist nach Beispiel 2.2.3:

M(t)=e*""*.
Weiter gilt
E(X)=4,
Var(X) = A.

Der Grenziibergang, der von der Binomial- zur Poisson-Verteilung fiihrt, legt nahe, dass letz-
tere ein gutes Modell ist, wenn ein Ereignis nur eine geringe Wahrscheinlichkeit hat, aber
viele Durchfiihrungen des entsprechenden Zufallsexperimentes betrachtet werden. Es gibt
noch eine andere Herleitung der Poisson-Verteilung, die deutlich macht, warum oft die An-
zahl der Vorkommnisse pro Zeitintervall der Lange ¢ durch eine Poisson-Verteilung mit dem
Parameter A-t modeliert wird. Diese Herleitung etabliert die Poisson-Verteilung als Basis des
einfachsten Modells in der Bedienungstheorie. Dort interessiert man sich fiir die Verteilung
der Anforderungen pro Zeitintervall. Beispiele dafiir sind die Anzahl von Kunden vor einem
Abfertigungsschalter und die Anzahl der ankommenden Telefongespriche in einer Telefon-
zentrale.

Satz 3.1.6  Herleitung der Poisson-Verteilung

Fiir jedes ¢ > 0 sei N; eine Zufallsvariable mit Werten in N, mit den folgenden Eigen-
schaften:

(i) No=0.
(i) s<t = N;und N;— N sind unabhéngig.

(iii) Ng und N,,s — N, sind identisch verteilt.

P(N;,=1
(iv) lim y =A.
1—0 t
P(N,>1
(v) lim g =0.
t—0 r

Dann gilt fiir jedes n € Ny :

e (AD)"
P(N[ = n): e AIT.

Mit anderen Worten hat N, eine Poisson-Verteilung mit dem Parameter A - t.
Beweis: Siehe Feller (1968).

Interpretieren wir die Zufallsvariable N, des Satzes als Anzahl der ankommenden Forderun-
gen, so lassen sich die Eigenschaften folgendermafen deuten:

(i) Zunéchst wird ohne jede Ankunft gestartet. (ii) Ankiinfte in disjunkten Zeitintervallen
sind unabhingig. (iii) Die Anzahl der Ankiinfte hédngt nur von der Linge des Zeitintervalls
ab. (iv) Fiir kleine Intervalle ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Ankunft proportional zu ih-
rer Linge. (v) Es kénnen nicht mehrere Ankiinfte gleichzeitig vorkommen.
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Geometrische Verteilung

Betrachten wir bei einem Bernoulli-Prozess die Anzahl X der Versuche, die vor dem erstma-
ligen Eintreten des interessierenden Ereignisses durchgefiihrt werden, so hat X eine geome-
trische Verteilung. Sie ist ein Spezialfall der unten angegebenen negativen Binomialvertei-
lung. Daher schreiben wir X ~ A" 2(1, p).

flx;p)=pa—p)* x=0,1,2,3,...; 0<p<l. (3.8)
Es gilt:
Flx;p)=1-(1—-p)y*t fuir x=0,1,2,3,...,
p
M(t)= —————,
() 1-(1—-p)e!
1_
Ex)=—7,
p
1_
Var(X)z—zp.
p

Die geometrische Verteilung ist eine diskrete Wartezeitverteilung. Sie hat kein Geddchtnis,
d.h.:
p(L—p)y*y

(I-py
Wenn also ein Ereignis eingetreten ist, ist die Verteilung der Anzahl der Versuche bis zum
néchsten Erfolg bei einer neuen Versuchsserie unverandert.

PX=x+y|X>y)= =P(X=x).

Beispiel 3.1.7 Zombies

Die (diskrete) Wartezeit, bis der ndchste Kunde eine Bank betritt, wurde durch folgendes
Modell simuliert. Aus naheliegenden Griinden griff der Autor dabei auf Zombies zurtick.

Genau im zeitlichen Abstand von einer Sekunde wird jeweils ein Zombie losgeschickt.
Vor dem Eingang zur Bank befindet sich eine Mauer von einer Lingeneinheit. In dieser
ist eine Liicke der Breite p, (0 < p < 1). Die Zombies treffen nun mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auf jeden Mauerabschnitt. Wenn ein Zombie auf die Liicke trifft, gelangt er durch
das Hindernis und in die Bank. Es ist offensichtlich, dass die Zahl der Sekunden zwischen
dem Eintreffen zweier Zombies in der Bank einer geometrischen Verteilung folgt.

Negative Binomialverteilung

Wartet man bei einem Bernoulli-Prozess bis zum Eintreten von k Ereignissen, so hat die
Anzahl X der Versuche vor dem entscheidenden Erfolg die Zahldichte

-1
f(x):(k +x)pk(l—p)x x=0,1,2,... 0<p<l, k>0. (3.9)
X

X heilt dann negativ binomialverteilt, i.Z. X ~ A 3B(k, p).

Erwartungswert und Varianz sind
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B(X) = k(l—p),
p

Var(X)= M

Stetige Gleichverteilung
Die Gleich- oder Rechteckverteilung 2(a, b) tiber dem Intervall (a, b) hat die Dichte

1
f(x;a,b):m a<x<bhb. (3.10)

Thre Bedeutung beruht wesentlich auf der Wahrscheinlichkeitsintegraltransformation, dem
Satz 1.3.2. Hier gilt:

E(X) = “:b,

Var(X) = G Iza)z,
etb —ela

MOy

Normalverteilung

Die Poisson-Verteilung ergibt sich aus der Binomialverteilung bei einem speziellen Grenz-
tibergang, bei dem sich p mit n dndert. Wir kénnen auch p erst einmal festhalten und nur
n gegen unendlich streben lassen. Das ist natiirlicher, weil es die Frage der Berechnung von
Binomialwahrscheinlichkeiten bei groRen n beriihrt. Bereits 1718 wurde das entsprechende
Resultat erstmalig ver6ffentlicht. Obwohl wir es als Spezialfall des zentralen Grenzwertes im
Kapitel 5 erhalten, wollen wir die Approximation hier zumindest zitieren.

Satz3.1.8 Grenzwertsatz von DeMoivre-Laplace

Sei 0 < p < 1 fest und sei

. k—np
k= —F—,
" V/np(i=p)

Ist dann A > 0 eine beliebige Konstante, so gilt fiir alle k mit |x,;| < A:

0<k<n.

ny k —k 1 { xik}
1-p)" " ~ ——=-exp|— .
(k) pr=p) Vazmnp-p) UL 2
Beweisskizze: Fuir die zugelassenen k =np++/np(l —p)- x, gilt
k~np, n—k~n(l-p).

Damit kann die Stirlingsche Formel auf den Binomialausdruck angewendet werden:
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N kv ik
<k)p(1 p)

N v2nn-n'te”
V2nkkkek\/2n(n—k)n—k)"ken*k P

B n E k I’l(l—p) n—k
-V 2ﬂk(n—k)< k) < n—k )

U SO BN () T N VLT (e T
V2rnnp(l—p) k n—k '

Logarithmieren des zweiten und dritten Faktors, Entwickeln in eine Taylorreihe und Be-
riicksichtigen nur der relevanten Glieder fiihrt dann zu der behaupteten Relation. Dies
wird bei Feller (1968) und bei Chung (1974) ausgefiihrt.

fa-py*

Der Satz sagt nichts anderes, als dass sich die Binomialverteilung fiir groBe n durch die Nor-
malverteilung approximieren lésst.

Die Normalverteilung hat die Dichte

1 1 (x—p)?
. eX _——
v2no? P72 o2

Wie erwihnt bilden die .4 (u,0?)-Verteilungen eine Lage-Skalen-Familie. Daher reicht es,

die nicht in geschlossener Form angebbare Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormal-
verteilung .4(0, 1) zu tabellieren.

fx)=

} —00< X <00. (3.11)
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Abb. 3.3: Normalverteilungsdichten

Fur eine A (u, 0%)-verteilte Zufallsvariable gilt:
E(X)=u,
Var(X) = o?2.
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Die momenterzeugende Funktion ist:

o?t?
M(t):exp[,ut— 5 } (3.12)

Alle ungeraden Momente um u sind gleich Null:
E(X-w**=0 k=0,1,...

Fiir die geraden Momente gilt:

B(X — ) = (Zj;)kr(z'%l) .

Es ist 1 =0, die Normalverteilung ist symmetrisch. Zudem folgt speziell £, =3.

Beispiel 3.1.9  Korpergrofse von Wehrpflichtigen

Die Normalverteilung wird haufig zur Beschreibung von Beobachtungen verwendet, bei
denen natiirliche Grollen gemessen werden. Ein Beispiel dafiir bilden etwa die Kérper-
groflen von 220653 im Jahr 1990 erstuntersuchten Wehrpflichtigen des Geburtsjahrgan-
ges 1971 in der Bundesrepublik (IWB, 1994), siehe die Abbildung 3.4.
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0.03
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000 +—+V—7—"—7F"—F T 7
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Abb. 3.4: Korpergrifsen von Wehrpflichtigen

Eine einfache Weise, normalverteilte Zufallszahlen zu erzeugen, ist die Box-Muller-Methode.
Sie basiert auf der Entdeckung, dass zwei unabhéingige rechteckverteilte Zufallsvariablen in
zwei unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen transformiert werden kénnen.

Lemma 3.1.10  Box-Muller-Methode
U, und U, seien unabhingig 2(0, 1)-verteilt. Dann sind

X1 =+v—-2In(U;)-cos(2nU,) und X,=+/-2In(U;)-sin(2nU,)
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unabhéngige .4(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen.
Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass V = y/—21In(U; ) die Dichte

2
fv(v)=v-exp [—?] v>0

hat. Wir betrachten daher die Transformation g(V, U,) = (X3, X»). Die inverse Transfor-
mation h(Xy, Xp) = g~ 1(X1, Xp) ist gegeben durch:

V=\/X2+X2
1 X
Up=—tan"' [ =L ).
27 X2
Die Jacobi-Determinante erhalten wir mit 2 tan—1(x)/dx =1/(1 + x?) zu:
X1 X2
/X3P + x5 /X3 +x3 1
1 1/x, 1 —x/x2 _2n\/xf+x§'

2n 1+x%/x2 2n 1+x%/x2

J =|det

Nach Satz 1.3.9 ist also

1 1 x24+x2
X1,%2)= \/X2+x2) 1 ———==—exp|—— 2}
le( 1 2) fV( 1 2) o xf—}—x% 2 p|: 2

1 x2] 1 x3
=——exp|—— | —exp|—F—| .
V2ar P 2 | V2¢ P 2

Lognormalverteilung
Ist X eine Zufallsvariable, so dass Y = In(X) normalverteilt ist, so nennt man X logarithmisch
normalverteilt, X ~ £ A (ur, 0'%). Die Dichte ist

1 1 /In(x)— 2
f(x;uL’Ui):\/Z_TaLx.eXpl_E (%)] fir x>0. (3.13)

Die Parameter u; und o2 sind hier nicht gleich dem Erwartungswert und der Varianz. Uber
die Beziehung zur Normalverteilung, X =In(Y), erhalten wir aber sofort die Momente

252
roL]

E(X")=E(exp(r-In X)) =E(exp(r- Y))=exp [r,uL +

Damit folgt:

o2
E(X)=exp [HL + f} )

Var(X) = exp[2u; + 03] (exp[o?] - 1),

L=V e"%—l-(eayi—kz).
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ADbb. 3.5: Dichten der Lognormalverteilung

Exponentialverteilung
Verkiirzen wir in dem Zombie-Beispiel 3.1.7 zur geometrischen Verteilung die zeitlichen Ab-
stinde und machen proportional dazu die Mauerliicke schmaéler, so gelangen wir zur Expo-
nentialverteilung £ 2 '(A) mit der Dichte

f;A)=Ae™™  fur x>0, 1>0. (3.14)

Dieser Ubergang (vgl. EinfStat) macht einsichtig, dass die Exponentialverteilung eine groRRe
Rolle als Wartezeitverteilung spielt. Wir haben hier

BXO= 5,

1
Var(X) = 2z

A
M(t)=—— fir t<A.
(()=-—7 fur
Die Familie £ 2'(A) der Exponentialverteilungen bildet eine Skalen-Familie. Mit der Standar-
dexponentialverteilung & 2°(1) mit der Verteilungsfunktion

0 firx <0
FO(X):F(X‘U:{ l1—e*  firx>0

gilt fiir die Exponentialverteilung mit dem Parameter A:
F(x;A)=F(A-x).

Folglich ist hier 7 =1/A der Skalenparameter.
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Durch Einfiihrung eines Schwellenparameters 1 gelangen wir zu der Lage-Skalen-Familie
der verschobenen Exponentialverteilungen:

0 fiir x <9
F(x;ﬁ,l)Z{ 1—e26=0  fiirx>9

Zur Charakterisierung von Lebensdauerverteilungen wird weniger die Verteilungsfunktion
F(x) als die Survivorfunktion S(t)=1— F(x) verwendet. Daneben spielt die Hazardrate die
herausragende Rolle. Sie gibt an, wie sich die Wahrscheinlichkeit dndert, dass die Lebens-
dauer in einem kleinen Zeitintervall um x endet, unter der Voraussetzung, dass sie bis zum
Zeitpunkt x andauert:

) S

T S(x) 1-F(x)

Fiir die Exponentialverteilung sehen wir leicht, dass die Hazardrate konstant ist:

h(x) (3.15)

h(x)=A.

Gammaverteilung

Die Gammaverteilung %(f3,A) erhalten wir aus der negativen Binomialverteilung auf die
gleiche Weise wie die Exponentialverteilung aus der geometrischen. Auch sie wird gerne zur
Modellierung von Wartezeiten verwendet. Ihre Dichte hat die Gestalt

AB
f(x;ﬁ,k): Tﬁ).xﬂ—l,e—)tx

Dabei ist die GammafunktionI'(u) fiir u > 0 definiert durch

fir x>0, 1,8 >0. (3.16)

F(u)z/ t“teTtde. (3.17)
0

EsgiltI'1)=1,T(u+1)=u-I'(u)firu >0und I'(u + 1) = u! fiir u €Ny.
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Abb. 3.6: Einige Dichten der Gamma-Verteilung
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Die Exponentialverteilungen bilden eine Teilfamilie der Gammaverteilungen. Es ist lediglich
B =1 zu setzen.

Die momenterzeugende Funktion der Standard-Gammaverteilung mit A = 1 lautet:

1

Damit gilt fiir die ¥(, 1)-Verteilung:
E(X) = Var(X)=p.

Zudem sind 1
Br=2p"72,
ﬁz =3+ Gﬁ -1,
Weibull-Verteilung

Bei Lebensdaueranalysen erweisen sich empirische Hazardraten oft als nicht konstant. Uber
eine einfache Potenztransformation erhalten wir aber aus der Exponentialverteilung die Fa-
milie der Weibull-Verteilungen #/(4, ), die sowohl fallende als auch wachsende Verldufe
der Hazardrate erfassen kann. Ihre Dichte ist

f(x;/l,ﬁ)z/l-ﬁ-xﬁ_l-exp[—Axﬁ] fir fir x>0,A>0, B>0. (3.18)

Bei Lebensdaueranalysen wird hédufig die sogenannte Survivorfunktion S(t) = 1— F(t) an-
stelle der Verteilungsfunktion betrachtet:

S(x)=1-F(x)=exp[-Axf] fir x>0.
Dazu gehort die Hazardfunktion

h(x)=A-B-xP7L.
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Abb. 3.7: Einige Hazardfunktionen der Weibull-Verteilung
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h(x) ist monoton wachsend fiir # > 1, konstant fiir f =1 und monoton fallend fiir g < 1.

Die logarithmische Transformation tiberfiihrt die Weibull-Verteilung in eine Gumbel- ober
Extremwertverteilung. Die Dichte ist, wie leicht mit dem Transformationssatz 1.3.5 fiir Dich-
ten nachvollzogen werden kann:

1 x =17 x =17
f(t,ﬂ,r)z;exp [T—exp( . )} . (3.19)

Dabei wurde eine geeignete Reparametrisierung vorgenommen, um den Charakter als Lage-
Skalen-Familie deutlicher hervorzuheben. Die Gestalt der Dichten ist aus Abb. 3.1 zu erse-
hen.

Logistische Verteilung

Die logistische Verteilung liefert ein Beispiel fiir den Ansatz, aus einfachen Annahmen zu
einer Verteilungsfamilie zu gelangen.

Beispiel 3.1.11  Ausbreitung von Geriichten

Wir betrachten die Ausbreitung eines Gerlichtes in einer abgeschlossenen Population.
Mit F(x) sei der Anteil derjenigen bezeichnet, die zum Zeitpunkt x schon informiert sind.
Die Weitergabe gehe tiber personliche Kontakte vonstatten, wobei sich Informierte und
Uninformierte zuféllig treffen. Der Zuwachs des Anteils von Informierten sei proportio-
nal zu dem Treffen von Informierten und Uninformierten, formal:

dF(x)
dx

=c- F(x)(1— F(x)).

Am Beginn ist der Anstieg relativ schwach, da F(x) klein ist. Dann nimmt der Anteil der
Informierten immer rascher zu, bis er wieder abklingt, weil nicht mehr so viele Personen
uninformiert sind.

Die Losung dieser Differentialgleichung ist die Verteilungsfunktion der logistischen Ver-
teilung:
1

F(x;a,b): W.

(3.20)
Bei den gemachten Voraussetzen sind die moglichen Verteilungen auf solche vom logisti-
schen Typ beschrénkt. Aussagen sind aber noch iiber den Parameter  =(a,b) e RxRt =
O zu machen. Erst durch ihn wird die endgtiltige Verteilung festgelegt.

Die logistischen Verteilungen lassen sich jeweils ineinander {iberfiihren: Die Verteilungs-
funktion von Y =bX —a ist

Fy(y):P(YSy):P(bX—aSy)zP(XS %) :F(M'a,h> __ !

b T 14eV”

Das ist die standardisierte logistische Verteilung mit den Parametern (0, 1).
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Abb. 3.8: Einige Dichten der logistischen Verteilung

Laplace-Verteilung
Die £(u, A)-Verteilungen sind gegeben durch ihre Dichten

f(x)z%exp[—/ﬂx—m] —00< X <00.
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Abb. 3.9: Einige Dichten von Laplace-Verteilungen

Die Laplace-Verteilungen bilden eine Lage-Skalen-Familie mit

E(X)=u,

2 ’
et

1— (/22

2
Var(X)= 7z

M(t)=

(3.21)
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Die Laplace-Verteilungen mit y = 0 ergeben sich als Differenz zweier unabhingiger expo-
nentialverteilter Zufallsvariablen.

Beispiel 3.1.12  Wasserstandsdifferenzen

Bain & Engelhardt (1973) schlugen eine Laplace-Verteilung als Modell fiir die Differenzen
der (allerdings nicht unabhédngigen) Wasserstdnde an zwei Orten am Fox-River in den
USA vor. Die Gegentiberstellung von empirischer und theoretischer Verteilungsfunktion
zeigt, dass die Laplace-Verteilung ein verniinftiges Modell zu sein scheint.
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Abb. 3.10: Gegeniiberstellung von empirischer und theoretischer Verteilungsfunktion

Cauchy-Verteilung
Die 6(u, A)-Verteilung hat die Dichte

1 1

:Em —00 < X < 00. (3.22)

flxu,A)

Diese Dichte hat eine dhnliche Gestalt wie die Normalverteilung, vgl Abb. 3.11. Dennoch
gibt es einen fundamentalen Unterschied. Die Cauchy-Verteilung besitzt keine Momente.
Genauer divergiert das Integral f_ozo |x| f(x; u, A) dx = o0.

Wegen dieser Nichtexistenz des Erwartungswertes dient sie oft als Beispiel fiir kuriose Er-
scheinungen und als Modell fiir eine Verteilung mit starken Flanken, die sehr viele extreme
Beobachtungen hervorbringt. Die Genese als Verteilung des Quotienten zweier unabhingi-
ger, standardnormalverteilter Zufallsvariablen zeigt aber, dass sie auch als Modell fiir gewis-
se Phanomene, speziell solcher, wo Quotienten betrachtet werden, geeignet sein kann.

Betaverteilung
Die & (p, q)-Verteilung hat die tiber (0, 1) definierte Dichte

_Ilp+q)

= xP71(1—x)7! 0<x<1,p>0g>0. (3.23)
T(p)(q) p=nd

fx;p,q)
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Abb. 3.11: Dichte und VF von ./ (0,1) und 6(0,/2/7)

Ihr Erwartungswert und ihre Varianz sind:

p
E(X):—r
p+q
pq
Var(X) = .
(p+q)Q+p+q)
8 -
1
1 |
6_
4
9
] s ————
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ADbb. 3.12: Einige Dichten von Betaverteilungen

Chiquadrat-, t- und F-Verteilung

Der Spezialfall der ¥(1/2, n/2)-Verteilung hat fiir viele Methoden der statistischen Inferenz
eine groBe Bedeutung und wird als Chiquadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden, kurz als
2 2-Verteilung, bezeichnet. Thre Dichte ist

1
flx;n)= W(n/z)x(n_m ce™*? fur x>0. (3.24)
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Es gilt:
E(X)=n,
Var(X)=2n,
1 "
M(t):m fiir t<1/2

Aus der momenterzeugenden Funktion ist unmittelbar zu ersehen, dass die Summe unab-
héngiger chiquadrat-verteilter Zufallsvariablen wieder chiquadrat-verteilt ist.

Die 7, - Verteilung erhalten wir als Verteilung des Quotienten zweier unabhéngiger Zufalls-
variablen, wobei der Zdhler .4/(0,1)- und der Nenner Chiquadrat-verteilt ist. Sie spielt eine
grof3e Rolle bei den statistischen Methoden, weniger als Modell zur Beschreibung von Da-
tensdtzen oder zur Modellierung von Zufallsvorgidngen. Ihre Dichte ist

flx;n)= ﬂ (1 + x—z) ‘(”“)/2. (3.25)
rg) vt

Wie die 7, -Verteilung wird die .7 ,(n, m)- Verteilung mit der Dichte

()

flx)= W (i) " X2 (1 + ix) e x>0 (3.26)
r(5)ris) \™ m

im Rahmen von Methoden der statistischen Inferenz bedeutsam. Sie ist die Verteilung des
mit einem Faktor versehenen Quotienten zweier unabhingiger y?2-verteilter Zufallsvaria-
blen.

3.1.3 Multivariate Verteilungen

Multivariate Verteilungen erhalten wir einmal durch geeignete Verallgemeinerungen von
univariaten Verteilungen. Zudem konnen auch univariate Verteilungen so kombiniert wer-
den, dass die Multivariaten diese als Randverteilungen haben und zusitzlich eine geeignete
Abhingigkeitsstruktur aufweisen. Ein dritter Ansatz besteht in der Umsetzung der Forde-
rung, dass sie spezielle strukturelle Eigenschaften haben sollen. Dabei werden diese Eigen-
schaften allerdings i.d.R. durch bereits bekannte multivariate Verteilungen nahegelegt.

Beispiel 3.1.13  Multinomialverteilung

Die Binomialverteilung resultiert aus der Modellvorstellung, dass ein Versuch n mal durch-
gefiihrt wird und jeweils das Eintreten eines Ereignisses A, das die Wahrscheinlichkeit p
besitzt, registriert wird. Die Anzahl X der Versuchsdurchfiihrungen, bei denen A eintritt,
ist dann %(n, p)-verteilt. Zerlegen wir nun den Stichprobenraum in drei paarweise dis-
junkte Ereignisse A;, A, und A3 mit den Wahrscheinlichkeiten p;, p, und 1 — p; — p», so
hat die bivariate Zufallsvariable (X;, X»), die die Anzahlen der Versuche angibt, bei denen
das Ereignis A; bzw. A, eintritt, eine Trinomialverteilung. Uber die Verallgemeinerung
auf k + 1 Ereignisse erhalten wir die Multinomialverteilung.
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X =(Xj,..., X)) heiBt multinomialverteilt, i.Z. X ~ 4 (n,p), p =(p1,..., px), falls

n!
P(X =x)= pie e pt (=i )T T T, (327
(X =x) xpleoxpl-(m—xp— ..o —xp)! Py pl=m Px) 327

wobei x; >0 und Ele x; < n. Der Parameter p liegt in © = {p| p<[0,1], Ele pi < 1}.

Fiir die Komponenten X; einer ./ (n, p)-verteilten Zufallsvariablen X gilt:
Xi~ B(n,pi),

so dass speziell E(X;)= np; und Var(X;) = np;(1 — p;). Weiter ist fiir zwei Komponenten
X;und X; mit i # j:

Cov(X;, Xj)=—n-pipj.
Die bedingte Verteilung von X; = (X, ..., X;), gegeben dass X» = (X4, ..., X ) den Wert
(Xr+1,...,X) annimmt, ist wieder eine Multinomialverteilung, und zwar eine mit den Pa-
rametern n* =n— (X, +---+x)und pf =p; /(1 =prp—--—pr) (=1,...,7).

Beispiel 3.1.14  Lebenszeiten zweier abhdngiger Komponenten

Die Exponentialverteilung spielt eine zentrale Rolle im Bereich der statistischen Zuver-
lassigkeitstheorie. Bei der Betrachtung der Lebenszeiten zweier abhdngiger Komponen-
ten gelangt man aufgrund folgender Modellvorstellungen zu einer bivariaten Exponen-
tialverteilung.

Es wird angenommen, dass drei unabhingige Quellen von Schocks vorhanden sind. Die
erste Quelle zerstort die Komponente 1, die zweite Komponente 2 und die dritte beide
Komponenten. Die Schocks der drei Komponenten kommen zu den Zeiten T;, T> bzw. T3
vor, wobei die Verteilungen der T; jeweils Exponentialverteilungen sind:

P(T;>t)=e "'  >0.
Fiir die Verteilung der Lebensdauern X; und X, der beiden Komponenten gilt dann:
X; =min(T;, B), X, =min(D, B).
Somit gilt fiir die gemeinsame Verteilung von X; und X;:
P(X1 > x1, Xo > x2) = exp[—A1 X1 — A2Xo — Agmax{x;, x»}] X1,X2 > 0.
Mit Verteilungsfunktionen formuliert lautet das:

Fx, x,(x1,%2) =1 —exp[—A,x1] — exp[—AzX2] +exp[—A1x1 — Apx2 — Agmax{x;, X2}],
X1,X > 0.

In anderen Fillen ist es schwieriger, univariate Verteilungen unter dem Aspekt einer geeig-
neten Form von Abhéngigkeit zu bivariaten zusammenzusetzen. Hier sei daher nur der Vor-
schlag von Farlie und Morgenstern erwédhnt.
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Definition 3.1.15  Farlie-Morgenstern-Familie

Eine Farlie-Morgenstern-Familie ergibt sich aus zwei univariaten Verteilungsfunktionen
F(x)und G(y) durch Setzen von

H(x,y)=F(x)-G(y)- {1+ a-[1-Fx)]-[1-G(y)}}. (3.28)

Fiir den Abhéngigkeitsparameter gilt dabei |a| < 1.

Es ist offensichtlich, dass bei « =0 die Randverteilungen unabhéngig sind. Die Randvertei-
lungen stimmen auch stets mit den zur Konstruktion verwendeten tiberein:

H(x,00)=F(x),  H(oo,y)=G(y).

Beispiel 3.1.16  eine spezielle Farlie-Morgenstern-Familie

Seien die Randverteilungen Exponentialverteilungen mit den Parametern A und 9. Dann
gilt fiir die zugehorige Farlie-Morgenstern-Familie:

H(x,y)=(1—e ™) 1—e ™) 1+a-e* - ™)=(1-e ™)1 —e )1 +ae M),

Dabei muss nattirlich x,y > 0 sein. Andernfalls ist H(x,y)=0.

3.14 Die multivariate Normalverteilung

Im Beispiel 1.2.26 wurde bereits die Dichte der bivariaten Normalverteilung angegeben. Sie
hat die Form

1

xXy)=————
f&y) 2n0,0y/1—p?

) (= ‘e B 0 — ) (3.29)
exp[ < Ux —2p- Hx Y “y+y Uy )

_2-(1—p2) o2 fo o, 0'}2/

Die Dichte ist durch die 5 Parameter u,, u,, 01,0, und p festgelegt. Dabei steuert der Para-
meter p die Form des Zusammenhanges. Dieser ist ja bei der bivariaten Normalverteilung
extrem durchsichtig: Abhédngigkeit bedeutet stets lineare Abhingigkeit.

Die Konturlinien, d.h. die Kurven konstanter Dichte, sind hier Ellipsen. Dies war eine der
wichtigen Eigenschaften, die Galton bei seinen Untersuchungen tiber den Zusammenhang
der Grolle von Vitern und S6hnen entdeckte.

Aus seinen aufgezeichneten Beobachtungen erkannte er:

1. Die Randverteilungen sind Normalverteilungen.

2. Die bedingten Erwartungswerte E(Y|X = x) sind lineare Funktionen von x.
3. Die bedingten Varianzen Var(Y|X = x) sind konstant in x.
4

. Die Menge der Punkte auf der Ebene, fiir die jeweils fx y(x,y)= c gilt, sind Ellipsen.
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DIAGRAM BASED ON TABLE |.
(a1 female heights are multiplied by 1'08)

MID-PARENTS ADULT CHILDREN

e their Heights , and Deviations from €8 inches.
bgutened @ 0 @ @ @ 7 777
inches | inches

724

71—

70 -

Abb. 3.13: Galtons Konturlinien

Insgesamt hat Galton also aus seinen Beobachtungen die zweidimensionale Normalvertei-
lung als geeignetes Modell abgeleitet.

Um die allgemeine multivariate Normalverteilung anzugeben, ist der Ubergang zur matri-
ziellen Schreibweise notig. Fiir den Exponenten der bivariaten Dichte kénnen wir zunéchst
schreiben:

1 (x — ux)? X—pux y—py  (y—uy?
- 2 2 —2p ’ + 2
2(1-p?) 0% Ox Oy gy
1 p
1 0% Ox0y |[x—ux
:—7x_ y J—
2(1_102)( ux,y —dy) p 1 (y—uy
oxoy 0%

1 0% pPOxOy X —
===y —py) X < “X)

poxoy 0% Yy —Uuy

1 Ui Oxy (x—‘blx)
=——(X — , _ ,
2( Moy =) oxy 0% Yy —uy

wobei o xy die Kovarianz von X und Y bezeichnet. Zudem gilt
2 2 2 Ui pPOx0y
o0y (1—p°)=det ,
PO xOy O'Y

Schreiben wir also fiir die Kovarianzmatrix kurz ¥, so lasst sich die bivariate Normalvertei-
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lung kompakt angeben durch

frerxy)= exp —%(x—ux,y—uy)Z”(x_“X)}

1
(2m)2(det(2)? y—hy
Definition 3.1.17  multivariate Normalverteilung

Die k-dimensionale Zufallsvariable X = (Xj,..., X;) mit dem Erwartungswertvektor p
und der nichtsinguldren Kovarianzmatrix X hei8t multivariat normalverteilt, wenn die
gemeinsame Dichte gegeben ist durch

fx®)= exp —%(x —wX e —pw| . (3.30)

1
(2n)F2(det(x))1/2

Einige wichtige Eigenschaften der multivariaten Normalverteilung sind:

1. Linearkombinationen multivariat normalverteilter Zufallsvariablen sind wieder (mul-
tivariat) normalverteilt.

2. Jede Lineartransformation ¥ =AX + b mit A # 0 ergibt wieder eine Normalverteilung.

3. Alle aus Komponenten gemeinsam multivariat normalverteilter Zufallsvariablen ge-
bildeten Untervektoren sind wieder multivariat normalverteilt.

4. Komponenten mit verschwindender Korrelation sind stochastisch unabhingig.

5. Die bedingten Verteilungen von Komponenten sind Normalverteilungen.

3.1.5 Exponentialfamilien

Viele der standardméRig eingesetzten Verteilungsmodelle weisen eine einheitliche Struk-
tur auf. Damit ist es moglich, bei der Analyse statistischer Verfahren fiir die Parameter sol-
cher Verteilungen eine Vielzahl von Einzelmodellen mit einem einheitlichen Zugang zu be-
handeln. Dieser Zugang hat sich in der modernen Statistik als sehr bedeutsam erwiesen.
Dementsprechend wird er an zahlreichen Stellen wieder aufgegriffen.

Beispiel 3.1.18  verschiedene Exponentialfamilien

Die einheitliche Struktur der Dichtefunktionen ist bisweilen erst auf den zweiten Blick
ersichtlich. Verschiedene Beispiele machen dies deutlich:

Exponentialverteilung:

f(x)=2Ae ™ =A-exp[—Ax] = exp[—Ax +In(A)], x>0;

Normalverteilung:

1 1 /(x—u\° 11 u 1 /u\2
— 2 / .
\/2m'eXpl_§< o ) 1_eXp[_§'P'X +F'x_§(5) _ln< Zm)}’

flx)=
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Gammaverteilung:
fx)= % e P =exp-B-x+(A—1)-In(x)+A-In(f)—In(T(A)], x>0;

Poisson-Verteilung:

fx)= e . ﬁ =exp[x-In(A) — A —In(x!)], x=0,1,2,...;

Binomialverteilung:

S S po—L) |

x=0,1,...,n.

Die im Beispiel angegebenen Dichtefunktionen kénnen in dhnlicher Weise mit Hilfe der Ex-
ponentialfunktion angegeben werden. Wir betrachten bei der Verallgemeinerung zuerst den
Fall, dass die Verteilungen nur von einem Parameter abhdngen. Gegebenenfalls ist der wei-
tere Parameter vorerst als fest zu betrachten.

Definition 3.1.19 eindimensionale, einparametrige Exponentialfamilie

Eine Familie von Verteilungen 7 sei durch ihre Dichten gegeben, 7 = { f(x;7)|V €0}. &
heilt eine eindimensionale, einparametrige Exponentialfamilie, falls f(x;?)in folgender
Form dargestellt werden kann:

flx; M) =explc(P) T(x)+d(D)+S(x)] - Ta(x).

Dabei sind ¢(#) und d(¥) reellwertige Funktionen auf ©, T(x) und S(x) Abbildungen von
Rin R und schlief8lich ist I,(x) die Indikatorvariable der festen Teilmenge A CR: I(x) =
1 fiir x € A und I4(x) = 0 sonst.

Beispiel 3.1.20  verschiedene Exponentialfamilien - Fortsetzung von Seite 93

Wir identifizieren die in der Definition angegebenen Funktionen bei den im letzten Bei-
spiel angegebenen Verteilungen:

Exponentialverteilung:
=27, c(A)=-1, Tx)=x, dA)=In(A), S(x)=0, A=(0,00).
Normalverteilung mit festem o2:

e

V=p =15 TW=x dw=—,

S(x)=— (% —Hn(«/ﬁa)) , A=R.
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Gammaverteilung mit festem f3:

=21, c(A)=A-1, Tx)=In(x), dA)=2A-In(B)—-In((1),
S(x)=—pf-x, A=R;.

Poisson-Verteilung:

9=2, cA)=nA), Tx)=x, dA)=-4, Skx)=-In(x!), A=N.
Binomialverteilung:

9=p, c(p):ln(%), T(x)=x, d(p)=n-In(1-p)

sm:m((")), A=1{0,1,..., n}.
X

Anmerkung 3.1.21

In vielen Fillen ist es giinstig, nicht von dem urspriinglichen Parameter ¥ der einpara-
metrigen Exponentialfamilie f(x;9) = exp[c(¥)T(x)+ d(¥)+ S(x)] x I4(x) auszugehen,
sondern 71 = ¢(¥) als neuen, natiirlichen Parameter zu betrachten. Dann hat die Expo-
nentialfamilie die natiirliche Form

flxin)=expln - T(x)+do(n)+S(x)] - La(x).

¢(¥) muss eine streng monotone Funktion von ¥ sein, da sonst die eindeutige Korrespon-
denz der Verteilungen und der Parameter nicht gewihrleistet ist. Daher sind die beiden
Parametrisierungen gleichwertig.

Gilt T(x) = x, so sagt man, die Exponentialfamilie liege in kanonischer Form vor. A, der
Tréager der Verteilung, ist eine parameterunabhingige Menge. Daher bilden Verteilungen
wie die Gleichverteilung, f(x)=1/9 fiir 0 < x <9 und f(x) = 0 sonst, oder die verscho-
bene Exponentialverteilung, f(x)= Aexp[—A(x —a)] fiir x > a und f(x) =0 sonst, keine
Exponentialfamilien.

Beispiel 3.1.22  verschiedene Exponentialfamilien - Fortsetzung von Seite 94

Fiir die Darstellung in der natiirlichen Form miissen bei den in den Beispielen 3.1.18
und 3.1.20 betrachteten Exponentialfamilien die folgenden Reparametrisierungen vor-
genommen werden:

Exponentialverteilung: n=-A, do(n)=In(-n);

Normalverteilung mit festem 02: 1= %, do(n)=—-0"—;

Gammaverteilung mit festem 8: n=A-1, do¢n)=Mn+1)-In(B)—-In(I'(n+1);
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Poisson-Verteilung: n=In(1), dyn)=—e";

n
Binomialverteilung: 1n=In <$) , do(n)=n -ln< . _'e_ o ) .

Fiir die Binomialverteilung spielt der natiirliche Parameter n =In(p/(1 — p)) als logarith-
mierte Odds-Ratio eine grol3e Rolle in der Epidemiologie.

Der Parameter ¥ einer Exponentialfamilie ist in natiirlicher Weise mit der transformierten
Zufallsvariablen T(X) verbunden. Diese ist in verschiedener Weise ausgezeichnet. Hier soll
zundchst gezeigt werden, dass i.d.R. die Verteilung von T(X) wieder zu einer Exponentialfa-
milie gehort.

Satz 3.1.23  Verteilungseigenschaft der Statistik T(X)

Sei 7 ={f(x;9)|¥ € O} eine Exponentialfamilie mit den tiblichen Funktionen c(%), d(1),
T(x), S(x) und dem Tréger A. Die Verteilung von T(X) sei vom gleichen Typ wie die von
X, also gleichermalen stetig bzw. diskret. g(¢;%) sei die Dichtefunktion von 7(X). Dann
bildet {g(#; )| € ©} eine einparametrige Exponentialfamilie:

g(t;9)=explc(9)- 1+ d(0)+ S (2)]- Ln-(2).
Dabei sind S*(#) und A*(#) geeignet definiert.
Beweis: Der Beweis wird fiir den diskreten Fall gefiihrt. Hier gilt nach Definition:

g(r;N)=Py(T(X)=1)= Z exp[c(#)- T(x)+d () +S(x)] - 1a(x)

T(x)=t

=exp[c(P)- 1 +d(9)]- ZeXp[S(X)] (1),
oo

wobei A*={t|T(x)=1t, x €A}.

Wird nun S*(t) = ln{z e exp[S(x)]} fiir t € A* gesetzt, so ist die gewiinschte Darstel-
lung der Dichte von T(X) erreicht.

Beispiel 3.1.24  Pareto-Verteilung

X sei Parero-verteilt, f(x;a) = a-x~(@*+D (x > 1). Der Parameter a wird gréRer als 0 vor-
ausgesetzt. Damit gehort die Verteilung von X zu einer Exponentialfamilie:

f(x;a)=exp[—a-In(x) —In(x)+In(a)] - I11,00)(x).



3.1 Verteilungsfamilien 97

Die transformierte Zufallsvariable T(X) = In(X) hat nach dem Transformationssatz 1.3.5
die Dichte

2
g(t;a)=f(T7H (1)) ‘E T7\(t)

=exp[—a-t—t+In(a)] - Ijo)(t) exp[t] =exp[—a- t +In(a)] - o)1)

_Ja-e firt>0
o 0 firt <0

Die logarithmische Transformation fiihrt bei der Pareto-Verteilung also zur Exponential-
verteilung.

Die momenterzeugende Funktion und damit speziell Erwartungswert und Varianz einer Zu-
fallsvariablen X, deren Verteilung zu einer in kanonischer Form vorliegenden Exponential-
familie gehort, hdngen in einfacher Weise vom natiirlichen Parameter 1 und von dy(n) ab.
Wir formulieren die Aussage allgemeiner als Aussage tiber die Verteilung von T(X). Die we-
sentliche Voraussetzung ist dabei, dass der Parameterraum gentigend reichhaltig ist, genau-
er, dass der Bereich H, in dem der natiirliche Parameter ) variieren kann, ein Intervall oder
ganz R ist.

Satz 3.1.25 momenterzeugende Funktion bei Exponentialfamilien

Hat X die Dichte f(x;n) =exp[n - T(x)+ do(n) + S(x)] - Is(x) und ist n ein innerer Punkt
von H, so existiert die momenterzeugende Funktion von T(X) und ist fiir s aus einem
geeigneten Intervall um Null gegeben durch:

Mrx)(s)=expldo(n) — dols +1)]. (3.31)

Weiter gilt:
E(T(X))=—dy(n), Var(T(X))=-d,(n). (3.32)

Beweis: Wir schreiben den Beweis fiir den stetigen Fall auf. Es gilt:
Mrx(s)=E[e*T¥)] = / exp[s- T(x)] - exp[n - T(x)+ do(n) +S(x)] dx
A
= / exp((s +1)- T(x)+do(n)+ S(x)] dx
A

=exp[d0(n)—do(s+n)]-/exp[(s—H?)-T(x)—i—do(s—i-n)—i-S(x)] dx
A

=expldo(n)— do(s +n)l.

Die letzte Gleichung ergibt sich daraus, dass das Integral {iber eine Dichte Eins ist.
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Die ersten beiden Ableitungen von Mr(x)(s) ergeben die benétigten Momente:

0
E(T(X)) = ER exp(do(n) — do(s +n)]

=—dy(n);
E(T(X)?)

= expldo(n) — do(s +n)]-(=dg(s +1))|_,

s=0

2

2
= —— exp[do(n) — do(s +n)]

7
PE = a eXp[do(T])_ do(s +n)] (_d(/)(s +77))

s=0 s=0

= {expldo(n) — do(s + )] - (=dg(s +1))* +expldo(n) - do(s + - (=dy(s +n)}| _,

=dy(ny —dy(s+n).

So erhalten wir auch die angegebene Form der Varianz.

Beispiel 3.1.26  Pareto-Verteilung - Fortsetzung von Seite 96

X sei eine Pareto-verteilte Zufallsvariable. Fiir den Parameter gilt: n = —a. Die transfor-
mierte Zufallsvariable 7(X) = In(X) hat nach dem Satz daher die momenterzeugende
Funktion

Mi(s) = expldo(n) = dols + )] = explin(=) — In(s + )] = ——.

Das ergibt speziell E(T(X))=1/a und Var(T(X))=1/a?.

Zu beachten ist hier insbesondere, dass nichts iiber die Momente von X ausgesagt wird.
Die Pareto-Verteilung hat ja keine momenterzeugende Funktion!

Sind Xj,..., X, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen, deren Verteilung zu einer
Exponentialfamilie gehort, so gehort auch die gemeinsame Verteilung von X = (X,...,X},)
zu einer Exponentialfamilie. Dann ist:

f X ®)=exp | ()Y T(x)+n-d@)+ S| Iax.xalxi, ..., xn).

i=1 i=1

Eine Verallgemeinerung der einparametrigen Exponentialfamilie stellt die mehrparametrige
dar.

Definition 3.1.27  k-parametrige Exponentialfamilie

Eine Familie von Verteilungen heil3t eine k -parametrige Exponentialfamilie, wenn es re-
ellwertige Funktionen c;, ..., ¢, auf © gibt, so dass die Dichte f(x;1) die Gestalt

Flx;9)=explci(9)- Ti(x)+ d(9)+ S(x)] - Ia(x) (3.33)

besitzt. Ti(x),..., Tx(x) sind Abbildungen von R in R und d (1), S(x) sowie I4(x) sind wie
in Definition 3.1.19 festgelegt.



3.1 Verteilungsfamilien 99

Beispiel 3.1.28 Normalverteilung als zweiparametrige Exponentialfamilie

Es wird wieder die Normalverteilung betrachtet, jetzt aber mit ¥ = (u,0?). f(x;u,0?)
bildet nun eine 2-parametrige Exponentialfamilie. Es gilt:

) 1 1 /x—u 2
oo ey onl (2]

1 1 1 2
= exp[—?—-x2+i'x—5 (g) —ln<v27ta)} .

Folglich sind:
a(@=up/o?, T(x)=x, c)(B)=-1/202, T(x)=x?,

d(®)=-p?/202, S(x)=0, A=R.

Satz 3.1.29 Verteilungseigenschaftvon T =(T1,,..., Tx)
Die Verteilung von X gehore zu einer mehrparametrigen Exponentialfamilie,

k
F9,20,., 0 =exp [0UE)+ Y G Ti(x)+d(0,y,..., ) +SE) | - La(x).

i=1

Dann bilden die Verteilungen von T = (T3, ..., T;) eine Exponentialfamilie der Form

k
FE9,80, ) =exp | > Citi+d(®,1,..., L) +S() | - I5(8).

i=1

Die bedingten Verteilungen von U bei gegebenem T = ¢ bilden wiederum eine Exponen-
tialfamilie:

Jur(ult; ) =exp[Pu+dg()+Sg(u)]- Ie)(u).
Diese ist insbesondere von den Parametern {4, ..., unabhéngig.

Beweis: Lehmann (1986, S.56).

Beispiel 3.1.30  Poisson-verteilte Zufallsvariablen

X und Y seien unabhéngige Poisson-verteilte Zufallsvariablen mit den Parametern A und
u. Dann ist ihre gemeinsame Verteilung gegeben durch die Dichte

x y
—p
eI

A
. — oA — A
flx,y;Au)=e p ) x=0,1,...;y=0,1,...

= exp[-A+x-In(A)—pu+y-In(u) —In(x!) —In(y")] - La(x,y)

exp {ln<%) x+In(u)-(x+y)+dA,u)+S(x,y)| - La(x,y)

exp[x —E(x+y)+d(9,8)+S(x, y)]- Ia(x,y);
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dabei sind ¥ =In(A/u), £ =In(u) und A = N3.

Wir haben somit eine Darstellung der gemeinsamen Dichte von X und Y als zweipara-
metrige Exponentialfamilie mit den Statistiken U = X und T = X+ Y. T hat wieder eine
Poisson-Verteilung:

F(t)=exp[—(A+ )+t - In(A+ ) — In(£1)] - In(2).

Fiir die bedingte Verteilung von X bei gegebenem T = ¢ erhalten wir:

o P g e
x! (t—x)! r
LA uU)= = — 1—— =0,1,...,¢t.
JUxlts o) o= Ot ) (x)</1+u>< /1+u> *
t!

Dies ist eine Binomialverteilung, die nur noch von dem Parameter ¥ abhingt:

A 1
A+u  1+exp[—In(A/u)]’

Dass Binomialverteilungen speziell eine Exponentialfamilie bilden, ist aus Beispiel 3.1.18
bekannt.

So wichtig einerseits Exponentialfamilien sind, so ist die Voraussetzung einer Exponential-
familie andererseits sehr restriktiv. Das wird u. a. daran deutlich, dass die Normalverteilun-
gen mit festem o die einzige einparametrige Exponentialfamilie bilden, die gleichzeitig eine
Lage-Familie ist. Ahnlich stellen die Gammaverteilungen mit festem Gestaltparameter die
einzige Skalen-Familie unter den einparametrigen Exponentialfamilien dar. Vgl. dazu Biih-
ler & Sehr (1987).

Satz 3.1.31 hinreichende Bedingung fiir die Normalverteilungsfamilie
Seien die Dichten der Familie & = { f(x; )|} € ©} mit © = R gegeben durch

fCe;0)=explc(P) - x + d(9)+S(x)] - Ir(x).
¢(¥) und d (V) seien differenzierbar. % moge eine Lage-Familie bilden, d.h.
f;0)=f(x—=79;0)= f(x =)
Dann ist Z die Normalverteilungsfamilie mit festem o2.

Beweis: Mit ¢(9) = ¢(9) — ¢(0) und d () = d(9) — d(0) erhalten wir:
flx=9)= fx; %)= exp[c(P) - x + d () +S(x)]
=exp[e(1)-x+d(1)] - exp[c(0)- x + d(0)+ S(x)] = exp[é(¥) - x + d ()] - f(x).
Ableiten nach ¥ und Betrachten der Ableitung bei ¥ = 0 ergibt wegen der Definition von

¢(®) und d(9): i
—f'(x)=[¢"(0)-x+d'(0)] - f(x).
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Da nach Definition f(x)> 0 fiir alle x, kann dies umgeschrieben werden zu

J'(x)
=-Ax+B.
J(x)
Integrieren auf beiden Seiten ergibt
2 1 —1)2
In(f(x))=—-A- % +B-x+C bzw. f(x)=exp {—5 (x Uéu) } -const.

Dabei sind u = B/A, 0> = 1/]A|, und const ist so zu bestimmen, dass f(x) eine Dichte
darstellt. Damit ist aber .# die behauptete Normalverteilungsfamilie.

3.2 Strukturierte Modelle

Mit einer Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen wird das allgemeine Verteilungsge-
setz einer Zufallsvariablen modelliert. Die Hervorhebung spezieller Aspekte der Verteilun-
gen fiihrt zu strukturierten Modellen. Insbesondere lassen sich bei diesen zwei Aspekte ver-
binden: der Aspekt der Regularitdt und der der Irregularitit oder zufélligen Schwankung.

3.2.1 Signal-plus-Rauschen-Modelle

Beispiel 3.2.1 Darstellung einer normalverteilten Zufallsvariablen

Die Zufallsvariable Y stelle eine Messung dar. Fiir Y wird dann gern eine Normalvertei-
lung unterstellt: Y ~ 4(u,0?). Y kann auch in der Form

Y=u+U  mitU~ #(0,0%)

ausgedriickt werden. Diese Darstellung hat den Vorzug, das Wesentliche zu betonen: u
stellt den "wahren Wert” dar; die Messungen ergeben i.d.R. nicht diesen wahren Wert,
sondern streuen um ihn. Das wird durch die Stérung U ausgedriickt, fiir die E(U) = 0 gilt.

Dasin dem Beispiel formulierte Messmodell ist eine einfache Version der sogenannten Signal-
plus-Rauschen-Modelle. In lockerer Schreibweise gilt fiir das SPR-Modell:

Variable = systematische Komponente + Zufallskomponente.

Beispiel 3.2.2  Registrierfehler von Stromzdhlern

Eine Anwendung des SPR-Modells liefert einen Untersuchung von Registrierfehlern von
Stromzéhlern, wie sie fiir jede Wohnung tiblich sind. Bei 144 Zéhlern, die den Stromver-
brauch unter ’Standardbedingungen’ festhielten, wurden die festgestellten Verbrdauche
(in kWh) mit den Ergebnissen von Zidhlern verglichen, die in Reihe geschaltet waren, aber
geschiitzt gegen Umwelteinfliisse wie Temperatur, Feuchtigkeit etc. Nach einem Jahr er-
gab sich die in Abbildung 3.14 dargestellte Verteilung der Abweichungen (in %).

Der Modellansatz lautet hier:

Messfehler = systematische Komponente + Zufallskomponente.
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ADbb. 3.14: Messfehler von Stromzéihlern

Bei vielen Anwendungen ist die systematische Komponente als abhédngig von anderen Va-
riablen X anzusehen. Dies fiihrt zu der Formulierung der SPR-Modelle mittels bedingter
Erwartungswerte:

E(Y|X=x)=h(x). (3.34)

In diesem Ansatz muss X keine Zufallsvariable sein, sondern kann auch eine allgemeine,
systematisch verdnderbare Variable darstellen.

Die Zufallskomponente wird dabei meist als unabhingig vom speziellen Wert der beeinflus-
senden Variablen X unterstellt. Dann wird das Modell gern in der nicht ganz prizisen Form

Y=h(X)+U

geschrieben. Zu unterschiedlichen Spezialféllen gelangt man nun, indem fiir die systemati-
sche Komponente /(X) geeignete Festlegungen getroffen werden.

3.2.2 Einfaktorielle Varianzanalyse

Die Zufallsvariable X bezeichne die k unterschiedlichen Versuchsbedingungen eines Labor-
experimentes. Dann kann X nur k Werte, diemit 1,..., k bezeichnet werden, annehmen. Das
Modell erhélt die Gestalt

E(YIX=1i)=pu; i=1,....k

oder, in offensichtlicher Modifikation der bisherigen Schreibweise:
Y=u;+U.

Die tiblichen Fragestellungen dieses Ansatzes zielen auf die Gleichheit der Erwartungswerte
ui. Entweder ist die postulierte Gleichheit zu testen, oder es sind Kontraste u; — u; zu schit-
zen.

Oft wird der Ansatz modifiziert und unterstellt, dass es einen mittleren Einflul i gibt, so dass
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die verschiedenen Faktorstufen i die Abweichungen zum globalen Mittel bewirken. Dann
wird geschrieben:
Yi=u+a;+U i=1,...,k. (3.35)

Diese Parametrisierung ist offensichtlich nicht eindeutig. Wir kénnen mit einem Satz von
Parametern u, a,..., @y sofort beliebig viele weitere Parametersitze angeben:

u+c,a;—c,...,ar—c, ceR.

Zur Losung dieses Problems wird die zusitzliche Reparametrisierungbedingung Zf:l a;=0
eingefiihrt.

3.2.3 Zweifaktorielle Varianzanalyse

Bei der einfaktoriellen Varianzanalyse wird der Einfluss einer qualitativen Variablen X auf
eine quantitative Zufallsvariable Y modelliert. Eine Erweiterung des Modells auf zwei be-
einflussende Faktoren X; und X, mit den Faktorstufen 1,...,k und 1,..., m liefert

Yij=u;j+U i=1,...,k j=1,...,m.

Wie bei der einfaktoriellen Varianzanalyse betrachtet man haufig das reparametrisierte Mo-
dell
Yij:u—i—ai—i—ﬁj—i—U izl,...,k,jzl,...,m. (336)

Die Reparametrisierungsbedingungen lauten nun Zle a; =0und Zf:l Bi=0.

Das Modell erfasst nur die einfache additive Uberlagerung der beiden Einflussfaktoren. Kén-
nen diese sich wechselseitig beeinflussen, so ist es sinnvoll das Modell zu erweitern:

Yl-j:,u+al-+ﬁj+(a/5)ij+U i=1,....k j=1,...,m. (3.37)

Die Reparametrisierungsbedingungen sind nun um Ele Z;.":l(aﬁ)i ;=0 zu erweitern.

3.24 Lineare Regressionsmodelle

Bei stetigen Variablen X ist die Unterstellung einer linearen Abhéngigkeit des bedingten Er-
wartungswertes E(Y|X = x) der wohl am meisten angewendete Ansatz:

E(Y|X:x)=ﬁ0+ﬁ1x.

Die Bedeutung dieses Ansatzes resultiert aus der Moglichkeit, formale Abhédngigkeiten zu-
mindest approximativ zu erfassen, theoretisch postulierte Zusammenhénge zu tiberpriifen
und ggfs. Prognosen zu erstellen. Dazu sind die Koeffizienten f, und $; zu ermitteln oder zu
priifen, ob f; gleich Null ist. Nur im Fall 3; # 0 dndert sich der Erwartungswert von Y mit X,
hat der Regressor X also einen Einfluss auf den Regressanden Y.

Ein weiterer Vorteil des Modells besteht darin, dass es leicht auf die Situation mehrerer un-
abhéngiger Variablen erweiterbar ist. Es bekommt dann die Gestalt

E(Y|X1 :Xl,...,Xp :x,,):/J’0+/3’1x1 +...+ﬁpx,,. (3.38)
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Geht man von n vorgegebenen Werte-Folgen der p unabhingigen Variablen aus, so erhalt
man n Zufallsvariablen Yj,...,Y,, die sich — laut Modell — nur im Erwartungswert unter-
scheiden. Daher gilt nun:

Yi=Po+pixyi+...+Bpxpi + Ui (3.39)

Die Indizierung der Storvariablen U; ist notig, um das Modell korrekt in den Variablen statt
in den bedingten Erwartungswerten ausdriicken zu konnen. Dass es sich um Replikate der-
selben Variablen handelt, wird durch die zusitzliche Forderung identischer Verteilungen der
U; einbezogen. Weiter werden die Stérungen meist als unkorreliert und normalverteilt an-
gesetzt:

Ui~ AN (0;0%),  Cov(U;,U))=0  i#j;i,j=1,...,n.

3.25 Lineares Regressionsmodell mit stochastischen
Regressoren

Wird im letzten Beispiel von Zufallsvariablen Xj, ..., X}, mit nicht vorab festgelegten Werten
ausgegangen, so beschreibt

E(Y|X1,...,Xp):ﬁ0+ﬁ1X1+...+ﬁpo

ein lineares Regressionsmodell mit stochastischen Regressoren. Es stellt sich dann die Frage,
bei welchen gemeinsamen Verteilungen von Y, Xj,..., X, der lineare Ansatz gerechtfertigt
ist. Bei gemeinsamer Normalverteilung ist der bedingte Erwartungswert von Y eine lineare
Funktion der X;. Fiir den Spezialfall p = 1 ist dies in Kapitel 2 ausgefiihrt worden. Anhand ei-
nes konkreten Beispiels wird hier verdeutlicht, dass diese Eigenschaft keineswegs allgemein
gilt.

Beispiel 3.2.3  Regressionsfunktion einer Farlie-Morgenstern-Familie

Sei der Einfachheit halber p =1 und X = X;. Die gemeinsame Verteilung von (X, Y) ge-
hore zu der Farlie-Morgenstern-Familie

H(x,y)=F(x)-G(y)- {1+ a-[1-Fx)]- [1-G(y)}}

mit
F(x)=1—e, Gy)=1—e",

Fiir die gemeinsame Dichte gilt:
h(x,y)=f(x)-g(y)-{1+a-[2Fx)-1]-[2G(y) - 1]}

Damit ist die bedingte Dichte h(y|x) unmittelbar ersichtlich, und wir erhalten:

00

1 a
E(YlX:x):/y-h(y|x)dy = [1+5 —ae—ﬂ .
0
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Somit ist )
a
EYX:—[H——ae‘“},
(Y1X) r 2

mithin alles andere als linear.

Die Bestimmung der besten linearen Approximation von Y an X fiihrt iibrigens auf

L [1—%+a-/l-X}.

Y
02

Beispiel 3.2.4  Hubbles Gesetz

Die Vorstellung vom Urknall und dem sich seit dem ersten Zeitpunkt aller Zeiten ausdeh-
nenden und auseinanderfliegenden Universum basiert urspriinglich auf der Beobach-
tung der Rotverschiebung entfernter Galaxien und deren Interpretation durch Hubble
im Jahre 1929. Die Teile des Universums, das sind im Wesentlichen die Galaxien, flie-
gen auseinander wie die Splitter nach einer groen Explosion, und zwar die weitesten
am schnellsten. Daraus schlie$t man, dass die Urexplosion, d.h. der Urknall, in einem
Zentrum stattgefunden hat und dass diejenigen Objekte, die den stiarksten Impuls mit-
bekommen haben, eben am weitesten weggeflogen sind. Das wird zusammengefasst in
der einfachen Hubble-Gleichung mit der Hubble-Konstanten H:

Fluchtgeschwindigkeit = HxEntfernung.

Das ist graphisch in der Abbildung 3.15 wiedergegeben (nach Larsen & Marx (1986)). Die
Abbildung zeigt auch, dass das Gesetz nur bis auf stochastische Stérungen gilt. Hier ist
insgesamt ein Regressionsmodell mit einem stochastischen Regressor addquat.

60 °
50
Geschw. 40 — Y
in

1000 30

km/s
20
10 +

0 | | | |
0 250 500 750 1000

Entfernung in Mio. Lichtjahren

Abb. 3.15: Hubbles Gesetz



106 3 Statistische Modelle

3.2.6 Nichtlineare Regressionsmodelle

Héufig sind nichtlineare Formen der Abhéngigkeit der beobachteten Zufallsvariablen Y von
der unabhéngigen Variablen X sinnvoll. Das gilt etwa, wenn bei Wachstumsvorgéangen von
vornherein eine obere Schranke fiir das Wachstum gegeben ist. Die spezielle funktionale
Form der nichtlinearen Abhédngigkeit ist aus dem jeweiligen Kontext abzuleiten oder auf-
grund der Beobachtungen aus dem "Vorrat der Modelle” auszuwéhlen. Fiir die breitere An-
wendbarkeit kénnen die Funktionen in nichtlinearer Weise von Parametern abhidngen. Ziel
ist es dann, diese unbekannten Parameter zu ermitteln.

Beispiel 3.2.5 Wachstum mit Séttigungsverhalten

Bei biologischen Wachstumsvorgidngen mit Sattigungsverhalten wird vielfach eine logis-
tische Funktion fiir 4(x) gewahlt:

Y

h(x;a,p,7,0)= 1+ -exp[—a(x —8)]"

Im Fall a > 0 strebt h(x;a, B,7,0) mit wachsendem x gegen y. Das Modell lautet damit:

_ Y
v= 1+ -exp[—a(x —0)]

+U.

Beispiel 3.2.6  Cobb-Douglas-Konsumfunktion

Eine Familie von Modellen in der Okonomie basiert auf den Cobb-Douglas-Konsumfunk-
tionen

Y =X X0 X

Fiir die Berticksichtigung des Storterms wurden verschiedene Vorschldge gemacht. Das
additive Modell ist

Y=0X" X XP 4 U,
wéhrend das multiplikative lautet:
Y =0 X" X0 X[ eV

In beiden Fillen wird U ~ .4(0, o) unterstellt.
Das multiplikative Modell ldsst sich durch logarithmische Transformation in ein in den
Parametern lineares Modell verwandeln:

ln(Y):770+r}11n(X1)+...+77k1n(Xk)+U.

Das vereinfacht die Anwendung des Modells erheblich. Das entscheidende Kriterium fiir
die Modellwahl besteht jedoch in der Form, wie die Beobachtungen von der Regressi-
onsfunktion abweichen, vgl. die Abbildung 3.16.
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a) additiver Fehler b) multiplikativer Fehler

ADbb. 3.16: Nichtlineare Regressionsfunktionen

3.2.7 Poisson-Regression

Bei den bisher betrachteten strukturierten Modellen ist die abhidngige Zufallsvariable je-
weils stetig. Oft soll aber die Abhdngigkeit einer diskreten Zufallsvariablen von einer oder
mehreren erkldrenden Variablen modelliert werden. Beispiele hierfiir sind die Anzahlen der
Kunden in einer Warteschlange vor einer Kasse in Abhéngigkeit von der Tageszeit oder die
Anzahl der Krankheitsfélle in einer Population in Abhéngigkeit vom Alter.

Ein leicht zu handhabendes Verteilungsmodell fiir Z&hlvariablen ist die Poisson-Verteilung.
Soll, wie bei der linearen Regression, der bedingte Erwartungswert der Poisson-verteilten
Zufallsvariablen Y modelliert werden, so ist der naheliegende Ansatz:

E(Y|X1 :xl,...,Xp:xp)=ﬁ0+ﬁ1x1+...+ﬁpxp.

Hier sind wir aber mit dem Problem konfrontiert, dass auf der rechten Seite negative Werte
vorkommen koénnen, was bei einer Poisson-Verteilung unmoglich und allgemein bei Z&hl-
variablen nicht sinnvoll ist. Daher wird der Ansatz modifiziert zu

E(Y|X); =x1,...,.Xp =xp)=exp[fo+ fi1x1 +...+ Bpxp]. (3.40)

Man spricht in diesem Fall von Poisson-Regression.

Beispiel 3.2.7  Verluste im Kiihlwassersystem

Die Héufigkeit Y von Verlusten im Kiihlwassersystem in Kernkraftwerksanlagen ist si-
cherlich von der Betriebsdauer abhingig. Da es sich zum Gliick um ein nicht so haufig
vorkommendes Ereignis handelt, ist der Ansatz (3.40) hier addquat.

Der Ansatz fithrt dazu, dass die Beobachtungen y; als Realisationen einer Poisson-verteilten
Zufallsvariablen Y angesehen werden mit

E(Y|J=j)=2efI.
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Santner & Duffy (1989) geben die folgenden einschlédgigen Daten an:

Anlage Nr. 11 2| 3| 4| 5] 6 7| 8| 9|10|11|12|13(14 |15
Anzahl Vorfille| 4|40| 0(10(14|31| 2| 4|13| 4|27|14|10| 7| 4
Betriebszeit (J) 15|12 8| 8| 6| 5| 5| 4| 4| 3| 4| 4| 4

Anlage Nr. 1617118119 (20(21(22(23|24|25|26|27(28(29 (30
Anzahl Vorfalle| 3|11| 1| 0| 3| 5| 6(35|12| 1|10| 5|16|14|58
Betriebszeit (J) | 3| 2| 2| 2| 1| 1| 1| 5| 3| 1| 3| 2| 4| 3|11

3.2.8 Logistische Regression

Ein einfaches Beispiel einer Zahlvariablen stellt eine bin4re oder Bernoulli-Variable dar, wel-
che nur die Werte 0 und 1 annehmen kann. Es gibt eine Vielzahl von Beispielen, bei denen
die abhéngige Variable dieses Typs ist. So wird ein Gut bei einem bestimmten Preis entwe-
der gekauft oder nicht gekauft. Hier ist von Interesse, wie sich der Anteil der Kdufer mit dem
Preis dndert: Verschiedene Preise werden unterschiedliche Anteile von potentiellen Kdufern
zum entscheidenden Schritt verleiten. Eine "klassische” Anwendung von bindren Variablen
stellen Dosis-Wirkungsbeziehungen dar, bei der die Sterbewahrscheinlichkeit in Abhéngig-
keit von einer Medikamentendosis modelliert wird.

Ist Y eine bindre Zufallsvariable mit P(Y =0)=1—p, P(Y =1)= p, so gilt E(Y) = p. Nahelie-
gend ist der Ansatz
E(Y|X1 :xl,...,Xp zxp)zﬁo+ﬁ1x1 +...+ﬁpxp.

Da der Wertebereich von p = E(Y|X; = x1,...,X, = x,)) aber das Intervall (0, 1) ist, ist dann
nicht gesichert, dass diese Beziehung fiir alle Werte von X, ..., X, erfiillt ist. Daher wird die
Abhingigkeit nicht direkt von der Linearkombination unterstellt, sondern vermittelt iiber
eine nichtlineare Funktion. Am naheliegendsten sind spezielle Verteilungsfunktionen:

Die Verwendung der Normalverteilungsfunktion ergibt die sogenannten Probit-Modelle:
E(Y|X1 =X1y... ,Xp = xp) = (I)(ﬁ() +ﬁ1X1 +... +/3’,,x,,).
Die Verteilungsfunktion der logistischen Verteilung fithrt auf die Logit-Modelle:

1

E(Y|Xi=x1,..., X, =x,)= .
(Y11 =x p=%p) 1+exp(Bo+ Prxi +...+ Bpxp)

Beispiel 3.2.8  Herz-Kreislauf-Erkrankungen

Bei Herz-Kreislauf-Erkrankungen spielt das Alter eine relevante Rolle. Bezeichnet die bi-
nére Variable Y das Vorliegen einer solchen Erkrankung und X das Alter, so erhdlt man
bei 100 Personen die graphische Darstellung fiir die Y-Werte in Abhingigkeit von X-
Werten, siehe Abbildung 3.17 nach Hosmer & Lemeshow (1989, S.4).

Die Bildung von Altersgruppen und die Bestimmung des Anteils der Erkrankten pro Grup-
pe (Kreise in Abbildung 3.17) macht deutlich, dass der Anteil tatsdchlich entsprechend
der Form einer logistischen Funktion zunimmt.
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Abb. 3.17: Herz-Kreislauf-Erkrankungen

3.29 Log-Lineare Modelle fiir Kontingenztafeln

Es werden zwei nominal skalierte Zufallsvariablen X und Y betrachtet. Die I bzw. J Reali-
sationsmoglichkeiten werden mit den Zahlen i =1,...,I und j = 1,..., J identifiziert. Die
gemeinsame Verteilung bildet dann die Grundlage fiir eine zweidimensionale Kontingenz-
tafel:
X\Y|1 2 - ]
1 |pn p12 - puy
2 |p21 P22+ P2y

I \pn pr2 - py
Dadie Zufallsvariablen X und Y nominal skaliert sind, gibt es keine eindeutig zu préferieren-
de Anordnung der Zeilen und Spalten. Das addquate Verteilungsmodell fiir die gemeinsame
Verteilung ist eine geeignete Multinomialverteilung. Ein einfaches, diese globale Erfassung
einschrankendes Modell wire das der Unabhéngigkeit:

Dariiber hinausgehend ist wie bei der zweifachen Varianzanalyse ggfs. die Erfassung von
Uberlagerungen der Effekte von Wertekombinationen von Interesse. Dazu geht man zu Lo-
garithmen der erwarteten Zellhdufigkeiten u;; = n - p;; tiber und setzt genau wie bei der
zweifachen Varianzanalyse das log-lineare Modell an:

ln(‘uij)zU+U1(i)+U2(j)+U12(ij) i=1,...,1,j=1,...,].

Zundchst sehen wir, dass dies eine reine Reparametrisierung darstellt. Es wird keine zu-
sétzliche Forderung an die Multinomialwahrscheinlichkeiten gestellt. Allerdings lassen sich
iiber die Spezifizierungen der Effekte einsichtige Strukturen modellieren. So gilt In(u;;) =
U+ vy()+ Uy genau dann, wenn p;; =p;.p.j, (i=1,...,1,j=1,...,]).

Bei hoherdimensionalen Tafeln fiihrt dieser Zugang zu einer sinnvollen Modellklasse, die
sich in einheitlicher Weise analysieren l4sst.
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Beispiel 3.2.9  Arbeitsplatzzufriedenheit

Eine Stichprobe von 715 Arbeitern ergab die folgende drei-Wege-Tafel, vgl. Andersen
(1989, S.4):

Qualitdt des  Arbeitsplatzzufriedenheit eigene Arbeitsplatzzufriedenheit

Managements des Vorgesetzten gering hoch
schlecht gering 103 87
hoch 32 42
¢ gering 59 109
gl hoch 78 205

Fiir eine Analyse des Zusammenhanges von eigener Arbeitsplatzzufriedenheit mit der
des Vorgesetzten und der Qualitdt des Managements ist ein geeignetes Modell nétig. Si-
cherlich wére die Annahme der Unabhéngigkeit der drei bindren Variablen wenig plau-
sibel.

3.2.10 Generalisierte lineare Modelle

Bis auf die nichtlineare Regression haben alle betrachteten Modelle folgendes gemeinsam:

1. Die Beobachtungen Y; (i = 1,...,n) haben Verteilungen, die alle zur gleichen Expo-
nentialfamile geh6ren. Diese liegt in kanonischer Form vor:

fyind)=explni-y +d(n:)+ Sy x 1a(y)-
2. Die systematische Komponente wird gebildet durch eine Linearkombination By+f;x1;
+...+ Bpxp; der erkldrenden Variablen Xi, ..., X,.

3. Die Verbindung von zufilliger und systematischer Komponente, indem die Erwar-
tungswerte u; der ¥; als Funktion des linearen Pridiktors angesetzt wird. Ublich ist
jedoch die Angabe der Beziehung in der Form g(u;) = o + fi1x1; +...+ B,xp;. Man
bezeichnet g auch als Linkfunktion.

Modelle, die diese drei Bedingungen erfiillen, heillen verallgemeinerte lineare Modelle (ge-
neralized linear models).

Zwischen dem natiirlichen Parameter und dem Erwartungswert sowie der Varianz o2 beste-
hen nach Satz 3.1.25 die Beziehungen

wi=d’(n:), o?(ui)=d"(n,).

Von besonderer Bedeutung sind Modelle mit natiirlicher Linkfunktion, d.h. dass die Linear-
kombination gleich dem natiirlichen Parameter ist:

gui)=ni=Po+ Prx1i+...+ Bpxpi.

Bei der linearen Regression ist die zugrunde liegende Verteilung die Normalverteilung. Der
natiirliche Parameter ist gleich dem Erwartungswert und die Linkfunktion ist die Identitét.

ui :ni:ﬁo+ﬁ1x1i+...+/5,,x,,i.
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Die Binomialverteilung hat als natiirlichen Parameter ) = In(p /(1 — p)). Der Ansatz der lo-
gistischen Regression,

ln(é) :ﬁo+ﬁ1xli +...+ﬁpxpi,

entspricht gerade der natiirlichen Linkfunktion. Bei Probit-Modellen liegt dagegen keine na-
tlirliche Linkfunktion vor.

Der natiirlichen Linkfunktion entspricht auch die Wahl exp(Bo + B1x1; +...+ B, x,;) fiir den
Parameter A; bei der Poisson-Regression. Denn der natiirliche Parameter der Poisson-Ver-
teilung ist gerade n; =In(A;), so dass

ni= ln(kl) = ln(exp(ﬁo+/51x1i +... +/3’,,xpl-))

= ﬁo+ﬁ1)€1i +...+/3’pxpl-.

3.3 Aufgaben

Aufgabe 1
Welche der folgenden Verteilungen bilden eine Exponentialfamilie?
(i) Gleichverteilung: f(x)=1/0 fir 0<x<1
(ii) geometrische Verteilung: f(x)=p(1—p)* fir x=0,1,2,3,...
(iii) Simpson-Verteilung: f(x)=1—|x|] fir —-1<x<I.

(iv) Pareto-Verteilung: f(x)=ak%x~ (@)  fir x>k.






4 Stichproben und Statistiken

4.1 Stichproben aus endlichen Grundgesamtheiten

Stichproben-Ziehen ist von der Vorstellung her mit der Auswahl von Objekten aus einer
Grundgesamtheit oder Population verbunden. Als Population gilt hier sowohl eine spezifi-
zierte Bevolkerungsgruppe wie auch eine genau abgegrenzte Menge von Objekten, etwa die
an einem Tag in einem Werk hergestellten Radioapparate eines speziellen Typs. Die Popu-
lation wird mit dem Stichprobenraum 2 gleichgesetzt, die einzelnen Elemente werden wie
sonst mit w bezeichnet. Die Vorschrift, wie ein einzelnes Element aus 2 auszuwéhlen ist,
legt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf einer geeigneten o -Algebra 2l von Ereignissen
uber Q fest. (Q, 2, P) ist der Wahrscheinlichkeitsraum.

Da hier von einer endlichen Population , || = N, ausgegangen wird, ist es sinnvoll, fiir 2
die Potenzmenge von 2 zu wihlen, 2 = (). Weiter wird nur die einfache Zufallsauswahl
betrachtet. Die genaue Fassung dieses Begriffs erfolgt gleich nach der Einfiihrung einiger
notwendiger Vereinbarungen. Bei Stichproben vom Umfang n = 1 fiihrt das jedenfalls zu
der Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsverteilung P, die definiert ist durch

A
P(A)=—.
(=5
Jede auf 2 definierte Zufallsvariable X : Q — R ist wegen der Endlichkeit von 2 diskret. Mit
der Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsverteilung P gilt dann:

E(x):ixip(xzxi):ixiw:iv:x(wi).l:‘u. (4.1)
-1 -1 N -1 N

Der Erwartungswert von X ist also gleich dem arithmetischen Mittel tiber alle Einzelwerte,
oder, anders gesagt, gleich dem Populationsmittel.

Fiir die Varianz erhalten wir entsprechend:

I
Var(X)= (x; — )

i=1

NX=x) o v oo 1
T—;(X(a),)—u) N = 4.2)

Auch die Varianz von X ist mit der Populationsvarianz identisch.
Nun soll eine Stichprobe vom Umfang n, d.h. n Elemente aus 2 zufillig gezogen werden.
Der dem Gesamtexperiment zugrunde liegende Stichprobenraum ist dann die Menge Q)

der n-Tupel w™ = (wy,...,w,), wenn das zuerst gezogene Element mit w,, das zweite mit
w» und das letzte schliefflich mit w,, bezeichnet wird.
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Es werden als Grundlage zwei Ziehungsarten betrachtet: Das Ziehen mit und das ohne Zu-
riicklegen. Wie wir aus Kapitel 1 wissen, sind dann beim Ziehen mit Zuriicklegen N” und
beim Ziehen ohne Zuriicklegen N(N —1)-...-(IN —n+ 1) unterschiedliche Stichproben még-
lich. Stichproben mit gleichem « an unterschiedlichen Stellen kénnen beim Ziehen oh-
ne Zurtiicklegen nicht vorkommen. Das wird erfasst, indem solchen Stichproben die Wahr-
scheinlichkeit null zugeordnet wird.

Definition 4.1.1 einfache Zufallsauswahl

Sei Q eine endliche Menge mit N Elementen und sei Q" = {(w;,...,w,)|w; € Qi =
1,..., n}. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P {iber (2%, 3(920")) charakterisiert eine ein-
fache Zufallsauswahl mit Zuriicklegen, wenn jedem Element aus Q") die Wahrschein-
lichkeit N=" zugeordnet ist:
1

P({(wl,...,a)n)})zm fiir alle (wy, ..., w,) € QM. (4.3)
P charakterisiert eine einfache Zufallsauswahl ohne Zuriicklegen, wenn fiir alle Elemente
(w1,...,w,) €0 gilt:

1
falls eo; # e fiir i % j
P({(on.son)= d NN -D(Nopry) Pz

0 sonst.
Im Weiteren werden beide Fille unter dem Begriff einfache Zufallsauswahl subsumiert.

Das Ziehen mit Zuriicklegen wird offensichtlich durch die Produktverteilung erfasst. Damit
sind die einzelnen Stichprobenziige unabhingig. Beim Ziehen ohne Zuriicklegen sind sie
dagegen abhingig. Wir werden sehen, dass das einen etwas aufwendigeren Formalismus
mit sich bringt.

Satz 4.1.2 Wahrscheinlichkeiten spezieller Ereignisse

Bei der einfachen Zufallsauswahl gilt fiir alle Ereignisse A, der Form {w; } xQ(—1), Qn—1)x
{wp}, WD x{w; I x Q=D weQ, 1<i<n:

1
Beweis: Beim Ziehen mit Zurticklegen ist offensichtlich
. X Nn—l 1
P x oo} x "70) = —m =

Bei der einfachen Zufallsauswahl ohne Zuriicklegen folgt, wenn wir beriicksichtigen,
dass bei dem Ereignis Q01 x {w} x Q") noch n—1 Elemente aus N —1 freien’ zu ziehen
sind:
. ) N-1)l/(N-1-(n-1)) 1
P(Q0 Y x fw;} x QD) ¢ M (oI _1
NY/(N - n)! N

Um den Unterschied zwischen dem Ziehen mit und ohne Zurticklegen zu quantifizieren, be-
trachten wir die maximale Differenz von Wahrscheinlichkeiten fiir die méglichen Ereignisse
unter den beiden Ziehungsarten der einfachen Zufallsauswahl.
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Satz 4.1.3  Differenz der Wahrscheinlichkeiten bei der Zufallsauswahl mit bzw. ohne Zu-
riicklegen

Sei Q") wie in Definition 4.1.1 gegeben und seien P und Q die mit der einfachen Zu-
fallsauswahl mit bzw. ohne Zuriicklegen assoziierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
Dann gilt

N(N—-1)-...-(N— 1
IP—Qll= sup [p(a) - Quajj =1~ D IV Z D)
ACQ)

bzw.

n(n—1) nn—1)
1- — | <|P-Q|| < ———.
exp{ N } IP—Qll N
Beweis: Sei A C Q) die Teilmenge, die aus den n-Tupeln besteht, welche keine gleichen
Elemente an verschiedenen Stellen enthalten. P ist konstant gleich 1/N" fiir alle einele-
mentigen Teilmengen, und Q ist konstant gleich 1/(N(N —1)-...- (N — n + 1)) fiir einele-
mentige Teilmengen aus A und gleich null fiir die anderen. Damit folgt:

N(N=1)-....-(N—n+1)
N ’

IP=QIl=P(A) - Q(A)[=Q(A)-P(A)=1-P(A)=1—

Aus den bekannten Ungleichungen

fiir reelle Zahlen x; €(0,1), (i =1,..., n) ergibt sich, dass folgende Schranken fiir

NN-D-....(N-n+1) 17 i
i)

gelten:

n—1

i nn—1
Nach unten: l—zﬁzl—%;

i=1

n—-1 .
-1
nach oben: exp [— Z %1 =exp [—%} .

i=1
Das ergibt die Schranken fiir 1 - N(N—1)-...-(N—n+1)/N".

Als eine numerische Illustration des Satzes sei N = 100000000. Dann gilt fiir n = 1000:
0.00498 < [|P — QJ| < 0.005; und fiir n = 5000 gilt: 0.117 < ||P — Q|| < 0.125. Bei grolleren
Stichprobenumfiangen kann es also bzgl. des betrachteten Abstandes einen gro3eren Unter-
schied geben. Wahrscheinlichkeiten fiir speziellere Ereignisse brauchen natiirlich nicht so
stark zu differieren.

Um die wiederholte Beobachtung einer Zufallsvariablen formal zu erfassen, sei X eine auf
(©,B(2)) definierte Zufallsvariable, wobei wir uns zunichst auf den eindimensionalen Fall
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beschranken. x; bezeichne den Wert von X beim ersten Stichprobenelement, also den Wert
X(w1). x2 sei der Wert von X beim zweiten Stichprobenelement, x, = X(w-), usw. bis x,
schliefflich den Wert von X bei w,,, dem Ergebnis der n’ten Stichprobenziehung, x, = X(w,),
beschreibt. Die Beobachtungen xj,..., x, sollen nun als Realisationen von Zufallsvariablen
aufgefasst werden. Das fiihrt zu folgender

Definition 4.1.4  Stichprobenvariable

Sei X eine Zufallsvariable auf (22,°B(12)). Die Stichprobenvariablen X, ..., X, sind die auf
(2 B3 (QM)) folgendermalen definierten Zufallsvariablen: Fiir o™ = (wy, wy,...,w,) €
Q) sind

Xi(0M)=X;(w1, w3, ..., wn) = X(w;) i=1,...,n. (4.5)

Es sollen jetzt die Verteilungen der Stichprobenvariablen bei der einfachen Zufallsauswahl
bestimmt werden. Dazu werden als HilfsgréBen Indikatorvariablen auf Q" eingefiihrt. Zu
ihrer Definition werden die Elemente von 2 mit w!,...,w/,..., wN bezeichnet. Dann sei fiir
o =(w,..., Wi, ...,wp):

") 1 falls w; = w/
Zij(w )= 0 sonst

Lemma4.1.5 VerteilungderZ;;

Bei der einfachen Zufallsauswahl sind die Z;; jeweils Bernoulli-verteilt mit p =1/N. Zu-
dem gilt fiir die Kovarianz von Z;; und Z,,, :

(N—-1)/N? fallsi=u, j=v
—1/N? fallsi=u, j#v
—f/N? fallsi#u, j=v

f/N?(N-1) fallsi#u, j#v,

COV(Zij’Zuv) =

wobei

f=

1 im Fall des Ziehens ohne Zuriicklegen
0 im Fall des Ziehens mit Zuriicklegen

Beweis: Sei das Element w/ an der i’ten Stelle der Stichprobe fixiert. Dann gilt nach Satz
4.1.2:

1
Dadie Z;; 0— 1—Variablen sind, gilt

COV(Ziijuv) = P(Ziquv = 1)_P(Zij =1)-P(Zy,=1)
= P(Zij =12y = 1)_P(Zij =1)-P(Z,, =1).

Damit ergeben sich die behaupteten Kovarianzen mit dhnlichen kombinatorischen Uber-
legungen wie sie der Herleitung der Randverteilungen der Z;; zugrunde liegen.
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Die Stichprobenvariablen X; konnen mit Hilfe der Indikatorvariablen Z;; ausgedriickt wer-
den:

N
Xi:ZX(wj)'Zij- (46)
j=1

Diese Darstellung erlaubt die einfache Bestimmung der Randverteilung von X;.

Satz 4.1.6 Verteilung der Stichprobenvariablen

Die Stichprobenvariablen X; sind bei der einfachen Zufallsauswahl identisch verteilt wie
X.

Beweis: Seien x1,...,x; die Realisationsmoglichkeiten der zugrunde liegenden Zufallsva-
riablen X. Sei die Realisationsmdoglichkeit X festgehalten. Mit X~1(x) = {w/, ..., wit} ist

., . . L
P(X=x)=P({X " (x)}) =P({ew”,..., 0"} = N
Wegen der Disjunktheit der Ereignisse {Z;;, =1}, k=1,..., L, gilt auch:

P(X; :x):P({Zl-j] = I}U...U{ZijLzl}):P(Zij] = 1)++P(ZIJI: 1):%

Aus dem Satz ergibt sich insbesondere, dass die Stichprobenvariablen auch den gleichen
Erwartungswert und die gleiche Varianz wie die Zufallsvariable X haben.

Ziel bei der Stichprobenziehung ist i.d.R. die Ermittlung eines Ndherungs- oder Schiatzwer-
tes fiir das Populationsmittel aus der Stichprobe. Das ist ein Spezialfall der in Kapitel 6 zu
behandelnden Fragestellung der Schéitzung eines Parameters. Die Realisationen der Stich-
probenvariablen Xj,..., X, werden dazu verdichtet, d.h. es werden zu x,,...,x, gehorige
Malizahlen, speziell das arithmetische Mittel und die empirische Varianz, bestimmt. Dem
liegt die Bildung von Stichprobenfunktionen oder Statistiken zugrunde.

Definition 4.1.7  Stichprobenfunktion

Sei T eine auf R” definierte Abbildung und Xi,..., X, auf (Q,3(Q")) definierte Stich-
probenvariablen. Die durch

T(Xy,..., Xy,) : QW S RE

@ = T((Xy, ..., X)) (@™) = T(X1 (™), ..., Xa (™)) @0

definierte Zufallsvariable T(Xj,...,X,) heilt eine k-dimensionale Stichprobenfunktion
oder Statistik.
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Beispiel 4.1.8  Stichprobenfunktionen arithmetisches Mittel und empirische Varianz

Zwei spezielle Stichprobenfunktionen sind etwa das arithmetische Mittel und die empi-
rische Varianz:

1< )
n(Xl,...,Xn)=;2Xi=X
=

und

1 ¢ _
B(Xl’---’Xn): E Z(Xl —X)Z :Sz_

i=1

im Folgenden soll gezeigt werden, dass die Verwendung des arithmetischen Mittels X Schétz-
werte fiir u liefert, die um den wahren Parameter konzentriert sind, d.h. dass E(X) = u gilt.
Zudem werden die Varianzen von X bestimmt.

Satz4.1.9 X bei der einfachen Zufallsauswahl
Fiir die Stichprobenfunktion X gilt bei der einfachen Zufallsauswahl:

E(X)=; Var(X)z%z-[l—f-]’f,jll];

wobei wieder

fe { 1 im Fall des Ziehens ohne Zuriicklegen

0 im Fall des Ziehens mit Zurticklegen

Beweis: In beiden Fillen gilt fiir den Erwartungswert

E(X)zE(%ZXi> Z%ZE(XL')Z%ZH:H
i=1 i=1 i=1

und fiir die Varianz

_ 1 — 1|
Var(X) = Var(— E Xl-> =— E Var(X;)+ E Cov(X;, Xj)
n n
i=1 i=1 i

1 1
= —0'2+ ﬁ 'ZCOV(XL',X]').

n -
i#]

Ziehen mit und ohne Zuriicklegen sind nun getrennt zu betrachten. Mit der Darstellung
der Stichprobenvariablen mittels der Z;; erhalten wir fiir das Ziehen mit Zuriicklegen
unmittelbar:

Cov(X;,X;)=0 falls i #j.

Damit ist )
Var(X)= —o?.
n
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Beim Ziehen ohne Zuriicklegen gilt fiir i # j:
N N
Cov(X;, X;) = Cov(X (") Ziu, X(@")Zj) = Y | Y X(w") X(w")- CovZiu, Zj»)
u=1 v=1

—ZX(Q)”) X(w")- +ZX(w”) X(w")-

u,v=1
u=v uFtv

1
N2(N—1)

1 N 1
=7 — ) X(0")- X(w" o —(m—kl);X(a)“)z-ﬁ

uul

N N
ZX(a) ZZX(Q)”) X(w” ] z—ﬁaz.

u=1 v=1

Das ergibt:

_ 1
Var(X)= —o?— o=
n N-1 n N-—-1

nn-1) , o? [1 n—l]

Die Realisationen von X sind bei der einfachen Zufallsauswahl also um das Populationsmit-
tel u zentriert. Die Varianz gibt dann an, wie eng sie um u konzentriert sind. Offenbar ist das
fiir die Praxis relevantere Ziehen ohne Zurticklegen dem Vorgehen mit Zurticklegen vorzu-
ziehen. Von Bedeutung ist das Modell des Ziehens mit Zuriicklegen vor allem wegen seiner
leichteren Handhabbarkeit. Zudem ldsst sich das Ziehen ohne Zurticklegen bei geniigend
groflem N durch das mit Zurticklegen annédhern.

Fiir die Anwendung ist eine Abschitzung der Standardabweichung +/Var(X) der Schitzung
X von groRer Bedeutung. Mit

(> —X7) =B (Y - - (X - P

= EX;—pP -2 E(X; —p)(X - )+ n-BX - p)

2 —
=n-0? =2 B~ (X - p)+n- = {1—;_11]

und . ) )
B~ (& )=+ S - - =2 L2
i

o
n N—-1 n

folgt:

nann n

=(n-1) (1—%) o?.

Dai.d.R. f/(N—1)Klein ist, sind die Werte von $?/n = (X; —X)?/n(n—1) bei 02/n = Var(X)
zentriert und kénnen als Basis fiir eine Schitzung der Standardabweichung von X verwendet
werden.

(Z(X X)z)—n o? —2na—2—£ n-l 02+ o {l—n_l]
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Beispiel 4.1.10  Zufriedenheit mit einer Klinik

Fiir eine Befragungsaktion bzgl. der (Un-)Zufriedenheit mit einer Klinik sollen aus den
611 Patienten, die in einem Halbjahr auf einer Fachabteilung der Klinik gelegen haben,
50 zuféllig ausgewidhlt werden. Von Interesse ist dabei auch die Liegezeit der Patienten,
da diese voraussichtlich einen Einfluss auf die Zufriedenheit hat. Aus den Krankenakten
weil man bzgl. der Liegedauer X (in Tagen) der 611 Patienten: ux =17.282,0x = 17.037.

- 17.0372 49

Fiir X gilt dann:

Beim Ziehen mit Zuriicklegen wiirden wir fiir die Varianz von X den Wert 5.805 erhalten.

4.2 Die mathematische Stichprobe

Bei sehr groBen Grundgesamtheiten ist die Abhédngigkeit der Stichprobenvariablen beim
Ziehen mit Zuriicklegen vernachlissigbar und die Verhaltnisse sind mit denen beim Ziehen
ohne Zurtiicklegen vergleichbar. Da offensichtlich die Behandlung von Stichproben sehr viel
einfacher ist, wenn das Modell 'Mit Zuriicklegen’ betrachtet wird, bildet es den Ausgangs-
punkt fiir die Verallgemeinerung von Stichproben. Darauf basiert auch die Formalisierung
der ,wiederholten unabhingigen Beobachtung einer Zufallsvariablen‘.

Ausgangspunkt bildet ein Wahrscheinlichkeitsraum (2,2(,P). Die n-malige Durchfiihrung
des Zufallsexperimentes fiihrt auf den Stichprobenraum

O ={wlw=(w,...,w,), 0; €N, i=1,...,n}

Uber Q0 muss eine o -Algebra 24" definiert sein. Diese sollte aus Ereignissen bestehen,
welche in geeigneter Weise aus denen des einfachen Zufallsexperimentes zusammengesetzt
sind. Wir erhalten ") folgendermalen: Fiir jeweils n Ereignisse A; €2l,...,A, €2l sei

Al XA X ... XAy =100 e w €A, wr€A,,...,wn AL}

Dieses ist ein zusammengesetztes Ereignis: A; tritt bei der ersten Durchfithrung des Experi-
mentes ein, A, bei der zweiten, bis schlieflich A,, bei der n’ten Durchfiihrung eintritt. Ereig-
nisse dieser Form werden als Rechteck-Ereignisse bezeichnet.

Die bendtigte o -Algebra 2 ist nun die kleinste o -Algebra, die alle Rechteck-Ereignisse um-
fasst. Diese Konstruktion entspricht der der o-Algebra der Borelschen Mengen, welche als
kleinste o-Algebra, die alle Intervalle umfasst, definiert ist.

SchlieRlich ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 21V zu definieren. Die Verteilung wird
mit P bezeichnet. Fiir jedes Rechteck-Ereignis A; x A x ... x A, € (™ wird

n
PU(A; x A, x...xAn):HP(Al-) (4.8)
i=1
gesetzt. Der Grund fiir diese Definition liegt auf der Hand. Das Rechteck-Ereignis beschreibt

das Eintreten verschiedener einfacher Ereignisse in den einzelnen Durchfiithrungen des Zu-
fallsexperimentes. Diese sollten unabhéngig sein, was durch diese Definition gerade erreicht
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wird. Formal lésst sich das so sehen: Bzgl. 2" ist das Ereignis ,A; tritt an i’ter Stelle ein‘ zu
beschreiben durch
AW =Qx . XX A; X QX .. X

1
B

Somit gilt offensichtlich

n
A XAy X ... xAn:ﬂA(i’fl?,
i=1

und es ist in Ubereinstimmung mit der Definition der Unabhéngigkeit von Ereignissen:

n n n
p <ﬂA§{?> =PU(A; x Ay x ... x Ag) = [ [ Pan = [[ P (a¥).
i=1 i=1 i=1

Damit ist P fiir Rechteck-Ereignisse definiert. Es ist nun méglich, die Definition geeignet
und eindeutig auf die o-Algebra 2" fortzusetzten. Speziell fiir die Eindeutigkeit ist notwen-
dig, dass A" die kleinste o -Algebra ist, die alle Rechteck-Ereignisse enthilt. Die so auf A"
definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung wird wieder mit P bezeichnet.

Definition 4.2.1 Produktraum und Produktverteilung

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, 2L, P). Dann heiRt (Q(", 21, PU")) der Pro-
duktraumund speziell P die Produktverteilung von P.

Beispiel 4.2.2  Laplacesche Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die einfache Zufallsauswahl mit Zuriicklegen ist gerade durch die Produktverteilung auf
(92m), sB(2(m)) charakterisiert, wobei von der Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsverteilung
iiber (€2,3(2)) ausgegangen wird.

Stichprobenvariablen Xy, ..., X, sind auf (™, A(™) nun ebenso definiert wie im Fall der ein-
fachen Zufallsauswahl. Ist X eine Zufallsvariable auf (£2,%(,P), so sind die Zufallsvariablen
Xy,..., X, auf () A(M) definiert durch: Fiir w™ = (w;, wo, ..., w,) € QM sind

Xi(w™)=X;(w1, w2, ..., wn) = X(w;) i=1,...,n. (4.9

Satz 4.2.3 Verteilung der Stichprobenvariablen

Sei X eine Zufallsvariable auf (2,2, P). Auf (Q(",2(") sei die Produktverteilung P ge-
geben. Dann sind die Stichprobenvariablen Xj, ..., X, unabhéngige identisch verteilte
Zufallsvariablen mit der gleichen Verteilungsfunktion wie X.

Beweis: Es gilt

IXi <xi}=0x .. xOx{X<x;}xQx...xQ.
N—— ——
i—-1 n—i

Damit sind die X; offensichtlich Zufallsvariablen. Aufgrund der Definition von P gilt
zudem:
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PU(X; <x;)=P(X < x;).
Damit sind die Stichprobenvariablen identisch verteilt.

Die Unabhéngigkeit folgt ebenso leicht:

POX; <x: ) =P"({X; <x1}N...0{X, <x,}) =PW({X <x;} x...x {X < x,})

=P(IX <xi)-.. PEX < xo]) = [ [P(EX < i),
i=1

Es ist schlief$lich méglich, in diesem Rahmen auch unendliche Stichproben und Folgen von
Stichprobenvariablen zu betrachten. Dies fiihrt zu einem Stichprobenraum Q), der Menge
aller abzéhlbaren Folgen

0 = (w1, ws,...,0n,...)

von Elementen aus Q. Die o-Algebra A ist die kleinste o-Algebra, welche alle Teilmengen
der Form
A XAy X ... XA, XQXQX...

enthdlt, wobei A, €2,...,A, €2l giltund n eine beliebige ganze Zahl ist. Fiir solche Rechteck-
Ereignisse ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung P iiber () definiert durch

n
POI(A) x Ap X ... x Ay x x Qx..) = [ [ P(4)).

i=1

Unendliche Folgen von Stichprobenvariablen, die unabhingige Beobachtungen der Zufalls-
variablen X beschreiben, lassen sich entsprechend einfiihren.
Fiir jedes () = (w1, ws,...w,,...) aus ) wird

X, (0®):=X(w,) n=123,...

gesetzt. Wie oben erhalten wir, dass die X, identisch verteilt und unabhéngig sind.

Die Stichprobenvariablen stellen das Wesentliche dar, was uns die Formalisierung der ,wie-
derholten, unabhéngigen Beobachtung einer Zufallsvariablen‘ erbracht hat. Wir heben dies
durch die folgende Definition hervor. Wie meist auch im Weiteren machen wir den Stich-
probenraum, auf dem die X; definiert sind, nicht mehr extra als Produktraum kenntlich,
sondern begniigen uns mit der knapperen Schreibweise (£2,2(, P).

Definition 4.2.4 mathematische Stichprobe

Eine mathematische Stichprobe ist eine Folge Xj,..., X, von identisch verteilten unab-
héangigen Zufallsvariablen tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P). X3, ..., X, wer-
den auch als Stichprobenvariablen bezeichnet.

Als Sprechweisen vereinbaren wir, dass Xj,..., X, oder X = (Xj, ..., X},) eine Stichprobe aus
einer Grundgesamtheit mit der Verteilung F(x), oder kurz aus der Verteilung F(x), genannt
wird, wenn die X; unabhéngig und identisch verteilt mit der Verteilungsfunktion F(x) sind.
Das Gleiche driicken wir auch dadurch aus, dass wir X, ..., X,, als Stichprobenvariablen mit
einer Verteilungsfunktion F(x) bezeichnen.
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Wie bei der einfachen Zufallsauswabhl ist die Betrachtung von Stichprobenfunktionen oder
Statistiken fiir die weiteren Betrachtungen zentral. Zwei bereits bekannte Stichprobenfunk-
tionen sind das arithmetische Mittel und die empirische Varianz. Eine weitere Klasse von
Stichprobenfunktionen bilden die Ordnungs- oder geordneten Statistiken X;., (i =1,...,n)
wobei x;.,, den i’ten Wert in der geordneten Stichprobe x;., <... < x,,., bezeichnet.

Von entscheidender Bedeutung fiir die Anwendung vieler statistischer Verfahren ist die Kennt-
nis der Verteilung von speziellen Stichprobenfunktionen oder Statistiken. Dabei sind ein-
mal die Verteilungen bei festem 7 von Interesse. Diese hdngen von der jeweiligen Verteilung
der Stichprobenvariablen ab. Somit sind hier nur Spezialresultate zu erzielen. Zum anderen
sind asymptotische Verteilungen von Bedeutung. Fiir n — oo zeigt sich namlich, dass die
Verteilung der Stichprobenvariablen u.U. nur eine geringe Rolle fiir das asymptotische Ver-
teilungsgesetz spielt. Davon handelt das nidchste Kapitel. Wir betrachten hier noch einige
spezielle Stichprobenfunktionen.

Definition 4.2.5 k-dimensionale Stichprobenfunktion und Stichprobenverteilung

Sei T(X)=T(X,...,X,) eine k-dimensionale Stichprobenfunktion oder Statistik, d.h. T
isteine auf R” definierte Abbildung, X, ..., X,, sind auf (22,2, P) definierte k-dimensionale
Stichprobenvariablen und T(X): Q — R¥ ist definiert durch

w— TX)w)=TX(w),..., X, (w)). (4.10)

Die Verteilung der Stichprobenfunktion T(X) wird auch ihre Stichprobenverteilung ge-
nannt.

Wir bestimmen als erstes die Verteilung einer einzelnen Ordnungsstatistik Xj.,,. Wegen der
Bedeutung dieser Stichprobenverteilung machen wir uns zunichst heuristisch klar, welche
Gestalt sie hat. Die zugrunde liegende Zufallsvariable X habe dazu die Verteilungsfunktion
F(x) und die Dichte f(x), sei also insbesondere stetig. Das Eintreten des Ereignisses {x <
Xi:n < x+dx} ist dann fiir kleines d x gleichwertig damit, dass

k —1 Stichprobenvariablen einen Wert < x annehmen,
1 Stichprobenvariable einen Wert im Intervall (x; x + d x] annimmt, und
n — k Stichprobenvariablen Werte > x 4+ d x annehmen.

Es gibt n!/((k — 1)!(n — k)!) Moglichkeiten, die n Beobachtungen auf die drei Intervalle zu
verteilen. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine dieser Mdéglichkeiten ist approximativ:

F(x)1 - (f(x)-dx)-(1— F(x +dx))" .
Damit ergibt sich fiir die Dichte von Xj.,:

P(x < Xpp <x+dx)
dx
_ lim n! . F(x)*1-(f(x)-dx)-(1— Flx +dx))*
dx—0 (k—1)'1(n—k)! dx
n!
T (k-DY(n-k)

ka:n (x) = L}illlo

F(x)*"- f(x)- (1= Fx))"*.
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Satz 4.2.6  Verteilung einer geordneten Statistik

Xj,..., X, seien Stichprobenvariablen mit einer stetigen Verteilungsfunktion F(x) und
Dichte f(x). Dann gilt fiir die k’te geordnete Statistik Xj.,:

Fx., (X)= F(x)- F(x)=t-[1— F(x)]"%. (4.11)

n:.
(k—1\(n—k)

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt, und zwar beginnend bei k = n. Fiir
Xn:n gilt

P(Xpn <x)=P(X1 £x,...,X, <x)=F(x)",
und somit
fx,()=n- flx)F)"
Die Behauptung gelte nun fiir ein beliebiges, festes k < n. Dann ist

P(Xi—1:n £x) = P(Xi:p < X)+P(Xg—1:n S X < Xgen)

= FXk:n(x)+ (kr_l1> F(x)k_l(l—F(x))n_k+l,

da {Xi_1., < x < X} gerade das Ereignis ist, dass genau k — 1 der Stichprobenvariablen
kleiner oder gleich x sind und die anderen n — (k — 1) groRer. Es folgt

1%
ka—l:n (x) = E FXk—l:n (x)

= fre, () + (kf 1) (k= DfFE 21— Foy™

—(n+1- k) f)Fx)F (1 - Fx))" )
n!
T (k—2)l(n—(k—1)!

F)*2[1= FOo)"~® Y f(x).

Beispiel 4.2.7  geordnete Statistik bei einer Gleichverteilung

Seien Xj, ..., X,, Stichprobenvariablen mit einer Gleichverteilung tiber dem Intervall (0, 1).
Dann ist
n!

mxk_l[l—x]"_k. (4.12)

ka:n (x) =
Das ist eine Betaverteilung mit den Parametern k und n — k + 1. Speziell hat X;., den
Erwartungswert k /(n + 1) und die Varianz k(n — k+1)/(n + 1)*(n +2).

Am weitestgehenden sind die Stichprobenverteilungen von Statistiken bei normalverteilten
Stichprobenvariablen bekannt. Hier sollen einige Aussagen aus diesem Bereich angegeben
werden.
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Satz4.2.8 X und S? bei Normalverteilung

Xj,..., X, seien Stichprobenvariablen mit X; ~ .4 (u; o). Dann gilt:
i) Das arithmetische Mittel X hat eine ¥ (u; 02/ n) Verteilung.

ii) Die empirische Varianz S? hat nach Multiplikation mit n/o? eine y2-Verteilung mit
n — 1 Freiheitsgraden, in Zeichen:

n-S?

0_2 '\‘Zz(n_ 1)

iii) Das arithmetische Mittel X und die empirische Varianz S? sind unabhéngig.

Beweis: Der Punkt i) ist der Vollstdndigkeit halber mit aufgefiihrt. Er gilt nach den Resul-
taten des Abschnitts 2.2. Der Beweis von ii) und iii) wird durch Induktion gefiihrt.

Zuerst wird der Fall n = 2 betrachtet. Hier gilt X = X, = (X; + X,)/2 und, wie man leicht
nachrechnet: §2 = (X; — X,)?/2.

Da jede Linearkombination zweier gemeinsam normalverteilter Zufallsvariablen wieder
normalverteilt ist, gilt ii). Denn (X, — X,)/+/2 ist #(0;1) verteilt und das Quadrat besitzt
nach Definition eine y?(1)-Verteilung.

Punkt iii) ergibt sich aus der Unkorreliertheit von (X; + X,) und (X; — X;), die wegen der
Normalverteilung auch die Unabhéngigkeit von (X; + X,) und (X; — X;) nach sich zieht:

COV((X] + Xz), (X] — Xz)) =0.

Die Unabhingigkeit {ibertrégt sich auf die einzeln transformierten Variablen X und S2.

Die Behauptungen mdogen nun fiir ein festes, beliebiges n gelten. Es ist zu zeigen, dass
sie dann auch fiir eine Stichprobe vom Umfang n+1 erfiillt sind. Etwas Rechnerei ergibt:

n+l = (”Xn +Xp41),

n+1

n _
n-S=n-18+-— 7 K —Xn )

Wegen der Reproduktivitdtseigenschaft der y2-Verteilung folgt ii), wenn wir zeigen, dass
die beiden Summanden unabhingige y?2-verteilte Zufallsvariablen sind und der zweite

Summand y2-verteilt ist mit einem Freiheitsgrad.

Die Unabhiéngigkeit von $? und (X,+1 — X,,)? erhalten wir so: $2 und X, sind unab-
héngig, da in §2 nur Xj,..., X,, eingehen und die Stichprobenvariablen unabhingig sind.
Zudem sind $? und X,, nach Induktionsvoraussetzung unabhéngig. Damit sind es auch
$2 und (X1 — X,,)%

Weiter besitzt X,,,; — X, als Linearkombintion zweier normalverteilter Zufallsvariablen
selbst eine A(0; (n+1)a?/n)-Verteilung. Erwartungswert und Varianz ergeben sich dabei
auf einfache Weise. n(X,.1 —X,,)?/(n+1)c? ist also verteilt wie das Quadrat einer .4/(0; 1)
verteilten Zufallsvariablen, d.h. y?(1)-verteilt.
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Um iii) zu zeigen, gehen wir von den Zerlegungen X,,11 = (n- X, + X,,11)/(n + 1) und
n-82., =(n-18 +n(Xp1 — X,,)?/(n+ 1) der beiden Stichprobenfunktionen aus und
betrachten die entsprechenden Teile. Erstens ist festzuhalten, dass nach Induktionsvor-

aussetzung S? und X,, unabhingig sind. Die Zerlegungen zeigen, dass dies auch fiir $?
und X, gilt.

Zudem sind (n- X,, + X,,+1) und (X,,41 — X,,) gemeinsam normalverteilte Zufallsvariablen.
Thre Unabhéngigkeit ergibt sich somit aus der Unkorreliertheit:

_ i, o?
Cov ((I’l X+ Xn1), X _Xn)) =o*—n- 7 =0.

Daher folgt die Unabhiéngigkeit von $2 , und X,,;1, da sie aus unabhingigen Teilen zu-
sammengesetzt sind.

Satz 4.2.9 Verteilung der Stichprobenfunktion T

Unter den gleichen Voraussetzungen wie im Satz 4.2.8 hat die Stichprobenfunktion T =
(X —w)/(S/v/n—1) eine (Student) ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

Beweis: Aufgrund des vorhergehenden Satzes reicht es wegen

X-u  (X-w/lo/vn-1)
S/Vn—1 S/o

zu zeigen, dass flir zwei unabhéngige Zufallsvariablen Z und Y, mit Z ~ 4(0;1) und
Y ~ y2(r) der Quotient Z/+/Y/r die Dichte

—(r+1)/2
fn)= T+ 1/2) <1+ rz) em

S VT2 U

besitzt. Dies erhalten wir auf standardméRige Weise. Die gemeinsame Dichte von Z und
Y ist

f(z,y)=fz2)- fr(y)
mit

2

1 z ;-y(r/z)‘le‘y/z y>0
fZ(Z)ZEeXp<—?),Z€R und fy(y)= I(r/2)2r/?

0 y=<0

Die Transformationen

= und u=y
VyIr
haben die Umkehrfunktionen
t-Ju
z= und y=u
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Das ergibt die Jacobi-Determinante fiir die Transformation

Ju t Ji
—_— u
det(J)=det| 7 2Vuyr | =—.
0 1 vr
Mit dem Transformationssatz 1.3.9 folgt
1 2 1 Ju
fHLu)= —- et wfer, . u(r/z)—l . e—u/z vV
Jrotw) = oz I(r/2)2/2 NG

= ! ~ul=V2 exp Lz 1+t—2 .
V21 /TT(r/2)2r12 2 r

Die Randverteilung von T erhalten wir nun durch Herausintegrieren von u:

] ! V2 ey | 1 t_zﬂ
fT(t)_/«/ﬁﬁl"(r/Z)Z’ﬂ u exp[2 (1+ . du.
0

Die Variablensubstitution w = u(1+t2/r)/2 ergibt dw /0 u = (1+ t?/r)/2 und weiter:

00 1 2w (r—1)/2 ~ 2
0= | o <1+(t2/r)> e
0

[o.9]

— 1 . 1 . (r-1)/2 ,~w
= Ve T e
0

_ I((r+1)/2) 1

" VR ar@me

4.3 Der Informationsgehalt von Stichproben

4.3.1 Likelihood und Fisher-Information

Die fiir die induktive Statistik zentrale Verbindung zwischen einem Verteilungsmodell und
einer Stichprobe ist durch die Dichte

Oy, x)=fxpd) ... fx; D)

gegeben. Im diskreten Fall ist dies der Wert der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Stichpro-
be x = (xy,...,x,) beobachtet werden wird. Im stetigen ist fiir kleines € durch] [ f(x;;9)e”
ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit gegeben, dass eine Stichprobe beobachtet wird, die
von x in den einzelnen Komponenten nur wenig abweicht. Da der Faktor e” fest ist, kann er
bei der weiteren Betrachtung vernachléssigt werden. Jedoch macht die Wahrscheinlichkeits-
interpretation nach der Beobachtung keinen Sinn mehr. Vielmehr soll ja von den konkreten
Werten x; auf den unbekannten Parameter ¥ zuriickgeschlossen werden. Daher fithren wir
den Begriff der MutmaRlichkeit oder Likelihood ein.
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Definition 4.3.1 Likelihoodfunktion und Loglikelihoodfunktion
Sei F ={f(x;9)|9 € ©} eine Verteilungsfamilie. Dann heil3t die Funktion

LO—->R

¥ — L(0) = L(#; x) = f(x; 1) (4.13)

die Likelihoodfunktionvon 1 auf der Basis von x = (x3, ..., X, ). Die Loglikelihoodfunktion
von ¥ ist Z () :=In L().

Sei L(#; x) die Likelihoodfunktion eines stetigen Parameters auf der Basis von x, wobei x eine
typische Beobachtung oder Stichprobe ist, also auch die Gestalt x = (x;,...,x,) haben kann.
Die Diskriminierung zwischen zwei Parameterwerten 1,7’ € ©® = (a; b) aufgrund der Stich-
probe ist umso leichter, je starker sich die Werte der Likelihood-Funktion unterscheiden.
Dabei wird bevorzugt von dem relativen Unterschied ausgegangen. Dies ist gleichwertig mit
der Betrachtung der Loglikelihoodfunktion. Hat die Ableitung dieser Funktion an einer Stel-
le ¥ einen absolut gesehen groflen Wert, so unterscheiden sich £ (;x) und £ (¥; x) stark,
auch wenn ¥ nahe bei 7 liegt. Als Ausgangspunkt konnen wir also das Quadrat der Ableitung
von .4 (1; x) nehmen:

02®;x)\°  (oImL®;x)\> [dnflx;9)\>
a9 - a1 B o1 '
Ein globales, von der einzelnen Stichprobe unabhéngiges Ma@ ist der Erwartungswert dieses

Quadrates. Wir erhalten ihn, indem x durch die Zufallsvariable X ersetzt und dann von der
resultierenden Stichprobenfunktion der Erwartungswert gebildet wird.

Definition 4.3.2  Fisher-Information

Sei X =(Xj,..., X)) eine k-dimensionale Zufallsvariable mit der Dichte f(x;4). ¥ sei ein
stetiger Parameter, ¥ € ©@ = (a, b), und f(x; V) sei stetig nach ¥ differenzierbar. Die Fisher-
Information oder Fishers Mal} der erwarteten Information ist, sofern der Erwartungswert

existiert: )
o= (DY), 10

Beispiel 4.3.3  Fisher-Information bei Poisson-Verteilung

Sei X Poisson-verteilt, X ~ 22 (A). Aus f(x;A) = e~*- A¥/x! erhalten wir In f(x; 1) = —A +
X -In A —In(x!). Damit folgt:
dlnf(x;9)) 1

Also ergibt sich

I(A):E(<—1+§)2) S % CB(X - A)= %



4.3 Der Informationsgehalt von Stichproben 129

Beispiel 4.3.4  Fisher-Information bei Normalverteilung mit bekanntem o>

X = (Xy,...,X,) sei eine Stichprobe aus einer .4 (u,0?) Verteilung mit bekanntem o2.
Dann ist:

T
f(x,u)—g Worr exp{ S5 m],

n 1 —
In fx;) = == In(2m0*) = o— > (xi —pf,
i=1

dinf(x;p) 1 «
T = ;Z(xi_.u)-
i=1

Mit der Unkorreliertheit der Stichprobenvariablen folgt:

o?’

n 2 n
1 1
L(u)=E (; Zm—m) = — Y HXi-u) =
i=1 i=1

Das letzte Beispiel legt nahe, dass die Fisher-Information additiv ist, dass bei Stichproben je-
de Beobachtung den gleichen Teil zur gesamten Information beitrdgt. Zur formalen Fassung
dieses Sachverhaltes bendtigen wir als Voraussetzung die Vertauschbarkeit von Integration
bzw. Summenbildung und Differentation nach dem Parameter. Da die Voraussetzung noch
ofter gemacht werden muss, formulieren wir sie in folgender Definition.

Definition 4.3.5 Regularitdit einer Verteilungsfamilie

Eine Verteilungsfamilie & = { f(x; )| € ©} heildt regulir, wenn fiir die Dichtefunktionen
folgende Bedingungen erfiillt sind:

() Der Trager von &, d.h. die Menge A = {x|f(x;7) > 0}, ist unabhéngig von ¥ € ©.
(I) Im stetigen Fall gilt fiir jede Funktion g(x) mit [ -+ [ |g(x)|f(x;9) dx < oo

%f.--f g(x)f(x; ) dx =]0_7 g(x) (;—ﬁf(x;ﬂ)) dx

und im diskreten die entsprechende Beziehung fiir die gleichbedeutende Summe.

Diese Regularitdtsbedingungen kénnen aus zwei Griinden verletzt sein. Zunédchst kann der
Trager der Verteilung vom Parameter abhidngen. Dann ist es méglich, dass die Dichtefunkti-
on bzw. ihre Ableitung nicht schnell genug gegen null geht, so dass die zugrundeliegenden
Grenzwerte nicht existieren. Diese zweite Bedingung ist fiir die praktisch relevanten Vertei-
lungen selten ein Problem. Insbesondere sind beide fiir Exponentialverteilungen erfiillt.
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Satz 4.3.6  Regularitit von einparametrigen Exponentialfamilien
F ={f(x;)|V € 6} sei eine einparametrige Exponentialfamilie. Dann ist .7 regulér.
Beweis: Lehmann (1986, S.59).

Der folgende Satz fiihrt zu einer zusétzlichen Interpretation der Fisher-Information. Damit
ist I(1) die Varianz der Stichprobenfunktion 0 In(f(x;1))/0v, oder anders gesagt, der Stei-
gungen von In( f(X;¥)). Ein groler Wert von I(¥) bedeutet dann stark unterschiedliche Werte
dieser Steigungen und somit gréRere Anderungen der Loglikelihoodfunktion auch bei nahe
beieinander liegenden Werten des Parameters.

Mit dieser Interpretation erhalten wir leicht, dass die Fisher-Information additivist, dass bei
einer Stichprobe jede Stichprobenvariable den gleichen Beitrag zur Information liefert.

Satz 4.3.7  Fisher-Information bei einer reguldiren Verteilungsfamilie

X sei eine Zufallsvariable mit einer Verteilung aus einer reguldren Familie .. Dann gilt

E<a In(/(X; ﬁ))) o

a0 (4.15)

Beweis: Wir betrachten den stetigen Fall.

E<31n(f(X;f/‘))> :/ 31n(f(X:ﬁ))f(x;ﬁ)dx:/ af(X;ﬂ)/aﬁf(x;ﬁ)dx

ki k] JiCH))
2 f(x; ﬂ) 0
/ 29 31?/f(x ﬁ)dx—% =0.

Satz 4.3.8 Additivitdit der Fisher-Information

Sei X3,...,X, eine Stichprobe aus einer Verteilung mit der Dichte f(x;?), die zu einer
reguldren Familie # gehore. Dann gilt, wenn I,,(¥) die Fisher-Information von ¥ auf Basis
von n Stichprobenvariablen bezeichnet:

I,(N)=n-L(1D). (4.16)
Beweis: Mit der Unabhingigkeit der Stichprobenfunktionen J In(f(X;;1))/dV erhalten

wir:
2In F(X:9)\ 2 " Ao\
1(8) = E(%) =E(ZW)

i=1

:Var<zaln(f(xl,ﬁ))> ZV (aln(f(xl,ﬂn) ),

i=1
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Satz 4.3.9 Eine Identitdt fiir die Fisher-Information

Gegeben sei eine reguldre Familie . von Verteilungen, bei denen zusétzlich die Bezie-
hung

o0 o0
o 9)d o 9)d
ﬁ/f(x’ ) x_/ﬁf(x! )x;
bzw. die entsprechende fiir die Summen im diskreten Fall, erfiillt ist. Dann gilt folgende
Idenditt:
dIn f(X;1)\° 22In f(X; 1)
I0)=E| [ —%F="-) |=-E(—=—"2—~). 4.17
s (20 i

Beweis: Fiir eine stetige Zufallsvariable X mit der Dichte f(x; ) ist

2Inflx;®) o (@ L\ 9 [(oftx0)/en
292 a9 (ﬁlnﬂx’ﬂ)) ~ o9 ( e )
(@2f(x9)/002)- Flx;9)— (2 f(x;0)/00)"
a flx; 9
02 f(x;M/092 ([ 0 2\
T ) _(%lnf (x"ﬂ> '

Es bleibt zu zeigen, dass der Erwartungswert des ersten Summanden im letzten Ausdruck
verschwindet:

02 f(x;9)/00%\ _ ww. ‘ ~ 0 3—2 ‘
E(W>_/ f(x,ﬁ) f(x’ﬁ)dx_/(aﬁzf(x’ﬁ)> dx

(4.18)
2

2 T 2

Der Satz zeigt, dass die Fisher-Information auch als die erwartete Anderung der Loglike-
lihoodfunktion definiert werden kann, wenn diese {iber die zweite Ableitung beschrieben
wird. Dazu sind allerdings weitergehende Voraussetzungen an die Verteilungen notig.

Es ist eine Erweiterung der hier angefiihrten Uberlegungen auf den Fall mehrdimensionaler
Parameter moglich. Fiir den Parametervektor (¢1,...,7,) erhalten wir die p x p - Informati-

onsmatrix
dln f(x;%h,...,9,) dInf(x;0,...,9))
I(ﬁ],...,ﬁ ): <E< . .
P a7, o1;

Fiir diese gilt unter geeigneten Regularitdtsbedingungen:

_ 0%In f(x;%h,...,9p)
I(ﬁl’-wﬁp)—‘@( 29:09, )>
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Beispiel 4.3.10  Fisher-Information bei Normalverteilung

Sei X normalverteilt, X ~ 4 (u,0?). Dann ist

1 1
In f(x;u,0%)=—Inv2m — 2 In(o?) - F(x — ).

Das ergibt:
dIn f(x;u,0?) _ 1( )
ou Tt T
Jln f(x;u,0%) 1

1
2
207 “297 Tgr TR

Die Elemente der Informationsmatrix sind daher:

1 S |

2
E 1+1(X ¥ _ ! 2 o +1E(X 3
202  20* # " 40t 20220* 408 #

1 (e fa 1
40t 408 \ 2 2 2047

E LX L LX 2 =0
Gr X |—5 5t (X—u| ) =0.

1/02 0
I(“’Uz):< 0 1/(204)>'

Insgesamt ist

4.3.2 Suffizienz

Die Ausgangsfrage bei der Suffizienz ist die nach der Erhaltung der in einer Stichprobe ver-
fiigbaren Information iiber einen unbekannten Parameter, wenn die Stichproben zusam-
mengefasst werden.

Ist X =(X,...,X,) eine Stichprobe aus der Verteilung f(x;%), ¥ € ©, so enthilt eine Statistik
sicher keine Information iiber #, wenn ihre Verteilung nicht von ¥ abhéngt. Umgekehrt ent-
hélt die Statistik die gesamte Information, wenn die bedingte Verteilung der urspriinglichen
Zufallsvariablen bei gegebenem Wert der Statistik nicht mehr von ¥ abhéngt.

Beispiel 4.3.11 Summe von geometrisch verteilten Zufallsvariablen

X,Y seien unabhingig identisch geometrisch verteilt. Die gemeinsame Dichtefunktion
ist dann:

flx,y;p)=P,(X=x,Y=y)=p(1—-p)'p(l—p) fir x,y=0123,...
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Es soll gezeigt werden, dass X + Y in dem angesprochenen Sinn alle Information {iber

p €(0,1) enthélt.
Zum Nachweis wird die Verteilung von T = X + Y benotigt. Wie man leicht sieht gilt:

P,(T=t|p)=(t+1p*(1—p) fir r=0,1,23,...

Damit erhalten wir:
P,(X=x,Y=
—p( a y) fir x+y=t
PX=x,Y=y|T=t)= P,(T=1)
0 fir x+y#t
1—-p)p(l-—p) 1
pd-p)ypd-p)y fir xty—t

- (t+D)p2(1—p)  t+1
0 X+y#t¢t.

Folglich héngt fx yjx+v(x,y|¢)nicht mehr von p ab.

Das Ergebnis des Beispiels ist plausibel: Da p die Eintrittswahrscheinlichkeit des einen in-
teressierenden Ereignisses ist, gibt die Gesamtzahl der Fehlversuche vor dem jeweiligen Ein-
treten des Ereignisses die relevante Information tiber p.

Auch im stetigen Fall stellt f(x; %) die Verbindung zwischen der Stichprobe und der Statistik
her. Das weist darauf hin, dass die skizzierte Idee in diesem Kontext ebenfalls sinnvoll ist.

Definition 4.3.12  Suffizienz

X =(Xj,...,X,)sei eine Zufallsstichprobe aus einer Verteilung mit der Dichte fx(x; ), ¥ €
0. Dann heil3t eine (eventuell mehrdimensionale) Statistik T(X) suffizient fiir ¥, wenn
fiir alle ¥ € © und alle moglichen Stichproben x die bedingte Dichtefunktion von X ge-
geben {T(X) =t} nicht mehr von ¥ abhéngt, d.h. fiir alle 7 € O gilt:

fx(x0) ~
m—f(x“'), T(x)—t. (4.19)

Eine einfache Moglichkeit, die Suffizienz einer Statistik nachzuweisen, liefert der folgende
Satz.

Satz 4.3.13 Faktorisierungssatz von Neyman

Xy, ..., X, seieine Zufallsstichprobe aus einer Verteilung mit der Dichtefunktion f(x;), ¥ €
O. Eine Statistik T(X) ist genau dann suffizient fiir 77, wenn sich f(x;%) als Produkt

flx; )= h(x)- g(T(x); 1) (4.20)

darstellen ldsst, wobei k nicht von ¥ abhidngt und g(-;¥) nur tiber T von X.

Beweis: Der Beweis wird fiir den diskreten Fall formuliert.
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Sei T(X) zunéchst suffizient fiir . Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeitsfunktion
Ix,7(x| ) unabhéngig von ¢ und wir kénnen schreiben:

Ix (x| t)= h(x).
Weiter ist nach Definition der bedingten Dichtefunktion
_ fx(x8)
fr(t;0)

Der Nenner hiangt von x nur {iber T ab. Multiplizieren mit fr(¢|7)ergibt folglich die eine
Richtung der Behauptung.

h(x) fir T(x)=t.

Um die andere Richtung zu zeigen, wird die Giiltigkeit der Zerlegung unterstellt:
f(x;9)=h(x)- g(T(x); 7).
Fiir die bedingte Dichtefunktion folgt dann, sofern T(x)=1:

fx(x) _ h(x)- g(T(x); 1)
fr(t;9)  P(T(X)=t;1)

Ixr(xlt)= (T(x)=1).

Fiir den Nenner gilt:

Py(T(X)=0)= Y fx®)= > h(x)-g(Txx=| > hx)| gD

T(X)=t T(X)=t T(X)=t

Einsetzen der Zerlegung zeigt, dass sich g(¢; ) wegkiirzt, so dass ¥ auf der rechten Seite
nicht mehr vorkommt. Somit ist diese Richtung gezeigt.

Korollar4.3.14 Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Suffizienz

Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.3.13 ist die Statistik T genau dann suffizient fiir
9, wenn sich die Dichte von X in der Form

fe )= hx(x[t)- fr(6;9),  T(x)=t

darstellen ldsst. Dabei ist der erste Faktor auf der rechten Seite die bedingte Dichte von
X bei gegebenem Wert von T = ¢, und der zweite Faktor ist die Dichte von T.

Beweis: Analog zum vorstehenden Satz.

Beispiel 4.3.15 Normalverteilung mit zweidimensionalem Parameter

Seien Xj, ..., X,, unabhingig A (u, 0?)-verteilt. # = (u, 02) sei der unbekannte Parameter.
Dann gilt:

1 n/2 1 n
f(X;.U,Uz):<2n.Uz) eXPl—FZ(xi—.U)z]
i=1
1 \"? 1 <& ) N
(552 e"pl‘z?zz("f"‘)”ﬁz(x‘“)z-
i=1 i=1

Somitist (X, Y7, (X; — X)?) suffizient fiir 9.
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Beispiel 4.3.16  Suffizienz bei einer mehrparametrigen Exponentialfamilie

Die A (u,0?)-Verteilung im letzten Beispiel ist ein Spezialfall einer mehrparametrigen
Exponentialfamilie mit der allgemeinen Dichte

k
fls®)=exp | > ci(®)T(x)+d(®)+S(x)| - 1a(x).

i=1

Nach dem Faktorisierungssatz ist (71 (X), ..., Tx(X)) offensichtlich suffizient fiir 9.

Satz 4.3.17

T(X) sei suffizient fiir den Parameter 7, von dem die Dichtefunktion von X abhéngt.
Dann ist der Informationsgehalt von T(X) genau so grol wie der von X:

o ((omfCxr,. o x D\ [ [ @Infr(t;9)\*

Beweis: Wir fiihren den Beweis fiir den diskreten Fall. Es ist

frlt;9)= " flt)= Y hx) g(t;0).

T(X)=t T(X)=t

Damit folgt:

oInfr(t;9) _ 0 PN _
S =l T(%::[f(x,ﬁ) =<5 | n(g(t;9)+1n Tg:):[h(x)

1%
=55 n(g(#:)).

Offensichtlich gilt auch
dlnf(x;9) 0 _
9 "~ 29 In(g(z; 7)),

so dass die Behauptung unmittelbar folgt.

Auch bei der Bildung des bedingten Erwartungswertes bzgl. einer suffizienten Statistik geht
die Abhédngigkeit vom Parameter verloren.

Satz 4.3.18 bedingte Erwartung bei gegebener suffizienter Statistik

X sei eine n-dimensionale Zufallsvariable mit der gemeinsamen Dichte f(x;%), ¥ € ©.
T(X) sei eine fiir ¥ suffiziente Statistik und S(X) eine eindimensionale Statistik. Dann gilt
fir alle 7 € ©:

Ey(S(X)IT(X)) =E(S(X )| T(X)), 4.21)

d.h. die bedingte Erwartung von S(X) gegeben T(X) ist unabhéngig von 1.
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Beweis: Der Beweis wird fiir den stetigen Fall formuliert.

Wegen der Suffizienz von T ist die bedingte Dichte f(x|t;?) unabhingig von ¥, also
gleich f(x|t). Es folgt

Eg(SCO T(X) = 1) = / / S(x)- FlxlE) dxy -

—00  —00
Da der Integrand unabhéngig von 1 ist, gilt auch
Ey(S(X)|T(X) = 1) =E(S(X)| T(X) =1).

Daraus folgt schlieBlich die Unabhdngigkeit der bedingten Erwartung vom Parameter ¥.

Beispiel 4.3.19 zwei exponentialverteilte Zufallsvariablen - Fortsetzung von Seite 65

Seien X, Y zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit der gleichen Exponentialverteilung. Es
soll E(Y|X + Y) bestimmt werden. Nach Beispiel 1.3.10 gilt:

Frav(u; A)=A2u-e 4, u>0.
Mit Beispiel 2.3.4 ist
Fxevy(u,y; ) =22, u>y>0.

Damit folgt:

Ze—lu

1
fY|X+Y(J’|U;A):m=;, u>y>0,

u

u
1 1 1 1
EA(YIX-FY:u)Z/J"fy|x+y(J/|u;7t)dJ’=/J"Zdy:;'guzzgu-
0 0

Somit ist der bedingte Erwartungswert E;(Y|X 4+ Y = u) unabhéngig von A. Folglich ist
auch die bedingte Erwartung EA(Y|X + Y) = u/2 unabhéngig von A:

E,(Y|X4+Y)=E(Y|X+Y) fiir alle A > 0.
Das ist natiirlich nicht der Nachweis der Suffizienz von X + Y, aber eine Konsequenz
daraus.

Wir betrachten nun die Moglichkeiten, suffiziente Statistiken weiter zu verdichten. Dazu
starten wir mit einem Beispiel.

Beispiel 4.3.20  Suffizienz der Ordnungsstatistik

Xi,..., X, seien unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit der Dichte f(x).
Werden die zugelassenen Verteilungen nicht weiter eingeschriankt, so kann f selbst als



4.3 Der Informationsgehalt von Stichproben 137

Parameter genommen werden. Der Parameterraum ist dann © = { f(x)| f(x)ist eine Dichte}.
Die Ordnungsstatistik X .., ist suffizient fiir f € ©:

f(x):f(xl)'---'f(xn):f(xl:n)'---'f(xn:n):f(xl:n,---’xn:n)-

Beschrédnken wir uns nachtraglich auf eine bestimmte Familie {Py| € ©®’} von Vertei-
lungen mit dem charakterisierenden Parameter ¥ — etwa Normalverteilungen mit 9 =
(u, 0?), oder Exponentialverteilungen — so ist X..,, auch suffizient fiir ¢ € @, da ja die
Faktorisierung weiter giiltig bleibt.

Das letzte Beispiel zeigt auch, dass eine Statistik suffizient fiir einen Parameter sein kann,
die bei der Reduktion quasi ,auf der halben Strecke stehen bleibt. Es ist etwa X =" X;.,,, so
dass die bei Normalverteilung mit bekanntem o2 fiir u suffiziente Statistik X als Funktion
von Xy.p, ..., Xu:n aufgefasst werden kann. Allgemein gilt:

Satz 4.3.21 Suffizienz der Verfeinerungen suffizienter Statistiken

X = (X,...,X,) sei eine n-dimensionale Zufallsvariable mit der gemeinsamen Dichte
f(x;0), ¥ €©. Ist die Statistik T(X) suffizient fiir 7, so ist es auch jede Statistik S(X), fiir
die

T(X)= R(S(X))
gilt, wobei R eine geeignete Funktion vom Bildbereich von S in den von T ist.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus
Fx;9) = h(x)- g(T(x);9) = h(x)- g(R(S(x));¥) = h(x)- §(S(x); )
mit g(S(x); #) = g(R(S(x)); D).

Das Beispiel 4.3.19 und der Satz 4.3.21 werfen unmittelbar die Frage nach suffizienten Sta-
tistiken auf, die nicht weiter 'verdichtet’ werden konnen, ohne dass die Eigenschaft der Suf-
fizienz verloren geht.

Definition 4.3.22 Minimalsuffizienz

Die Zufallsvariable X habe eine Verteilung, die zu der Verteilungsfamilie 7 = { f(x; )| €
O} gehore. X sei eine Zufallsstichprobe aus der Verteilung von X. Eine Statistik 7(X) hei3t
minimalsuffizient fiir ¥ € O, falls gilt:

(i) T(X)ist suffizient fiir 7 € ©;

(ii) T(X)ist eine Funktion jeder anderen suffizienten Statistik.
Die folgende Aussage ist hilfreich, um den Punkt (ii) der Definition zu verdeutlichen.

Lemma 4.3.23 Charakterisierung der Funktionseigenschaft

Seien U(t) und V(&) zwei auf derselben Menge D C R¥ definierte Funktionen. U(t) ist
genau dann eine Funktion von V(t), wenn fiir alle ¢, t* € D gilt:

V()= V(") = Ut)=U(t").
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Der nun einzufiihrende Begriff der Likelihood-Aquivalenz ist zentral fiir die Entscheidung,
ob eine suffiziente Statistik auch minimalsuffizient ist. Er geht davon aus, dass der Informa-
tionsgehalt verschiedener Stichproben als gleich anzusehen ist, wenn die Likelihoodfunkti-
on fiir diese Stichproben im Wesentlichen konstant ist. Dabei wird zur Vereinfachung unter-
stellt, dass der Stichprobenraum nur Punkte enthilt, fiir die jeweils mindestens eine Dich-
tefunktion von Null verschieden ist; er erfiillt also

{x|f(x;9)>0 fiir ein ¥ € O}.

Definition 4.3.24  Likelihooddquivalenz
Zwei Punkte y, z heiBen likelihooddquivalent fur F = { f(x;9)|Y € ©}, wenn
{01f(y; 9)> 0} = {0 f(z;9) > 0}

und wenn fiir alle ¥ € O gilt:

flz;0)=c(z,y) f(y; V).

Beispiel 4.3.25 Stichprobe aus einer Rechteckverteilung
Seien Xj, ..., X,, rechteckverteilt mit dem Parameter 7 >0, X; ~ 2(0, 7). Hier gilt:
1/9" fallsx; <¥, y; <9 (i,j=1,...,n)

[ 9)=fy;9)= falls x; > ¢ und y; > ¢
firjeeini,je{l,...,n}

fxe;?)# f(y;9)  sonst.

Damit ist
{91 f(x;9) > 0} = {9 max{xy,..., x,} <V}

Weiter sind genau fiir die Stichproben mit max{x} = max{y} die zuldssigen Dichtefunk-
tionen identisch. Somit sind alle Stichproben likelihooddquivalent, bei denen der maxi-
male Wert der Stichprobe {ibereinstimmt.

Beispiel 4.3.26  Stichprobe aus einer Bernoulli-Verteilung
Xj,..., X, seien %AB(1, p)-verteilt. Dann ist die Likelihoodfunktion
L(p;x)=p™(1=p)" ™.

Somit sind alle Stichproben likelihooddquivalent, welche die gleiche Anzahl von Einsen
haben.

Satz 4.3.27  Suffizienz und Likelihooddquivalenz

F = {f(x;9)|9 € O} sei eine Familie von Verteilungen, X die zugrundeliegende Zufalls-
variable, und T(X) sei eine suffiziente Statistik. Je zwei Punkte, fiir die T(X) den gleichen
Wert annimmt, sind likelihoodédquivalent:
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T(x)=T(y) = xundy sind likelihooddquivalent.

T(X) ist minimalsuffizient, wenn umgekehrt auch gilt:
x und y sind likelihooddquivalent = T(x)=T(y).
Beweis: Sei T(X) suffizient fiir 9. Dann gilt mit dem Neymanschen Faktorisierungssatz:
Fx;9) = h(x)- gs(T(x)).
Istalso T'(x)= T(y) und ist h(y) # 0, so folgt:

F) = h(x)- (TR0 = ) n(y)- g(Ty)s1) = e(@), () S50,
)

Wire h(x) =0, ergédbe sich mit der Faktorisierung
flx;9)=h(x)- g(T(x);9)=0 fir 7 € 0.

Das wurde aber eingangs ausgeschlossen. T(X) mége nun genau fiir die likelihood4dqui-
valenten Stichproben konstant sein. Nach Lemma 4.3.22 ist T(X) dann eine Funktion
aller suffizienten Statistiken, mithin also minimalsuffizient.

Der Satz legt einen Algorithmus nahe, wie eine minimalsuffiziente Statistik bestimmt wer-
den kann. Er besteht aus zwei Schritten:

Schritt 1: Fiir jede Stichprobe x ist die Menge
Ox ={U9<€0, f(x;9)> 0}
in Abhingigkeit von x zu bestimmen.
Schritt 2: Bestimme fiir x diejenigen Stichproben y, fiir die gilt:
Oy =0y,
;)
fx9)

Die minimalsuffiziente Statistik 7(X) ergibt sich daraus, indem T(x) so definiert wird, dass
T(x) auf genau den likelihooddquivalenten Stichproben, die ja im Schritt 2 identifiziert wer-
den, als jeweils konstant gesetzt wird.

= const. auf Ox.

Beispiel 4.3.28  Stichprobe aus einer Bernoulli-Verteilung - Fortsetzung von Seite 138

Offensichtlich sind zwei Stichproben x, y aus einer Bernoulli-Verteilung genau dann li-
kelihooddquivalent, wenn fiir alle p, 0 < p < 1 gilt:

fre)=p™ (1= p)" = =p™ (1= p)"™" = f,(y).

Dies ist aber nur im Fall > x; =) y; erfiillt. Somit ist T(X) =) X; minimalsuffizient.
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Beispiel 4.3.29  Stichprobe aus einer verschobenen Exponentialverteilung

Sei X eine Zufallsstichprobe aus einer verschobenen Exponentialverteilung,

0 sonst

f(x;a):{exp[—(zxi—na)], X1,..Xp>aQ .

Hier gilt offensichtlich
flx;a)>0 falls xq) > «a,

und fiir eine zweite Stichprobe (y) mit yq) > a:

fx;a) exp[— (X xi—na)] -
fia)  exp— (Nyi—na)] T [_ (in _ZJ’I‘)} falls x(1) = yq)-

Folglich ist T(X) = min{Xj, ..., X,,} minimalsuffizient fiir a.

Eine Entscheidungshilfe fiir die Minimalsuffizienz einer Statistik bietet die Vollstandigkeit.
Die Vollstdndigkeit ist eine Eigenschaft der Verteilungsfamilie. Ist der Parameterraum © klein,
so gibt es viele von null verschiedene Funktionen mit Ey(g(X))=0. Je groler der Parameter-
raum aber wird, umso kleiner wird diese Menge der Funktionen, bis nur noch eine tibrig
bleibt, die dies immer schafft. Das ist dann die konstante Funktion. Fiir die Suffizienz heil3t
das, dass es keine echte Funktion der suffizienten Statistik gibt, die noch alle Information
enthalt.

Definition 4.3.30  Vollstindigkeit

Die Verteilungsfamilie Z# = {fx(x; ) € ©} der Zufallsvariablen X heil3t volistindig,
wenn fiir jede Funktion h(s) mit Ey(k(X)) = 0 fiir alle ¥ € © folgt:

Py(h(X)=0)=1 fiir alle 7 € ©.

Wir sagen auch, dass die Zufallsvariable X vollstidndig ist.

Beispiel 4.3.31 diskrete Gleichverteilung

Die Zufallsvariable X sei auf N definiert und besitze eine diskrete Gleichverteilung mit
der Zahldichte

1

f(t N) N ﬁirt:l,Z,...,N
T\ N )= .

0 sonst

Der Parameterraum ist hier N.
Fiir den Nachweis der Vollstdndigkeit von X muss fiir jedes N € N gezeigt werden:

Ex(h(X)=0 = Pyn(h(X)=0)=1.

Wir zeigen dies mit vollstdndiger Induktion.

Im Fall N =1 folgt fiir h aus E(h(X))=1-h(1)+0- Z(f:z h(x)=0sofort h(1)=0.
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Die Behauptung gelte nun fiir ein festes, beliebiges N.

Sei h(x) gegeben mit Ey4;(R(X)) =0, d.h.

1 1 1 1 -
E h(X)=h(1)——+h@2)——+...+ h(N)—— + h(N+1)—— +0- h
N1 (X)) = h(1) = + R+ A RN o RN+ D + gNjﬂ (x)
=0.
Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gilt
h(1)1+h(2)1+ +h(N)1—0 = h(l)=...=h(N)=0
N TR N =...= =0.
Damit erhalten wir auch
h(1) ! + h(2) - + +h(N);—O
N+1 N+1 7 N+1
und somit )
N+1)——= g N+1)=0.
h( +)N+1 0 bzw. h(N+1)=0
Also folgt aus Eyn;1(h(X)) =0, dass k(1) = h(2) = ... = h(N) = h(N 4+ 1) = 0 und weiter

P(h(X)=0)=1 gilt.

Entfernt man auch nur ein Element des Parameterraumes, so ist die Verteilungsfamilie
nicht mehr vollstandig. Das ist anhand des folgenden Falles zu sehen.

Der Parameterraum sei N = {2,3,...} =N\{1}. Die Zdhldichte von X ist weiterhin

1
— firx=1,2,...,N
fl;N)=< N .
0 sonst
Sei
0.5 firx=1
h(x)=4 —0.5 firx=2 .
0 sonst
Fiir N =2 gilt:

Ex(h(X))=0.5-0.5+(—0.5)-0.5=0.

Offensichtlich gilt auch fiir N > 2 : Eyn(h(X)) = 0. Wegen P(h(X) = 0) # 1 ist X nicht
vollstandig.

Man kann zeigen, dass Exponentialfamilien vollstindig sind. Wie in Satz 3.1.23 gezeigt wur-
de, gehort T(X) zu einer Exponentialfamilie. Wenn die einzelnen X; unabhéngig sind und
dieselbe Exponentialfamilie besitzen, gehdrt auch S= "7 X; zu einer Exponentialfamilie.
Somit ist S bei der Exponentialfamilie eine vollstdndige Statistik. Wie wir gesehen haben, ist
S auch suffizient.

Eine vollstdndige suffiziente Statistik ist auch minimalsuffizient.
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Lemma 4.3.32 Hinreichende Bedingung fiir die Minimalsuffizienz

Wenn eine vollstdndige und suffiziente Statistik T fiir den Parameter ¥ existiert, ist sie
minimalsuffizient.

Beweis: Wir fiihren den Beweis fiir den diskreten Fall. Sei T minimalsuffizient und sei S
eine andere suffiziente Statistik, die nicht minimalsuffizient ist. Wir zeigen, dass S dann
nicht vollstdndig sein kann.

Da T eine Funktion von S ist, gibt es zwei Mengen A und B, so dass
Py(A)#0, Py(B)£0 VI€0O
S(a)=s17# s, =38(b) Yac€A beB
T(a)=T(b)=t YaecA,beB.

Wir betrachten nun die Funktion

1 §=5

—P(8281|T: t)
= - _S
8(s) P(S=s,|T=1) 2
0 sonst

Die Funktion g(s) ist nicht identisch gleich null und unabhéngig von 9, da T suffizient
ist. Andererseits gilt fiir alle 7 € ©:

—P(S=5|T=
B [g(5)| =PalS =51)+ g~ RS =52
_ _ _P(stl,th) L
—Pﬂ(S—S]) 7P(8282,T:t)1)ﬂ(8—52)—0.

Beispiel 4.3.33 minimalsuffiziente Statistik bei Gleichverteilung

X sei eine Stichprobe aus einer (1 —1/2,9 + 1/2)-Verteilung. Dann ist (X;.;,, X;,.,,) mini-
malsuffizient fiir . Da

n—1 n—1
Eg(Xip) =9 ————,  Es(Xpn)=1
17( l.n) 2(n+1) 17( nn) +2(I’l+1)
ist 1
n_
)=t —8§— ——
g5 1) s n+1

eine nicht tiberall verschwindende Funktion mit Ey(g(X1.,, X;:)) = 0 fiir alle 9. (X1, X0:0)
ist nicht vollstdndig und damit existiert tiberhaupt keine vollstindige suffiziente Statis-
tik.
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4.4 Aufgaben

Aufgabe 1

Bei Umfragen ist es oft schwierig, richtige Antworten auf sensible Fragen zu erhalten.
— Man denke etwa an eine Frage der Art: ,Haben Sie jemals Rauschgift genommen?‘ —
Warner hat 1965 daher die Methode der randomisierten Antwort eingefiihrt, um solche
Situationen zu bewdltigen. Der Frager weill bei dieser Methode nicht, auf welche der
beiden einfach alternativen Fragen der Befragte antwortet. Das wird erreicht, indem der
Befragte (ohne dass der Frager es sehen kann) zufillig eine Kugel aus einer Urne zieht,
welche Kugeln mit zwei unterschiedlichen Farben enthilt. Die eine Farbe reprisentiert
,Ich habe die Eigenschaft A‘, die andere reprasentiert ,Ich habe die Eigenschaft A nicht'.
Auf dieses Statement antwortet der Befragte dann mit ja bzw. nein.

Sei
R der Anteil der Befragten, die mit ,ja‘ antworten,

p die Chance, dass eine Kugel mit der Farbe, welche ,Ich habe die Eigenschaft A* re-
présentiert, gezogen wird,

g der Anteil der Personen mit der Eigenschaft A in der Grundgesamtheit,

r die Wahrscheinlichkeit, dass der Befragte mit ,ja‘ antwortet.
Zeigen Sie:
) r=2p-1)g+(1-p)
Hinweis: P(,j a‘)|Fragel)P(Frage2) + P(,j a‘|Frage2)P(Frage2).

ii) E(R)=r und Var(R)=r(n —1)/n (unter Vernachldssigung des Faktors fiir das Zie-
hen ohne Zurticklegen).

Aufgabe 2

Bestimmen Sie suffiziente Statistiken fiir Stichproben vom Umfang 7, wenn folgende
Verteilungen zugrunde liegen:

Pareto mit bekanntem k : f(x)=ak%x (@) fir x>k
Laplace: f(x,A)=0.5Aexp[—A|x][]
Gamma: f(x;A, k)=Akxklexp[-Ax]/T(k) fir x>0
verschobene Exponentialverteilung: f(x,0,A)=Aexp[-A(x—0)] fir x>0
zentrierte Gleichverteilung: f(x)=1/20 fir -0<x<§6.

Aufgabe 3

Xy, ..., X, seien unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit einer stetigen Ver-
teilung. Bestimmen Sie die Verteilung von X(,,) = max{X,..., X, }.

Zeigen Sie mittels Induktion, dass die Dichte der k’ten geordneten Statistik Xx) gegeben
ist durch
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gr(x)= FEFE)E 1= Fo) .

n!
(k=1)(n—-k)
Dabeiist f die Dichte der X; und F die zugehorige Verteilungsfunktion.

Aufgabe 4

Eine Miinze wird solange geworfen, bis zum ersten Mal ,Zahl‘ erscheint. Ist dies beim
kten Wurf der Fall, dann wird der Betrag 2! ausgezahlt. Das Spiel endet nach héchstens
n Wiirfen. Ist n-mal ,Kopf* eingetreten, wird nichts ausbezahlt.

Ubersetzen Sie dieses Spiel in ein Stichprobenverfahren; gehen Sie dazu von der Grund-
gesamtheit {w,...,w,} aus, wobei w; = 0 falls Kopf und w; =1 falls Zahl kommt.

Geben Sie die Verteilung der Zufallsvariablen X ="Gewinn’ an. Wie groR ist der erwartete
Gewinn? Wie grof§ ist die Varianz von X?



5 Grenzwertsdtze und
asymptotische Verteilungen

5.1 Formen der Konvergenz

Invielen Anwendungen der Statistik geht es um das Herstellen bzw. Ausniitzen eines Zusam-
menhanges zwischen empirischen Héaufigkeits- und theoretischen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen. Bei endlichen Stichprobenumféngen erschwert die natiirliche Zufallsschwankung
das Erkennen des Zusammenhanges. Bei wachsendem Stichprobenumfang verbessert sich
die Situation in vielen Féllen. Es gibt zur Prazisierung dieser Aussage verschiedene Konzepte,
die hier zunédchst vorgestellt werden sollen.

Definition 5.1.1 Konvergenzbegriffe

Eine Folge X3, X5, ..., X}, ... von Zufallsvariablen hei8t konvergent gegen die Zufallsvaria-
ble X

in Wahrscheinlichkeit oder stochastisch, in Zeichen X,, 5 X, falls

lim P(|X,, — X|>€)=0 fiir alle € > 0; (5.1)
n—oo

mit Wahrscheinlichkeit eins oder fast sicher, in Zeichen X, = X, falls
P(lim |Xn—X|=0) =1; (5.2)
n—oo

im r’ten Mittel, in Zeichen X,, 's , falls

lim E[|X,, — X|"]=0; (5.3)

n—oo

in Verteilung oder schwach, in Zeichen X, 54 X, falls fiir die zugehorigen Verteilungs-
funktionen F,(x) bzw. F(x) gilt:

lim F,(x)= F(x) fir alle x. (5.4)
n—oo

Um die Begriffe zu illustrieren, denken wir uns die Zufallsvariable X voriibergehend als ent-
artet, d. h. als Konstante c. Die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit sagt, dass mit wachsen-
dem Stichprobenumfang immer seltener groe Abweichungen der Realisationen der X,, von
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¢ zu erwarten sind. Dazu sagt man hiufig auch, die Folge der Beobachtungen stabilisiere
sich bei der Konstanten c. Die fast sichere Konvergenz beinhaltet dann sogar, dass alle Fol-
gen bis auf eine 'praktisch irrelevante Menge’ tatsdchlich gegen c¢ konvergieren.

Die schwache Konvergenz erlaubt schliefllich, Verteilungsaussagen iiber die Zufallsvaria-
blen X,, mit Hilfe der Verteilung von X zu machen. Bei geniigend grolem 7 ist der Fehler
fiir Anwendungszwecke vernachléssigbar.

Lemma5.1.2 Schwaches Gesetz der grofsen Zahlen

Xn, n=1,2,... seien unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit E(X) = u und
Var(X) = o?. Dann konvergiert X,, = El'.’:l X;/n stochastisch gegen .

Beweis: Mit der Tschebyschev-Ungleichung erhalten wir fiir festes € > 0:

_ o?
P(| Xy —ul>€)<— —0 flirn—oo.
ne

Wird das Lemma 5.1.2 auf Zufallsvariablen X,, mit P(X,, =1)=p =1—P(X,, =0) angewandyt,
so erhilt man das Theorem von Bernoulli.

Satz 5.1.3 Beziehungen zwischen den Formen von Konvergenz

Bzgl. der in der Definition 5.1.1 formulierten Konvergenzbegriffe gilt:

s. P
i) X Sx=x,5x

P
(i1) X, >X =X, %X
r P
(iii) X, - X=>X,—X

(iv) Xn—r>X :>Xni>X sofern s < r.

Die im Satz nicht aufgefiihrten Folgebeziehungen gelten nicht allgemein. Fiir weitere Bezie-
hungen und Beispiele sei auf Rohatgi (1975) verwiesen.

Das in Lemma 5.1.2 prasentierte schwache Gesetz der groflen Zahlen lédsst sich zu dem star-
ken Gesetz der groen Zahlen verschérfen, bei dem an die Stelle der stochastischen Konver-
genz die fast sichere Konvergenz tritt. Zum Nachweis brauchen wir das Lemma von Borel
und Cantelli, fiir das wiederum die folgende einfache Aussage aus der Theorie der unendli-
chen Reihen wichtig ist.

Hilfssatz 5.1.4

Sei (a,) eine Folge von reellen Zahlen mit 0 < a, < 1 fiir alle n > 1. Dann folgt aus

> ps1 n =00
[[a-an=o.

k>1
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Beweis: Seien
n n
K,=]Ja-a) und  L,=)a, n>1
k=1 k=1

Da die a, zwischen null und eins liegen, erhalten wir:

n n 2 3 n
a, a
InK, = g ln(l—ak)z—g (ak—k?k—i-?k-i-m)g—g ar=—L,.
k=1 k=1

k=1
Fiir n — oo folgt nun —L,, =1n K, — —o0. Das heil3t aber K,, — 0.

Lemma5.1.5 Lemma von Borel-Cantelli

Sei (A,) eine Folge von Ereignissen mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten P(A,,). A sei
das Ereignis, dass unendlich viele der A, eintreten, A =N,>; Uy,>, A,,. Dann gilt

> PA)<oco = PA)=0.
n=1
Sind die Ereignisse zudem unabhéngig, so gilt auch

> PA)=00 = PA)=L

n=1

Beweis: Sei B;, =U,;;;>, A, 1> 1. Dann ist

A:ﬂ UAm:ﬂBngB,, n>1.

nzlm=n n=1
Daraus folgt:
o0
P(A)=P<ﬂ Bn> <PBW)=P| [JAn| <D PAw) N2L
n>1 m>N m=N

Aus der Konvergenz der Reihe > P(A,,) folgt, dass der rechts stehende Term fiir N —
oo gegen null geht, so dass der erste Teil gezeigt ist. Die in der letzten Zeile verwendete
Boolesche Ungleichung P(UA,,,) <> P(A,,) gilt fiir jede Folge von Ereignissen, also auch
wenn diese abhingig sind.

Sind die A, unabhingig, so sind es auch die komplementéren Ereignisse A¢ und wir
erhalten:

1—P(A):P(AC):P<U N A;) 52p<ﬂ A;)

n=lmzn n=1 mz=n
=2 [T ras)=>_ T 0-Pean
n=1 mz=n n=1 mz=n

Nach dem Hilfssatz ist der letzte Term gleich null, wenn > P(A,) = co. Damit ist auch der
zweite Teil gezeigt.
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Satz 5.1.6  Starkes Gesetz der grofsen Zahlen

X1,X,...,Xy,... sei eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit E(X;) = u, E(X; —
w)? =02 und E(X; — u)* = ug < oo. Dann gilt fiir X,, das starke Gesetz der grofien Zahlen,
d.h.

X, L u.
Beweis: Wir setzen Y; = X; — u und A,, = {|Y;| > €} fiir festes, beliebiges ¢ > 0. Mit der
Markoffschen Ungleichung erhalten wir:

_ 1_ - 1 1
P(An)=P( Y| > €) < SET)=— — >  EHY%Y).

64
ij, k1

Wegen der Unabhingigkeit und wegen E(Y;) = 0 sind nur die Summanden von Null ver-
schieden, bei denen alle Indizes gleich sind oder bei denen zwei Paare gleicher Indizes
vorkommen. Das sind n bzw. 3n(n — 1) Summanden. Das ergibt:

> 1 us  30* 30t
E(Y,f): F(nu4+3n(n —-1)o?)= P + el o}

Da ) n~" <oo fiir 7 > 1, erhalten wir mit dem Lemma von Borel-Cantelli:

P<U ﬂAm> =0.

n=lm>n

Das war aber zu zeigen. Denn das Ereignis A =N,>; Uy, >, A, bedeutet gerade, dass eine
Realisation der Folge | X —u/| divergiert: Fiir die Divergenz muss es ein € > 0 geben, so dass
zu jedem n mindestens ein k > n existiert mit | X; — u| > €. Da die Wahrscheinlichkeit fiir
die Divergenz null ist, haben wir mit anderen Worten

P(lim |Xn—y|:0> =1.
n—oo

Die Aussage des Satzes ist speziell fiir Anteile giiltig, da fiir dichotome Variablen X; ~ (1, p)
gilt: X = Z:’:I X;/n. Wir haben damit die starke Fassung des Theorems von Bernoulli. Auch
auf die empirische Verteilungsfunktion ist das Ergebnis anwendbar, so dass bei einer Folge
von Stichprobenvariablen X;, X, ...,X,,... mit der theoretischen Verteilungsfunktion F(x)
und der empirischen F,(x)=>"7_, Iix,<q/n gilt:

P(gmlﬁn(x) — F(x)| = 0) =1.

Tatséchlich lisst sich aber noch viel mehr zeigen, und zwar dass F,(x) gleichméRig gegen
F(x) konvergiert. Wegen seiner Wichtigkeit fiir die Statistik wird dieses Resultat auch als
Hauptsatz der Statistik bezeichnet.
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Satz5.1.7 Satz von Glivenko-Cantelli

Sei X1, X, ... eine Folge von unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen mit der
Verteilungsfunktion F(x). Sei E,(x) die empirische Verteilungsfunktion. Dann gilt:

n—00 —00<X <+00

P<lim sup |Fn(x)—F(x)|:0)=1.

Beweis: Wir zeigen, dass

Zp({ sup |F(x)— F(x)| > %})

k>n —00<X <00
fiir festes m > 1 endlich ist. Dann folgt mit dem Lemma von Borel-Cantelli

P ﬂU{ sup |Fk(x)—F(x)|>%} =0.

n>1k>n —00<X <00

Das ist, wie schon bei dem starken Gesetz der groen Zahlen, gerade die zu zeigende
Beziehung.

Fiir die einzelnen Summanden betrachten wir die Zerlegung der reellen Achse mittels
der 1/n’-Quantile xy.,/, n’ = /n, von F:

k
F(Xk;n’):?, k=1,....n

und  Xg.;, = —00, X417 = 0.
Dann gilt fiir x mit Xz < X < X, wenn F, (X)) — F(x) <0:
. . . 1
0> Fy(x) = F(x) > Fy(Xg—1:0') = F(Xp:nr) = Fr(X—1:0) — F(Xg—1:07) — ;’

und wenn E,(x)— F(x) > 0

0 < Fyx) ~ F(2) S Fy () = FOxt1)= By Csen) = FOxn) + .
Zusammen folgt:
|E,(x) — F(x)| < % + max{| Fy(xn-1) = F(Xk—1:0)l, | Fo(Xken) — F(Xin) 13-
Dies ergibt:

P( sup |Fn(x)_F(x)| = i) SP(Inax|1':"n(-x:k:n)_F(xk:n)| > i - i/)
m k m

—00<x<+00 n

n

=P U {|Fn(xk:n)_F(xk:n)| > % - %} < ;P({|Fn(xk:n)_F(xk:n)| > % _%})

k=1

n/1 1)\°
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Bei der letzten Abschétzung haben wir die Abschitzung von Uspensky verwendet, siehe
Lemma 2.1.14.

Nun ist also

ZP<{ sup IFk(x)—F(x)|>%}>SZ\/EQ@Xp[—%(%—%)z].

—00<X <+00
k>n <t k>n

Da} " e~ = und folglich

1-e®
o0

D ke e
— T odal—e* (1—e%)?

endlich ist, gilt die Behauptung.

Von herausragender Bedeutung fiir die Statistik ist vielfach die Kenntnis der Verteilungen
von Summen von Zufallsvariablen. Hier spielt die Normalverteilung eine zentrale Rolle. Denn
bei groflen Stichprobenumfiangen lassen sich die Verteilungen von Summen vielfach durch
eine Normalverteilung approximieren. Eine Beweismethode basiert wesentlich auf einer Fi-
genschaft der momenterzeugenden Funktionen.

Satz5.1.8 schwache Konvergenz als Folge der Konvergenz momenterzeugender Funktionen

Sei X1, X5,...,Xy,,... eine Folge von Zufallsvariablen mit momenterzeugenden Funktio-
nen M,(t), die alle fiir t € (—h, h) existieren mogen. Gibt es dann eine Zufallsvariable
X mit der momenterzeugenden Funktion M(t), die fiir alle t € (—h’, h’) existiert, wobei
h’ < h,und gilt M ,(t) — M(t) fiir n — o0, so gilt auch

X, 5 X.

Beispiel 5.1.9  asymptotische Poisson-Verteilung von binomialverteilten Zufallsvariablen

Sei X, ~ %B(n, p,) wobei np, = A fiir alle n > 1. Dann gilt
A A " Alet—=1)\"
M,(t)=1—-pp+ppe’)' = (1 -—+ —et) = <1+ ¥> —exp[Ae’ —1)].
n o n n
Das ist gerade die momenterzeugende Funktion einer Poisson-verteilten Zufallsvaria-

blen. Somit sind die X,, asymptotisch Poisson-verteilt.

Nun zu der bereits angesprochenen Normalverteilung.

Definition 5.1.10 zentraler Grenzwertsatz

Sei X3,...,X,,... eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit Erwartungswerten
, und Varianzen o2, 0 < 02 < oc. Fiir die Folge gilt der zentrale Grenzwertsatz, wenn
die Verteilungen der Folge der standardisierten Summen

E?:](X i— Ui )

S, == n=12,...
"o+ t0?
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gegen die Standard-Normalverteilung konvergiert:
V4
lim P(S,, < )—/ 1 14 (5.5)
lim P(S,, < z)= ‘/ﬁexp 5 X. .
—00

Wir zeigen, dass der zentrale Grenzwertsatz gilt, wenn die zugrunde liegende Folge aus iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen besteht, welche zudem eine momenterzeugende Funktion
besitzen.

Satz5.1.11 Giiltigkeit des zentralen Grenzwertsatzes bei iid Zufallsvariablen

Sei X1,X>,...,X,,... eine Folge von identisch verteilten unabhéngigen Zufallsvariablen
mit einer momenterzeugender Funktion, die fiir alle ¢ € (—h, h) existiere. Dann gilt fiir
diese Folge der zentrale Grenzwertsatz.

Beweis: Sei E(X;) = pund Var(X;) = 02. (X; —u)/o habe die momenterzeugende Funktion
M(t). Dann hat

1 n
Sni= = ;(Xi—u)

die momenterzeugende Funktion M(t/+/n)".

Wir haben nun zu zeigen, dass

) r\" 12
() -f2]

Aufgrund der Standardisierung der X; gilt fiir M(¢): M(0)=1, M’(0) =E(X; —w)/o) =
0, M”(0) = E((X; — u)/o)?> = 1. Die Taylorentwicklung von M(¢) um 0 bis zum zweiten
Glied gibt:

/ 1 1/ 2 1 2 4
M(t)=1+M'(0)- t+5M (r)-t°= 1+5t M’"(r)
fiir einen Zwischenwert r, |r| <|t|. Damit und mit der Stetigkeit der e-Funktion folgt:

. t\"_ . 23\ |¢]
lim M| — | = lim 1+2—M s) | , [s|<—=
n

n—o0 \/ﬁ n—o0 n

t2
=exp {lim n 'ln<1 + EM”(S)>:|

n—o00

=exp [lgm %2M”(s)- In(1+ fz-M”(s)/Zn)—ln(l)}

t2-M"(s)/2n
Da mit der Existenz der momenterzeugenden Funktion auch alle Ableitungen existieren,

ist insbesondere M”(t) stetig, so dass lim,_,g M”(t) = M”(0) = 1. Wegen |s| < |t|/v/7 gilt
s — 0 fiir n — o0o. Das ergibt

lim M”(s)=M"(0)=1.
n—00
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Weiter gilt damit fiir h = t2- M"(s)/2n:
lim h=0

n—oo

Zusammen folgt, da die Ableitung des Logarithmus bei eins gleich eins ist:

r\" 12 In(1+ h)—1In(1 12

n—00 2

Beispiel 5.1.12  Grenzwertsatz von De Moivre und Laplace

Bei nicht zu kleiner Wahrscheinlichkeit p kann die Binomialverteilung fiir grof3e n durch
die Normalverteilung approximiert werden. Dies ist so zu sehen: Sind die X; unabhingig
B(1, p)-verteilt, so gilt:

Sp=(X1+...+X,,) ist B(n, p)-verteilt

und es ist
. Sp—np
IimP| ———<x | =d(x). (5.6)
100 <\/np(1—p) )

Sofern also n gentigend grol ist, kann die Differenz

S, —
P _SnTNp <x|-ox)
vnp(l-p)
vernachldssigt werden.

Der Grenzwertsatz von De Moivre und Laplace gibt also die Moglichkeit, die Binomialvertei-
lung durch die Normalverteilung zu approximieren. Er kann etwas verallgemeinert werden.
Mit dieser Verallgemeinerung kann dann die asymptotische Verteilung eines Stichproben-
quantils recht einfach hergeleitet werden.

Lemma5.1.13 Verallgemeinerung des Grenzwertsatzes von De Moivre und Laplace

Sei (n) eine Folge mit € <¥(n) < 1—¢, wobei € > 0. Weiter sei k(n) eine Folge, 0 < k(n) <

n, so dass
I vn(k(n)/n—19(n))
im =—c, lc| < 0.
n=oe \/9(n)(1—19(n))
Dann gilt
lim 3" (Z)ﬁ(n)j(l—l‘)(n))”_j:1—<I>(—c):<I>(c). 5.7)

j=k(n)

Beweisskizze: Die Aussage des Grenzwertsatzes von DeMoivre-Laplace bzgl. der binomi-
alverteilten Zufallsvariablen S,,,

Sp—np .

li —_— = ,
nl—I}c}oP(\/np(l—p)_ ) (I)(x)
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lasst sich auch in die folgende Form bringen:

lim ) (’7 ) p/(1-p)"7 =d(c)=1-®(-c),
)

0<j<k(n

wobei

c vn(k(n)/n—p)
k(n)=n (— —+/pQ —p)+p) bzw. ———=c.
vn Vp(L=p)
Lassen wir ¢ nun von n abhéngen, so dass lim,,_,, ¢, = ¢, so ist einsichtig, dass die Grenz-
wertaussage richtig bleibt. Das gilt auch, wenn dazu p in der angegebenen Weise durch
eine Folge p(n) ersetzt wird.

Satz5.1.14 asymptotische Verteilung eines Stichprobenquantils

X sei eine Zufallsvariable mit der Dichte f(x) und der Verteilungsfunktion F(x). Das Ver-
teilungsquantil g, sei eindeutig definiert durch F(q,)=a, 0 < a < 1. Weiter sei X;, X», ...,
Xp, ... eine Zufallsstichprobe und Xy.,, k = k(n) = [na] + 1, die k’te geordnete Statistik
aus den jeweils ersten n Beobachtungen. Dann gilt:

n
a(l—a)

P ((Xk:n - qa) f(qa) : < Z) = (I)(Z), (5-8)

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
Beweis: Mit ;
Xkn<x < ZI[XJSx]Zk(n)-
j=1
haben wir die Darstellung

n

P(Xpn <x)= > (") F(xY (1= F(x))".
)

Jj=k(n

Wir betrachten nun die Verteilung von Xj., in einer Umgebung von ¢,. Genauer lassen
wir x* mit n gegen g, wandern. Dazu setzen wir x* = g, + x/+/n. Zunéchst gilt:

PU[X,-S%-HC/JZ] =1)= F(%-’- %) =a+ %f(%x)"' rp =9(n).

Dabei wurde F(x) in eine Taylorreihe um ¢, entwickelt. Fiir das Restglied r, gilt, dass
rnv/1 — 0 fiir n — o0o. Somit ist

n

P(ViXin — ) Sx) = Y (7>ﬁ(n)f(1—ﬂ(nn"—f.

Jj=k(n)

Um das Lemma anzuwenden, haben wir #(n) und vn[k(n)/n —9(n)]/+/9(n)(1 —3(n))

zuuntersuchen. Es gilt #(n) — a fiir n — co. Daher ist fiir den Fall 0 < a < 1 die Bedingung
an 9J(n) erfiillt. Fiir den Nenner gilt eben damit: \/ Hn)(1—-73(n)— \/ a(l—a).
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Fiir den Zahler erhalten wir aufgrund der Definition von k(n):

k(n) )z[na]+1_na—xf(qa)—rnﬁ.

/n (T ) NG

Der Ausdruck geht offensichtlich gegen —x f(q,) fiir n — oco. Insgesamt folgt

valk(n)/n—9n)) = —xf(qa) _ e
/I (n)(1—19(n)) va(l—a)

Das impliziert
P(vV1(Xin = ga) < x) — ®(c)

P ﬁ(Xk:n - qa) <c | = (I)(C).
Vea(l-a)/flg.)

bzw.

5.2 Die Delta-Methode

Die 6-Methode ist eine allgemeine Technik zur Bestimmung von asymptotischen Verteilun-
gen und damit auch von asymptotischen Erwartungswerten, Varianzen und Kovarianzen.
Insbesondere ist sie geeignet, um die Asymptotik nichtlinearer Funktionen von Folgen von
Statistiken, die asymptotisch normalverteilt sind, zu behandeln. Diese nichtlinearen Funk-
tionen haben die gleiche asymptotische Verteilung wie ihre mittels Taylor-Entwicklung li-
nearisierte Versionen.

Fiir die folgenden Aussagen benotigen wir noch die folgende Definition.

Definition 5.2.1 Landausche Symbole

Fiir zwei Funktionen g(x) und f(x) schreiben wir

gx)=o(f(x)) (5.9

(lies: g(x) ist klein oh von f(x)), wenn gilt:

. glx)
}CILI(I) m =0.
Wir schreiben
g(x)=0(f(x)) (5.10)

(lies: g(x) ist groB oh von f(x)), wenn es eine Konstante k gibt, so dass gilt:

g(x)

oo

x—0

<k.
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Satz5.2.2 univariate Delta-Methode

Xj,X,, ... sei eine Folge von Zufallsvariablen, so dass v/72(X,, — u) asymptotisch .40, o2)-
verteilt ist. g(x) sei eine Funktion mit nichtverschwindender Ableitung in u, g’(u) # 0.
Dannist v/n(g(X,) — g(u)) asymptotisch normalverteilt:

Vn(g(X,)— g(u) ~ A (0,(g' (W)Y o). (5.11)

Beweis: Einen exakten Beweis findet der Leser z. B. bei Serfling (1980). Wir beschrianken
uns hier auf eine Beweisskizze, die die wichtigsten Punkte illustriert.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung hat g(x) in einer 6-Umgebung von u
die Taylor-Entwicklung
g(x)=g(w)+(x — g (u) +r(x),

wobei fiir das Restglied gilt:
r(x)=o(lx — pl).
Wegen vn(X, —u) ~ #(0,02) nehmen die X, asymptotisch nur Werte aus dieser &-

Umgebung an:
P(X, —pul < 8)— 1.

Bei Vernachldssigung des Ereignisses | X, — u| > 6, dessen Wahrscheinlichkeit ja gegen n
ull geht, gilt somit fiir gentigend groles n

ﬁg(Xn)/_g(U):ﬁ(xn_‘u)_’_ﬁr(,xn)'
g'(w) g'(w)

(5.12)

Der Term /71 - r(X,)/g’(u) ist asymptotisch vernachldssigbar. Aus r(x) = o(|x — u|) folgt
namlich |r(x)| < €|x — u| fiir alle x aus einer von € abhdngigen 6-Umgebung von u. Somit
ist fiir gentigend grolles n:

P(vn-r(X,) <€)= P(vn(X, —p)I<1)— 1.

D. h. /nVar(X,,) konvergiert in Verteilung gegen den Wert null. Damit hat die linke Seite
von Gleichung 5.12 dieselbe asymptotische Verteilung wie v/n(X,, — u):

VI(g(Xn)— g(w) ~ N(0,(g' (W)Y o).

Beispiel 5.2.3  heuristische Anwendung der Delta-Methode

Oft wird dieser Satz in recht heuristischer Weise angewendet, um Varianzen von nichtli-
nearen Funktionen approximativ zu berechnen.

Es sei etwa X ~ A (u,0?) mit u # 0, und es soll approximativ Erwartungswert und Va-
rianz von Y = X? angegeben werden, d. h. von ¥ = g(X) mit g(x) = x2. Wir entwickeln
dazu g in einer Taylor-Reihe um den Erwartungswert p von X. Dies gibt, wenn nach dem
linearen Glied abgebrochen wird:

g(x)=g(w) + g'(W)x — p) = u? +2u(x — ),
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d. h. eine lineare Funktion von x. Niherungsweise kann daher Y = X? durch die linea-
re Funktion u? + 2u(X — u) ersetzt werden. Erwartungswert und Varianz dieser linearen
Funktion sind:

E(u? +2u(X — w)) = p* = g(u),
Var(u? +2u(X — p)) = 4u?Var(X — ) = 40?u? = (g'(u))*o?.

Diese Ergebnisse sind dann Approximationen fiir E(Y) und Var(Y). Streng genommen ist
das jedoch nur unter den Bedingungen von Satz 5.2.2 korrekt.

Nattirlich kann die Taylor-Reihe auch weiter fortgesetzt werden, wodurch man u. U. bes-
sere Approximation erhélt. Entwickeln wir z. B. bis zum zweiten Glied,

§0)= g+ g (u)(x — )+ 5 8" —

so haben wir approximativ:

1
E(g(X)=g(u)+ > g"(wo?,
1
Var(g(X)) = g'(u)*Var(X — u) + n g"(u)*Var((X — u)*) + g'(u)g" ()Cov(X — u, (X — u)*)
. / 2 2 1 V4 2 4 1 V4 2 2 / V4 3
=g'(u)yo"+ 18 (W E(X—=u))— 28 (w) o+ g (wg" " (WE(X — u)).

Haufig wird diese Ndherung nur fiir den Erwartungswert benutzt.

Beispiel 5.2.4  asymptotische Verteilung der empirischen Varianz bei 9B(1, u)-Verteilung

X1,X2,...,Xn,..., sei eine Folge von unabhédngigen 93(1, u)-verteilten Zufallsvariablen, d.
h. P(X; = 0) = 1—pu, P(X; = 1) = u. Der Anteil X,, = Z;’:IXi/n der Einsen (Erfolge)
unter den ersten n Beobachtungen ist nach dem zentralen Grenzwertsatz asymptotisch
normalverteilt

V(X — )~ A (0, u(1 - p).

Wir wollen die asymptotische Verteilung der empirischen Varianz
1 n
Yy=—> (X=X, =X,(1-X,)
i=1

bestimmen. Hier ist g(x)=x(1—x)und g’(x)=1-2x,d. h. g’'(u)=1-2u.
Nach Satz 5.2.2 gilt:

V(Y = p(1— @) ~ A0, u(1 — p)(1 —2)%).
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Beispiel 5.2.5 Varianzstabilisierende Transformationen

Eine wichtige Anwendung sind sogenannte varianzstabilisierende Transformationen: Bei
vielen Zufallsvariablen héngt die Varianz o2 von X funktional vom Erwartungswert u
ab. Man sucht dann eine Transformation Y = g(x), so dass die approximative Varianz
g’(u)?>c? von Y konstant wird. Die wichtigsten Beispiele sind:

(1) Ist X Poisson-verteilt mit E(X) = u, so gilt auch Var(X) = u. Dann hat ¥ = vX die
approximative Varianz u(2,/0) 2 =1/4.

(2) Fiir binomialverteilte X,, aus Beispiel 5.2.4 gilt E(X,,) = u, Var(X,,) = u(1 — u)/n. Hier
hat ¥, = arcsin(X,,) die asymptotische Varianz n /4.

(3) Ist X exponentialverteilt mit E(X) = u, so ist Var(X) = u?. Die varianzstabilisierende
Transformation ist Y = In(X) mit Var(Y) = (1/u)?u? =1.

(4) Generell erhalten wir fiir Zufallsvariablen X mit Var(X) = u¢ die Box-Cox-
Transformation Y = (X* — 1)/A bzw. dquivalent dazu Y = X* als varianzstabilisie-
rende Transformation. Dabei ist A aus dem Ansatz

(W H%uc = const.

zu ermitteln, d. h. A =1—¢/2. Dies enthdlt (1) und (3) als Spezialfille, wenn fiir A =0
die Transformation y =In(x) als Grenzwert einbezogen wird.

(5) Der empirische Korrelationskoeffizient p aus n unabhingigen Beobachtungspaaren
einer bivariaten Normalverteilung hat die asymptotische Verteilung:

. (1-p?y7
7]

Die varianzstabilisierende Transformation ist

—

—+

=

p =arctanhp = -1In

N | =
—
>

mit Var(p) = 1/n. Erfahrungsgeméaf wird durch diese Transformation auch die Annéhe-
rung an die Normalverteilung wesentlich beschleunigt.

Der folgende Satz verallgemeinert das Resultat von Satz 5.2.2 auf den mehrdimensionalen
Fall.

Satz5.2.6 multivariate Delta-Methode

X, =Xu1,.--,Xn), n=1,2,3,... sei eine Folge von k-dimensionalen Zufallsvektoren,
die asymptotisch multivariat normalverteilt ist:

VX — )~ A (0,5),

g(x) = (g1(x),..., gm(x)) sei eine differenzierbare Abbildung des R* in den R™, deren
partielle Ableitungen im Punkt g = (u,, ..., Uus) nicht sdmtlich verschwinden. Dann ist
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g(X,,) asymptotisch normalverteilt,

Vn(g(X,)— g(w)~.4(0,DED”),

wobei D die Matrix der partiellen Ableitungen an der Stelle x = pist:

D:[%
3xj

Bewseis: Siehe Serfling (1980, S.122).

x=U '

Beispiel 5.2.7  Fehlerfortpflanzungsgesetz

Die heuristische Anwendung des Satzes besteht wieder in der Taylor-Entwicklung bis zu
den Gliedern ersten Grades und der Bestimmung des Erwartungswervektors und der Ko-
varianzmatrix der linearen Approximationen. Sei z. B. Y = X; X, mit E(X;) = u;, Var(X;) =
0'%, COV(Xl,Xz) =012.

Dann ist wegen 0x;x,/0x; = X,:
Y = o+ pa(Xy — )+ pa (Xo — o)

und
E(Y)=uip2

Var(Y) = us0% +u203 + 21 420 12.

Fiir den speziellen Fall 0, =0 kann das Resultat in der {ibersichtlichen Form

Var(Y) o% 03
E(Y?  uf p

(5.13)

festgehalten werden. Dies ist Basis des Fehlerfortpflanzungsgesetzes: Bei der Bildung von
(unabhéngigen) Summen addieren sich die absoluten Fehler (= a?), bei der Multiplikati-
on die relativen Fehler (=0?/u?).

Beispiel 5.2.8 gemeinsame Verteilung zweier Quotienten

Wir bestimmen die gemeinsame Verteilung zweier Quotienten. Seien Y, Y1,, Yo, (n =
0,1,2,...) gemeinsam asymptotisch normalverteilt mit

h.
ui =E(Yi,)=a;+ ;l +0(n™?)  a,#0

und
.
7ij = Cov(Yin, Vjn) = —£ +0(n~?).
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Dannsind Y,/ Yo,, Y2,/ Yo, ebenfalls gemeinsam asymptotisch normalverteilt mit

Y; a 1| biap—ab [ a,c
E |:ﬂ:| — _1 +— 140 - 170 _ izl + 1 300 +O(I’l_2)
Yon ay, n ag ag a;

Y, 1|¢c Cood? 2co1a
Var[ 1"]:—{ U0 1——213 1}+O(n_2)

) 4
Yon no\a a, 0

Yin Y 1 |c Cood1a Co1a2+ Cpoa
Cov[ﬂﬂ}:—{£+ 00d1d2  Co1dz+ Cop2 1}_'_0(”_2).

)
1
Yo Yon n | ag ag a;

Zur Berechnung des Erwartungswertes wurde die Funktion y,/y, in ein Taylorpolynom
um y; = U, yo = Up entwickelt, das nach den Termen zweiten Grades abgebrochen wur-
de. Der Erwartungswert von Y,/ ¥y, und der Erwartungswert des Taylorpolynoms unter-
scheiden sich dann nur noch um O(E|Y;,, — u;|®)-Terme. Da fiir asymptotisch normalver-
teilte Zufallsvariablen v N(Y;, — u;) gilt E(|v/7( Y, — ui)?) = O(N~Y2), ist B(| V;,, — wi]3) =
O(n=2). Die Kovarianzen erhdlt man durch Abbrechen der Taylorpolynome nach den
Gliedern ersten Grades und Benutzung von E(|v/7n(Y;,, — u;)?) = O(1).

Die entstehenden Ausdriicke wurden dabei mit Hilfe der Entwicklung

a+b/n+c/n*> a bd—ael -
A 27 P40
d+e/n+ f/n? d+ d? n+ (™)

weiter vereinfacht.

5.3 Aufgaben

Aufgabe 1
(i) Gegeben sei die Folge von Zufallsvariablen X, : (0,1] — %

n n+1
2k fiir —<w<———1
Xp(w)= 2k - 2
0 sonst
P(X,=2K=27% PpX,=0=1-27%,

wobei k eindeutig bestimmt ist durch n = 2% + m mit 0 < m < 2.
Zeigen Sie, dass diese Folge zwar in Wahrscheinlichkeit, aber nicht mit Wahrscheinlich-
keit eins konvergiert.

(ii) Die Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen X,, sei definiert durch:

Zeigen Sie, dass die Folge zwar im quadratischen Mittel, aber nicht mit Wahrscheinlich-
keit eins konvergiert.






6  Punktschidtzung

Ausgangsiiberlegungen

In diesem Kapitel wird das Problem betrachtet, den unbekannten Wert des Parameters ¥ zu
schitzen, oder allgemeiner den Wert g(1) einer Funktion von . Den Ausgangspunkt dafiir
bildet, dass eine Vorstellung iiber die Verteilung einer Zufallsvariablen X in Form der Zuge-
horigkeit zu einer Verteilungsfamilie .# = {Fy : ¢ € ©} vorliegt. Die Basis fiir Aussagen {iber
den unbekannten Parameter ¥ bildet dann eine unabhingige Stichprobe vom Umfang 7.
Mit der Verteilung von X wird dann auch die gemeinsame Verteilung der X; durch den Para-
meter 1 festgelegt, so dass die Aussage tiber ¥ tatsdchlich auf Basis einer Beobachtung von
Xy, ..., X, gemacht werden kann.

Hier wird weitgehend nur der Fall eindimensionaler Funktionen g(1) berticksichtigt. Neben
dem punktuellen Eingehen auf das Schitzen mehrdimensionaler Parameter gehen wir im
Abschnitt 6.1.7 jedoch weit dariiber hinaus und betrachten die nichtparametrische Schét-
zung von stetigen Dichtefunktionen.

Definition 6.1  Schditzfunktion

X = (X,...,X,) sei eine Stichprobe aus einer Verteilung, die zu der Verteilungsfamilie
F =1{F; : U € ©} gehore. Eine Statistik T(X) heil$t Schdtzfunktion oder kurz Schdtzer fiir
g(%), wenn T den Stichprobenraum in den Wertebereich von g abbildet, und wenn der
Wert von T(X) als Stichprobenndherung fiir g() genommen werden soll.

Beispiel 6.1 Schditzfunktion fiir den Parameter der Poisson-Verteilung

Sei 7 die Familie der Poisson-Verteilungen, die durch den Parameter A charakterisiert
wird. Dannist g;(4) = A von primdrem Interesse. Eine naheliegende Schitzfunktion fiir A
ist wegen E(X)= A das arithmetische Mittel. Aber auch die Standardabweichung g,(A) =
V2 ist in vielen Fillen von Bedeutung. Dafiir bieten sich zwei Schétzer an. Einmal die

empirische Standardabweichung und dann, da o = v'2, auch \/f .

6.1 Schiatzmethoden

6.1.1 Substitutionsprinzipien

Viele theoretische Parameter besitzen empirische Gegenstiicke, so etwa die Wahrscheinlich-
keit eines Ereignisses die relative Haufigkeit, der Erwartungswert das arithmetische Mittel.
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Um zu Schitzfunktionen zu gelangen, liegt es dann nahe, die theoretischen GroBen durch
die entsprechenden empirischen zu ersetzen. Weiter gibt es auch Fille, in denen eine solche
Ersetzung zumindest einen Zugang zu einem theoretischen Parameter liefert.

Im Fall X ~ %(n, p) ist der Stichprobenanteil T(X)= X/n die naheliegende Schétzung fiir p.
Nahegelegt wird T(X) dabei durch das schwache Gesetz der groen Zahlen, das bei grofem
n garantiert, dass T(X) mit groBer Wahrscheinlichkeit einen Wert in der Ndhe vom wahren
Parameterwert p annimmt. Sollen allgemeiner bei einer Multinomialverteilung .# (n, ps, ...,
pi) nicht die Wahrscheinlichkeiten py, ..., px selbst geschétzt werden, sondern der Wert ei-
ner stetigen Funktion g(p;,..., pk), so ist die Schatzfunktion

N, Ne
T(Xl,...,Xn):q(—l,...,—)
n n

plausibel. Dabei ist N;/n der mit der Wahrscheinlichkeit p; korrespondierende Stichpro-
benanteil.

Hangen umgekehrt die Wahrscheinlichkeiten p;, ..., pi stetig von einem (mehrdimensiona-
len) Parameter ¥ ab, so kann ¥ oder eine Funktion von ¥ tiber die Substitution der Haufigkei-
ten fiir die Wahrscheinlichkeiten geschitzt werden, wenn die Inverse existiert, ¥ also selbst
als stetige Funktion der py, ..., pr dargestellt werden kann.

Definition 6.1.1  Prinzip der Héufigkeitssubstitution

Seien die Wahrscheinlichkeiten p;,..., pi stetige Funktionen des Parameters 1 und sei
g(1) eine stetige Funktion von 1, deren Wert geschitzt werden soll. Es gelte

g(@)=h(pr(D),..., pr(D)).

Dann ist der Haufigkeitssubstitutionsschitzer gegeben durch

_ N, N
g(ﬂ):T(Xl,...,Xn)zh(#,...,%). 6.1)

Beispiel 6.1.2  Geschlecht von Kindern

Das Geschlecht von Kindern innerhalb einer Familie kann kaum als unabhingig angese-
hen werden. Ein realistisches Modell fiir die Verteilung des Geschlechts in n Familien mit
zwei Kindern geht aus von der multinomialverteilten 2-dimensionalen Zufallsvariablen

X, = Anzahl der Familien mit zwei Jungen
X, = Anzahl der Familien mit einem Méddchen und einem Jungen.

Dann gilt:
n!

_ _ . X1 Xa (1 _ n—X1—Xo
P((XI’XZ)_(XI’XZ))_xllxgl(n—xl—xz)! py' Py (1—p1—p2) .

Die Wahrscheinlichkeiten p;, p, hdngen nun von zwei Parametern ab:
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p1="11-1>, p2=2(1—"11)9,.
Einfache Umformungen ergeben:

_p
p1+p2/2’

Vo= qo(p1, p2)= % =p1+ &
1

th=qi(p1,p2)= )

Mithin sind ¥, und ¥, stetige Funktionen von (py, p2).

1, kann als die Wahrscheinlichkeit fiir eine Jungengeburt angesehen werden. ¥, erfasst
den ,Haufungseffekt: Im Fall ¥, = ¥, sind die Geburten innerhalb der Familien unab-
héngig, fiir ¥, > ¥, gibt es iberproportional viele gleichgeschlechtliche Kinder.

Fiir eine bestimmte Bevolkerungsgruppe erhielt man bei n = 1275 Familien fiir die je-
weils beiden dltesten Kinder:

X1 = 350, Xo = 587.
Dies ergibt

350/1275 = 350+0.5-587
=0.544 und v,=—————=0.505.
(350+40.5-587)/1275 1275

’51:

Dass ¥, > 1, gilt, zeigt den positiven Haufungseffekt.

Die Gewinnung von Parameterschétzern mittels Ersetzung der theoretischen durch die em-
pirischen Momente rangiert unter dem Namen der Momentenmethode.

Definition 6.1.3 Momentenmethode

Die zu schitzende Funktion g(#) des Parameters # = (1,,...,7,) sei eine stetige Funktion
der ersten k Momente u; = Eﬂ(Xf)(j =1,...,k):

g(®) = h(u (D), ..., wi ().

Mit g; = Z;’:l X{ /n ist der Momentenschditzer fir g(#) definiert durch

g®)=T(Xy,....X)=h(ir, ..., fix). (6.2)

Es werden also die theoretischen Momente durch die empirischen ersetzt.

Beispiel 6.1.4 Momentenschditzer bei Negativer Binomialverteilung

Die Zufallsvariable X sei negativ binomialverteilt, X ~ A %(k, p); ihre Zahldichte ist ent-
sprechend:

k-1
flep, k)= (x—i—x )pk(l—p)x x=0,1,2,...

Dann gilt:

k-(1-p)

e =E021) sy~ Q=P+ k+kp)

p?
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Fiir p und k folgt:

B E(X) B E(X)?
P= E(X?) — E(X)?’ T E(X2)—E(X)?2—-E(X)"

Die Momentenschiitzer fiir p und k lauten also, wenn wir zur Abkiirzung x? fiir S x?/n

schreiben: . )
R X i X2
p = — ) = = _-
x2 — 2 x2 — 32—

Fiir Substitutions-Schétzer spricht, dass sie i.d.R. einfach zu berechnende Schitzer ergeben,
die auch oft intuitiv naheliegen. Leider konnen sie auch nicht-plausible Schéatzungen liefern.
Schon das zeigt, dass unter Umstdnden andere Schitzmethoden sinnvoller sind.

Beispiel 6.1.5 Momentenschditzer bei Rechteckveteilung

Es sei eine konkrete Stichprobe aus einer 2(0, #)-Verteilung gegeben:
x; =0.1, x> =0.8, x3=2.1.
Der Momentenschétzer fiir  ist dann wegen E(X) =3/2:
¥=2-x=20.

Diese Schitzung ist offensichtlich indiskutabel, da bei ¥ = 2 der Wert x5 nicht mdglich
wire.

6.1.2 Die Methode der Kleinsten Quadrate

Die Methode der Kleinsten Quadrate ist neben der im folgenden Abschnitt zu besprechen-
den Maximum-Likelihood-Methode die wohl verbreitste Schiatzmethode. Sie wird in der Re-
gressionsanalyse und davon abgeleiteten Modellen eingesetzt.

Im Signal-plus-Rauschen-Modell,
Y=u+U,

mit E(U) = 0 ist ein plausibler Ansatz, den Parameter u aus einer Stichprobe y,,...,y, so zu
bestimmen, dass die Residuen

Ui=yi—f

moglichst eng um Null konzentriert sind. Das fiihrt auf das Zielkriterium

n n
doai=) (vi—pf = min.
i=1 i=1

Der resultierende Schitzer heilSt Kleinste-Quadrate-Schditzer fiir y.

Im allgemeineren Modell

Yi:gi(ﬁl,...,ﬁp)+Ul‘, i=1,...,n,
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bei dem die Funktionen g; bekannt sind, kann zur Bestimmung der unbekannten Parameter
th,...,¥, der gleiche Ansatz herangezogen werden. Damit er aber sinnvoll bleibt, sind fiir die
Stérungen U; geeignete Annahmen zu machen:

E(U;)=0 1<i<n

Var(U;) =02 1<i<n

Cov(U;, U;)=0 1<i<j<n.
Sind die Funktionen g; differenzierbar und ist der Parameterraum 2 ein offenes p-dimensionales
Intervall, so muss die Losung von

> Wi - g, 9,)) = min 6.3)
i=1

auch die folgenden Normalgleichungen erfiillen:

d Z” .
ﬁ (yi—gi(ﬁl,...,ﬁp))zzo ]:1,...,p,
I =1

bzw.
. d
> - g, 7, 5580 B) =0 j=1..p. (6.4)
i=1 J
Ausgangspunkt fiir diese Regressionsmodelle bilden die linearen Regressionsmodelle, die
auch von der strukturellen Seite her von besonderem Interesse sind.

Beispiel 6.1.6 lineares Regressionsmodell
In dem linearen Regressionsmodell
Yi=0g+0xi+...+0,x, + U, i=1,...,n,
mit E(U;) =0, Var(U;) = o2 fiir 1 < i < n und Cov(U;, U;) =0 fiir i # j fiihrt das Zielkrite-
rium
" !

Z(yi —Jo—thx;—... —ﬁpxpi)z = min

i=1
auf die Normalgleichungen

n
—22()/1' —ﬁo—ﬂlxi — ... —ﬁpxpi): 0
i=1

n
—ZZ(yl-—ﬂo—ﬁlxi—...—ﬁpxpi)xjizo jzl,...,p.
i=1

Diese lassen sich kompakt angeben, wenn wir die Matrizenschreibweise verwenden:

1 1.1 1 1 X1 ... Xp1 o 0
X11 X12 ... X1 V2 1 X12 ... xpg 191 0

Xp1 Xp2 ... Xpn Vn 1X10 .. Xpn Do 0
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Mit
1 X11 .-+ Xp1 Y U,
1 X12 ... xpg ! !
X=1. . . ) Y= . U= :
C Y, U,
1 X1 . Xpn " "
wird das lineare Modell zu
Y=X0+U. (6.5)

Die Normalgleichungen lauten mit & = (9, ,..., ﬁp)T und 0=(0,0,...,0)T:
X'y-x)b=0

oder A
X'x9=X"y. (6.6)
Sofern die Inverse von X7 X existiert, erhalten wir fiir 9:
T=x"xX)X"y. (6.7)

Im Fall p = 1 konkretisiert sich die vorletzte Gleichung zu

nooyoxi ) [ X%
Sxiyx )\ h ) \ Xy )

Daraus erhalten wir die expliziten Losungen

o s SxiYi/n—-%-Y
Uo=Y —xX, h=S————
0 1X 1 le?/n—fcz

Beispiel 6.1.7 Bremsweg von Kraftfahrzeugen

Es ist wohlbekannt, dass eine Strecke, die ein Kraftfahrzeug zum Anhalten braucht, von
seiner Geschwindigkeit (X) abhéngt. Diese Abhéngigkeit ist dergestalt, dass der Brems-
weg (Y) mit dem Quadrat der Geschwindigkeit wéchst. Es wird daher erst nach einer
Transformation von X ein lineares Regressionsmodell unterstellt:

Yi=9+"hx;+U; i=1,..,18.

Eine Serie von 18 Messungen ergab die folgenden Werte (aus: Mosteller, Fienberg & Rour-
ke (1983)):

Geschw. Bremsweg Geschw. Bremsweg

(mph) Geschw.?2  (FuB) (mph) Geschw.?  (FuB)
20 400 12.3 40 1600 68.9
20 400 16.8 50 2500 121.0
20 400 14.5 50 2500 130.0
30 900 27.0 50 2500 123.2
30 900 34.8 50 2500 116.6
30 900 31.4 60 3600 179.2
30 900 38.4 60 3600 171.6
40 1600 70.6 60 3600 151.3
40 1600 75.5 60 3600 166.4
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Die Kleinste-Quadrate-Methode liefert die Schitzwerte ¥, = —7.241 und 1, = 0.0494.
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ADbb. 6.1: Geschwindigkeit und Bremsweg

In vielen Anwendungen ist es unrealistisch, von gleichen Varianzen der Stérungen U; im Re-
gressionsmodell auszugehen. Wenn die Abhéngigkeit der Varianzen von den Tragerpunkten
x; sich durch einen multiplikativen Faktor erfassen ldsst, Var(U;) = w;o?, spricht man von
einem heteroskedastischen Modell (im Gegensatz zu einem homoskedastischen, bei dem die
w; alle gleich sind). Dann fiihrt die Methode der Kleinsten Quadrate nicht mehr zu opti-
malen Schétzungen, vgl. Satz 6.2.23. Wenn aber die w; bekannte Gewichte sind, kann das
Modell transformiert werden, so dass wieder optimale Schédtzungen erhéltlich sind. Fiir das
einfache lineare Regressionsmodell

Yl-:1?0+1?1xl-+Ui, i=1,...,n,

fiithrt das zu

_ Y; _ Vo +hx; " U;
VWi VWi Vv Wi

Dann ist Var(U;//w;) = w;0%/(/w;)?> = 0 und die Z; erfiillen die Voraussetzungen an das

Regressionsmodell. Die Methode der Kleinsten Quadrate fithrt dann auf das Zielkriterium

Z;

i=1,...,n.

n

1 |
Z;(yi—ﬂo—ﬁlxi)z = min. (6.8)

i=1

Aus offensichtlichen Griinden spricht man dann von einer gewichteten Kleinste-Quadrate-
Schétzung. Mit einer Verallgemeinerung der GKQ-Methode ldsst sich auch die Situation kor-
relierter Stérungen meistern.
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Beispiel 6.1.8 Durchmesser von Erbsen

Viele Ideen der Regressionsanalyse erschienen zuerst in den Arbeiten von Sir Francis Gal-
ton. Im Rahmen der Diskussion der genetischen Vererbungslehre betrachtete er auch die
folgenden Daten iiber die GroRRe von Erbsen. Die Erbsen wurden nach ihren Durchmes-
sern in verschiedenen Gruppen eingeteilt. Daraus wurden neue Pflanzen gezogen, und
die Durchmesser der Erbsen der nachfolgenden Generation wurden ermittelt. Nur die
mittleren Durchmesser und Standardabweichungen wurden mitgeteilt (nach Weisberg
(1985)). Die Angaben sind in 1/100 inch.

Durchmesser der Erbsen| Mittlerer Durchmesser der | Standard-
der Elterngeneration |Erbsen der Tochtergeneration |abweichung
21 17.16 1.988
20 17.07 1.938
19 16.37 1.896
18 16.40 2.037
17 16.13 1.654
16 16.17 1.594
15 15.98 1.763

Da zu jedem x-Punkt unterschiedliche y-Punkte gehoren, fiir die auch die Streuungen
mitgeteilt sind, ist hier der Ansatz

Vi=to+txi+U;, Var(U)=wjo® i=1,...,7

mit w; = s? sinnvoll, da die empirischen Varianzen sinnvolle Schitzungen der theoreti-
schen sind.

6.1.3 Maximum-Likelihood-Methode

Im Kapitel 4 wurde dargelegt, dass die Likelihoodfunktion das Verbindungsglied zwischen
einer realisierten Stichprobe x;,..., x, und dem zugrunde liegenden Verteilungsmodell dar-
stellt. Das Likelihood-Prinzip sagt, dass alle Information tiber den unbekannten Parameter
¥ in der Likelihoodfunktion enthalten ist.

Der Maximum-Likelihood-Ansatz fordert, als Schatzung fiir ¥ den ,plausibelsten‘ Parame-
terwert zu wéhlen; das ist derjenige Wert, bei dem die Likelihoodfunktion ihr Maximum an-
nimmt.

Definition 6.1.9 Maximume-Likelihood-Schditzer

Sei X3, ..., X, eine Zufallsstichprobe aus f(x;9), ¥ €0, und sei L(1) die zugehorige Like-
lihoodfunktion. Jeder Parameterwert 1, der die Likelihoodfunktion maximiert,

L(®)> L(#) fiir alle ¥ €O,
heillt Maximum-Likelihood-Schdtzwert fiir 9.

Die Maximume-Likelihood-Schditzfunktion H(Xq,..., X,) ist die Stichprobenfunktion, die
jeder Stichprobe den Maximum-Likelihood-Schétzwert zuordnet.
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Den ML-Schiitzer fiir eine Funktion g() des Parameters ¥ erhalten wir als entsprechende
Funktion g(%) des ML-Schétzers ¥ von 9.

Beispiel 6.1.10 ML-Schditzer bei einer Gleichverteilung

Sei Xj,..., X, eine Zufallsstichprobe aus einer Gleichverteilung,

1

— O<x<
fl;hH=¢ 7 9> 0.
0

sonst

Fiir eine Zufallsstichprobe x;,..., x,, hat die Likelihoodfunktion die folgende Gestalt:

L(9)

0 Xn:n 9
ADbb. 6.2: Likelihoodfunktion der Gleichverteilung

Daraus ist elementar zu ersehen, dass der ML-Schétzer hier lautet:

19(X1,...,Xn):Xn;n = max{Xl}
1<i<n

Um den ML-Schédtzwert numerisch zu bestimmen, wird i.d.R. zur Loglikelihoodfunktion
iibergegangen:

z(ﬁ,xl,...,xn)zlnL(ﬂ,xl,...,x,,)zln(f(xl;ﬁ)'...-f(xn;ﬁ)):Zlnf(xi;ﬁ).

i=1

£ nimmt sein Maximum an der gleichen Stelle an wie L. Diese Stelle wird durch Nullsetzen
der ersten (partiellen) Ableitung(en) von L nach ¥ gefunden. Der ML-Schétzer ¥ ist dann
Losung der Likelihoodgleichung

2 f(x;;9)/09
Z%Inf( xi;0)= 2 o) = (6.9)
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Die Likelihoodgleichung bildet die Basis fiir die Bestimmung der ML-Schitzer, auch wenn
das Verschwinden der ersten Ableitungen nur eine notwendige Bedingung fiir Extrema von
differenzierbaren Funktionen ist. Hinreichend dafiir, dass an der gefundenen Stelle tatsach-
lich ein Maximum vorliegt, ist bekanntlich, dass die zweite Ableitung dort kleiner als null ist.
Das Erfiilltsein dieser hinreichenden Bedingung werden wir im Folgenden i.d.R. nicht weiter
nachvollziehen.

Ist der Parameter 9 mehrdimensional, so bleibt die Definition der ML-Schitzfunktion na-
tirlich die gleiche. Zur Bestimmung von (¥, . ..,ﬂp) sind dann die partiellen Ableitungen
der Loglikelihoodfunktion zu berechnen und das aus dem Nullsetzen resultierende System
der Likelihoodgleichungen zu 16sen:

"0 f(x;th,...,T,)/00;
=0 i=1,...,p. (6.10)
2 FCi 01,0, ,) ! P

i=1

Beispiel 6.1.11 ML-Schditzer bei einer Normalverteilung

Seien Xj, ..., X,, unabhingige ./ (u, 02)-verteilte Zufallsvariablen. Die Loglikelihoodfunktion

st
n

n n 1
2L(p,0%)=—In(2m) = - In(0*) = >—3 > (xi — ).
i=1

Die Likelihoodgleichungen sind:
1 -
57 2ia(xi—A)=0,
n
202

Die ML-Schitzer sind also in diesem Fall g = X und 62 = (X; — X)?/n.

+ 07 i (X — P =0,

Beispiel 6.1.12  Geschlecht von Kindern - Fortsetzung von Seite 162

Die gemeinsame Verteilung von (Xj, X,) mit X; = Anzahl der Familien mit zwei Jungen
und X, = Anzahl der Familien mit einem Mddchen und einem Jungen ist:

n!

P((X1, Xp) = (%1, X2)) = —— R 2 G il 7
X11x1(n — x1 — x0)!

wobei p; =1 - ¥, p2 =2(1 — U,)¥,. Die Loglikelihoodfunktion lautet:
‘g(ﬂl!ﬂbxl)xz)

n!
:ln<x1!x2!(n T —xg)!> +x1-In(p1)+x2 - In(p2) +(n —x1 — x2) - In(1 — p1; — p)

|
—In e +x,(Ind, +1nd,)
x1!x!(n—x1—x)!

+x2(ln(1 —ﬁ1)+lnﬂ2)+(n — X1 —xz)ln(l +ﬁ1ﬂ2 - 2172)
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Somit sind die partiellen Ableitungen:

Vol X1 X2 n—Xxiy—XxX
(), 00 %1, %) = L — 9
g9, 2O V2x1,%0)= g = g+ g g v
0 X1 X n—x;—Xx;
0,0 xy, k)= Ly 2 TNITR g gy
g9, L0 xX) =5 g, —ag, (2

Nullsetzen ergibt die Likelihoodgleichungen:

X X n—Xx;—Xx .
I Ll R
th 1=t 1+010,-20,
X1 Xo n—Xx;—XxX N
D, D, 1409, 20, %:=2)
mit den Losungen:
o 2Xx A 2x1+x
bh=—— =2
2X1+ Xxo 2n

Im letzten Beispiel wurde nicht verifiziert, dass die Likelihoodfunktion bei der gefundenen
Losung der Normalgleichungen tatsdchlich ein Maximum annimmt. Dies ist aber im Prinzip
mdoglich. Im folgenden Beispiel wird ein einfaches Maximierungsargument verwendet, um
fiir einen Spezialfall das Vorliegen eines Maximums zu begriinden. Der dort anzusprechende
empirische Median X ist definiert durch

X(n+1)/2:n falls n ungerade

r= Xnj2:n +X14+n/2:n ; (6.11)

5 falls n gerade

dabei ist x;.,, der it’-kleinste Wert von x1,...,X,.

Beispiel 6.1.13  ML-Schditzer bei einer Laplace-Verteilung

Sei Xj, ..., X, eine Zufallsstichprobe aus
1
f(x;ﬂ)ziexp[—|x—ﬁ|], XER, 1€O®=R.

Gesucht ist der ML-Schitzer fiir 9. Die Loglikelihoodfunktion lautet, wenn xj, ..., x, eine
feste Stichprobe ist:

n n
L@)=-n-@)-Y |t —0=-n-In@2)-Y_ ((xi—97)".
i=1 i=1
Die Funktion (1) ist tiberall stetig und bis auf die Stellen ¥ = x,..., x,, differenzierbar.
Sofern die Ableitung existiert, gilt:
n n X;— 9

0 , -1/
S5 L =2' =3 ((xi—F) Fai-n=)" =9

i=1 i=1
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Sei nun xy.,,..., X, die geordnete Statistik. Fir ¥ < x;.,, gilt £’(¥) = n, da (x; —9)/|x; —
9] =1 fur alle i. Wenn x1., < ¥ < Xo., SO ist /(N =(n—1)-(+1)+1-(-1)=n—2.
Bei x2., < ¥ < x3., wird £/(%) = n — 4 usw. £’(#) ist also positiv fiir i < n/2 und fir
i >(n+1)/2 negativ.

Da der Graph von £ () ein stetiger Polygonzug ist, folgt, dass () fiir ungerades n auf
dem Intervall (—00; X(,41)/2:n] streng monoton wachsend ist und dann monoton fallend.
Fiir gerades n liegt der hochste Punkt auf dem horizontalen Segment {(, £ (9))|x/2:n <
U < X14n/2:n}. Somit ist der Stichprobenmedian der ML-Schétzer fiir 9.

Satz 6.1.14 Eindeutigkeit von ML-Schéitzern

Sei T eine suffiziente Statistik fii¥ den Parameter ¥ der Verteilungsfamilie { f(x1,...,x,; )|
U € ©}. Wenn ein ML-Schétzer ¥ fiir ¥ existiert und eindeutig ist, so ist er eine Funktion
von T.

Beweis: Da T suffizient ist, gilt nach dem Faktorisierungssatz:

[y, .., x ) =h(xy,...,x,) - 8(T(xy,...,x,);0).

Die Maximierung der Likelihoodfunktion bzgl. ¥ ist daher dquivalent zur Maximierung
von g(T(xy,...,x,);9¥). Diese Funktion hidngt aber nur tiber 7 von xy, ..., x, ab.

Die Bedeutung der Eindeutigkeit des ML-Schétzers in der vorigen Aussage wird durch das
folgende Beispiel deutlich.

Beispiel 6.1.15  Nichteindeutigeit von ML-Schditzern
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablen X sei

0.25 x=1,2
flx;9)=1¢ 0.2540.25-9 x=3
0.25—-0.25-7 x=4

wobei ¥ € @ =[0;1]. Bei n =1 sind alle Stichprobenfunktionen

d(x)=

o~ T Q
BT T T
I
W N =

mit 0 < a,b < 1 ML-Schitzer fiir 9. Fiir a # b ist #(x) keine Funktion der suffizienten
Statistik

2 x=12
T(x)=< 1 x=3
0 x=4

6.1.4 Numerische Bestimmung von ML-Schétzern

Anhand eines Beispiels soll zuerst verdeutlicht werden, dass der ML-Schétzer in vielen prak-
tisch relevanten Anwendungen nicht explizit angegeben werden kann. Dann hilft nur noch
die Bestimmung mittels einer geeigneten numerischen Routine.
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Beispiel 6.1.16  gestutzte Poisson-Verteilung

X habe eine gestutzte Poisson-Verteilung:

e~ X
fosN=1—0m 7 =123

Der Parameter A soll mit der Maximum-Likelihood-Methode aus einer Stichprobe vom
Umfang n geschétzt werden.

Die Likelihoodfunktion lautet:

n n e A%
t=1[fesn=1l—= -

? . e x;!
i=1 i=1

Das fiihrt auf die Loglikelihoodfunktion:

LN =-ni-n-In(1-e™? <Zx> In(A) — Zln(xl').

Nullsetzen der ersten Ableitung liefert:

exp(—2) A .
T (=) 1—exp(—A1) le N l—eXp(—jt)_x.

Daraus ist A nicht explizit bestimmbar.

Numerische Losungen liefert etwa das Newton-Verfahren, das iterativ vorgeht, um die Null-
stelle einer Funktion h(x) zu berechnen. Das Newton-Verfahren beruht auf einer Taylor-
Approximation, bei der nur die erste Ableitung beriicksichtigt wird.

Ist x¢ eine Nullstelle von h(x) und x ein in der Ndhe von x, liegender Wert, so gilt approxi-
mativ:

0= h(xo) = h(x)+ h(x)-(xg—x).
Umstellen ergibt
_ hx)
W(x)

Xo =

Wird nun mit einem Niherungswert x(¥) gestartet, so ergibt sich mittels dieser Beziehung ei-
ne neue Nidherung x( die (hoffentlich!) dichter bei der Nullstelle liegt. x(!) wird dann erneut
verwendet, um eine abermalige Verbesserung zu erhalten:

k
L+ _ o )
Y (x (k)

k=0,1,2,... (6.12)

Das Verfahren stoppt, wenn die Abweichung von h(x(¥)) von Null bzw. die Anderung nur
noch unterhalb einer vorgegebenen Toleranz liegt.
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Beispiel 6.1.17  gestutzte Poisson-Verteilung - Fortsetzung von Seite 173

Wir setzen dasletzte Beispiel fort. Es ist die Nullstelle der Funktion h(A) = x-(1—exp [—A])—
A zu berechnen.

Ausgehend von einem Startwert A®) erhalten wir sukzessiv bessere Ndherungen entspre-
chend der obigen Iterationformel. Wird hier A© = % gewihlt, so gilt fiir AQ):

exp(—)

A7) — &
H T w1

Wir betrachten nun die numerische Bestimmung der Parameter in verallgemeinerten linea-
ren Modellen mit natiirlicher Linkfunktion, vgl. Abschnitt 3.2.10.

Sei V3, ..., Y, eine Zufallsstichprobe aus einer Verteilung mit der Dichte

f(y;zi, B)=expln:y +d(n:)+Sy)] x La(y),

wobei 1; = Bo+ frizii+...+ Bpzpi = z;B" mit bekannten Vektoren z; = (Zi1,.rzip) (i =
1,...,n) von unabhingigen nichtstochastischen Variablen sind und 8 = (8, £1,..., 8,) ein
Vektor unbekannter Parameter ist.

Die Loglikelihoodfunktion lautet

L(Bo,Brr--Bp) = Y _mivi+ Y _dm)+ Y S
i=1 i=1 i=1

n n n
= yizif"+> _d@iB+) Sy
i=1 i=1 i=1
Die partiellen Ableitungen sind, wenn wir zo; =0 fiir i = 1,..., n setzen:
0.y n n ) .
a—/aj:iz:;inij+;d(ZiﬂT)Zij j=0,1,...,p.
Als Likelihoodgleichungen erhalten wir
n n
Zyizij+2d’(ziﬁT)zij:0 jZO,l,...,p.
i=1 i=1

Wegen E(Y;) = —d’(z; "), vgl. Abschnitt 3.1.5, kénnen wir das unter Verwendung der iibli-
chen Symbolik E(X;) = u; auch in der Form

n
Zzij(J’i_Ui):O j=0,1,...,p (6.13)
i=1

angeben.

In der Regel hédngt u; nichtlinear von den interessierenden Parametern ; ab. (Die grofe
Ausnahme bildet das lineare Regressionsmodell mit normalverteilten Stérungen.) Um das
Gleichungssystem zu l6sen, geht man wieder iterativ vor:
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1. Zuerst werden Startwerte ﬁ](-o) fiir die 8; bestimmt.

2. Dann ersetzt man u; = —d’(z; ﬁ(O)T) durch eine Taylor-Approximation erster Ordnung
um B

3. Die Losung des linearen Gleichungssystems (6.13) ergibt eine Korrektur, sagen wir d f3,
der letzten Schitzung. Damit wird die Verbesserung %™V .= %) + 4 B bestimmt.

4. Anschliefend wird k := k 4+ 1 gesetzt und nach 2. zuriickgegangen, sofern ein geeignetes

Stoppkriterium noch nicht erfiillt ist.

Die resultierende Schétzung ist nicht notwendig eine Losung des Ausgangsproblems. Auch
kann es zu Problemen bei der numerischen Bestimmung kommen, sofern die Startwerte
nicht hinreichend gut waren.

Beispiel 6.1.18  Verluste im Kiihlwassersystem - Fortsetzung von Seite 107

Sei Y, ..., Y, eine Zufallsstichprobe aus einer Poisson-Verteilung, wobei die Erwartungs-
werte u; der ¥; gemald

i =exp[Bo+ Piz;]

von einer unabhingigen deterministischen Variablen abhidngen. Dann sind die Like-
lihoodgleichungen gegeben durch:

5 /5 —Z(Bo, B1) = Z(yl —exp[Bo+Bi2i)) =0,

ﬁ =L (Po,fr) = Zz (vi —expl[Bo+ B12:]) =0.

Um dieses Gleichungssystem zu l6sen, approximieren wir exp|[fo + f1z;] linear:
explfo+ izl Zexp B+ 0zi | +exp| B+ Bz (B ")
+z; exp{ ﬁ } (ﬂl —/5{0)) .

Diese Approximation wird oben eingesetzt, die Losung des resultierenden linearen Glei-
chungssystems ergibt die Korrekturen d f3;.

Startwerte erhalten wir etwa mit der KQ-Methode tiber den Ansatz

In(y;) = o+ Prz: +U; i=1,...,n.

6.1.5 M-Schitzer

In vielen Anwendungen wird unter Hinweis auf den zentralen Grenzwertsatz fiir die betrach-
tete Zufallsvariable eine Normalverteilung unterstellt. Bei Datensitzen zeigen diagnostische
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Grafiken, wie etwa QQ-Diagramme} in der Tat im mittleren Bereich oft eine recht gute Uber-
einstimmung mit der Normalverteilung. An den Rédndern besteht dagegen héufig eine gro-
Rere Diskrepanz. Besonders deutlich wird sie, wenn sich ein gréRerer Anteil extremerer Wer-
te in der Stichprobe befindet, als bei Gtiltigkeit der Normalverteilung zu erwarten wére.

Bei diesen Gegebenheiten ist eine ML-Schitzung auf Basis der Normalverteilungsannahme
nicht mehr addquat. Besser geeignet sind dann Schétzer, die einerseits analog zu den ML-
Schitzern konstruiert sind, andererseits aber dem skizzierten Erscheinungsbild Rechnung
tragen. Um diese Schdtzer vom Maximum-Likelihood-Typ, kurz M-Schditzer, zu motivieren,
betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 6.1.19 ML-Schditzer fiir den Lageparameter der Huber-Familie

Die Verteilung der Zufallsvariablen X gehore zu einer Lage-Familie Z = { f(x)| f(x —7) =
fo(x), 7 € R}, wobei die Dichte fy(x) gegeben ist durch

1—¢€

—— e /2 x| <k
V2m -
=4 " (6.14)
ST ek ek x>k
e e X .
V21

Diese Verteilungen wurden von Huber vorgeschlagen; wir bezeichnen sie als Huber-Fami-
lie. Die Verteilung ist im zentralen Bereich eine Normalverteilung und an den Rédndern
entspricht sie der Laplace-Verteilung. Die Parameter € und k sind verkniipft geméaQ:

e _20() .
== & 20(—k).

Der ML-Schétzer fiir # ergibt sich wie tiblich als Losung von

> Inf(x; —#) = max

i=1

oder dquivalent als Losung von

—Zlnf(xi —10) = min.

i=1

Diese Umformung wird nahegelegt durch die Interpretation von —In f(x—1) als Abstand.
Bis auf eine Konstante gilt ndmlich:

(x —19)? lx =<k
—In f(x—9)= .
klx —9| lx—9|>k

Das Minimierungsproblem fiihrt somit auf die Losung der Gleichung

0 f(x;—10)/00
P o

1Bei QQ-Diagrammen werden die geordneten Werte x;., in Abhéngigkeit von den theoretischen F~1((i —0.5)/n)
dargestellt. Vgl. EinfStat.

i=1
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Die Summanden (x; — %)= (0 f(x; —#)/09)/ f(x; — ) der letzten Gleichung zeigen, mit
welchem Gewicht die einzelnen Beobachtungen bei der Bestimmung von 9 eingehen. Es
ist

Xi— ) |xl- — 79| < k

. (6.15)
k - sign(x; — ) lx; =9 >k

w(xi—f/‘)Z{

Damit reflektiert die ML-Schéitzung genau die Konstruktion der Dichte. Extreme Wer-
te werden wie bei der Laplace-Verteilung nur entsprechend ihrer rechts-links-Lage vom
Zentrum berticksichtigt. Werte im mittleren Teil des Datensatzes kommen wie bei der
Normalverteilung mit dem vollen Gewicht zur Geltung.

Beispiel 6.1.20 ML-Schditzer fiir den Lageparameter der Cauchy-Verteilung

X habe eine Cauchy-Verteilung mit dem Skalenparameter 7 =1,

1 1
flx;0)= T
Der ML-Ansatz fiihrt hier zu
;% :;Wxi—ﬁ):(),
wobei
Yx—9)= % .

Die Cauchy-Verteilung produziert mehr sehr extreme Werte als die Normalverteilung.
Das fiihrt dazu, dass sehr weit vom Zentrum weg liegende Beobachtungen ein mit wach-
sender Entfernung abnehmendes Gewicht bzgl. der Bestimmung des Schitzwertes von
1 erhalten. Im Zentrum jedoch ist 1(u) fast linear, also fast gleichwertig mit der Normal-
verteilung.

Die beiden Beispiele geben Anlass, eine Klasse von Lage-Schitzern dadurch zu definieren,

dass ein geeigneter Abstand p(x — ) vorgegeben wird und die Aufgabe > p(x; — 1) = min
durch Losung der entsprechenden Gleichung E?:l Y(x; — 1) =0, wobei Y(u) = p’(u) gilt,
erledigt wird. Einen Schritt weiter gehend kann man statt der p-Funktion auch gleich die
1y-Funktion vorgeben und die Lageparameter durch Lésung dieser Gleichung ermitteln.

Definition 6.1.21  M-Schditzer

Sei Xj, ..., X, eine Zufallsstichprobe aus einer Verteilung mit dem Lageparameter 9. Ein
M-Schditzer fuir 9 ist dann jede Losung von

> plxi—9)=0.

i=1

Dabei ist die ¢y -Funktion geeignet gewahlt.
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M-Schitzer enthalten ML-Schitzer als Spezialfille. Sie unterscheiden sich darin, dass die
yp-Funktion nicht mehr durch das Modell festgelegt wird, sondern aufgrund gewisser Eigen-
schaften, die die resultierenden Schétzer haben sollen. Der Hintergrund fiir diese Betrach-
tungsweise ist die Einschédtzung, dass das zugrunde liegende Modell i.d.R. nicht bekannt
und die Unterstellung einer speziellen Verteilung wie der Normalverteilung nicht addquat
ist.

Die Einteilung der Schétzer erfolgt in der Regel {iber ihre y-Funktionen, die auch fiir die Be-
stimmung der Schétzwerte eine zentrale Bedeutung haben. Bei Hubers y-Funktion werden
‘zu grof3e’ Abstdnde etwas heruntergewichtet; bei der aus der Cauchy-Verteilung abgeleite-
ten geschieht das noch stérker. Letztere ist ein Beispiel fiir eine sogenannte redescending’
y-Funktion, bei denen vy(u) — 0 fiir || — oo. Diese wurden von verschiedenen Autoren vor-
geschlagen, um sich stdrker gegen extreme Werte zu schiitzen. Dazu gehort z.B. auch Tukeys
Biweight

u(62—u2)2 lul<6
Ylu)= :
0 |u|>6
sowie die y-Funktion von Hampel:
u lul<1.5
1.5-sign(u) 1.5<|ul< 3.6

Y= 0.341-(8—|ul)-sign(u)  3.6<u[<8.0

0 8.0 <|u|
Die y-Funktionen hingen in den meisten Féllen von geeigneten Tuning-Konstanten ab.
Diese kommen ins Spiel, weil bei den p-Funktionen, die ja als Abstédnde interpretierbar sind,
eine Skalierung nicht automatisch passiert. M-Schitzer sind in der Regel nicht Lage- und

Skalen-dquivariant, d.h. fiir sie gilt i.d.R. nicht T(a + bx,...,a+ bx,) =a+bT(x,...,xp).
Das Abstandsquadrat und der Betrag bilden eine Ausnahme.

Daher ist die Berticksichtigung der Streuung in den meisten Féllen wesentlich. Einmal kann
das geschehen, indem die Daten zun4chst standardisiert werden. Dazu wird i.d.R. der MAD,
der Median der absoluten Abstinde vom Median verwendet:

7=1.483-med {|x; —med{x;: 1<i<n}|: 1<j<n}. (6.16)

Der Faktor soll diesen Schétzer im Fall der Normalverteilung zu einem geeigneten Schitzer
fiir die Standardabweichung o machen.

Zum anderen gibt es auch M-Schétzer fiir Skalen-Parameter. Fiir die Motivation der De-
finition betrachten wir die Likelihoodgleichungen einer Lage-Skalen-Familie & = {f((x —
M/7)/t|PeR, v >0} MityY(u)= f'(u)/f(u) konnen diese in der Form

iz::lp(xi;ﬂ) o,
zn: {xi;ﬂﬂ#(xi;ﬁ) _1] o

i=1
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geschrieben werden. Fiir die simultane M-Schitzung des Lage- und des Skalenparameters
ist also ein Gleichungssystem der Form

le(xcf >=0 und ;;{(xcf )20

i=1

zu 16sen. Die Tuningkonstante ¢ wird dabei i.d.R. so gewéhlt, dass unter der Normalvertei-
lung der Schitzer 7 giinstig fiir die Schédtzung der Standardabweichung ist. Die Funktion
y(u)ist gerade, y(—u)= y(u). Oft wird y(u)=1(u)?> — 1 empfohlen.

Simulationsstudien haben allerdings gezeigt, dass die Vorabschédtzung mittels MAD oft nicht

schlechter oder sogar besser ist als die simultane M-Schétzung von Lage- und Skalenpara-
meter.

In noch gréBerem AusmaR als bei den ML-Schétzern miissen iterative Verfahren zur nume-
rischen Bestimmung eingesetzt werden. Fiir die numerische Bestimmung der M-Schétzer
der Lage konnen iterativ neu gewichtete Mittelwerte herangezogen werden.

Seidazu w(u) definiert durch w(u):= u-1(u). Setzen wir dies in die Bestimmungsgleichung
fiir den Lageparameter ein, so erhalten wir:

nxi—f/‘ (xi—f/‘>
- cT cT

S xiw((x —19)/ct)
S w((xi—19)/ct)
Haben wir einen Startschitzer fiir , etwa den Median der Stichprobe, so kénnen wir mit
diesem die Residuen u; = x; — U bestimmen, diese auf der rechten Seite von (6.17) einset-
zen und erhalten so eine neue Schétzung fiir 9. Das Verfahren wird iteriert, bis sich keine

wesentlichen Anderungen mehr ergeben.

Umsortieren ergibt:

"9:

(6.17)

Die so bestimmten M-Schétzer werden bisweilen auch als W-Schditzer bezeichnet.

6.1.6 L-Schatzer

Wie die M-Schétzer ist die Klasse der L-Schétzer im Rahmen der Betrachtung von Methoden,
die unempfindlich gegen einzelne extreme Beobachtungen sind, ins Blickfeld des Interesses
geriickt. Einen ihrer Ausgangspunkte haben sie u.a. in der von vielen Anwendern praktizier-
ten Vorgehensweise, zu extreme Werte aus dem Datensatz zu eliminieren. Das fiihrt sofort
zu dem getrimmten Mittel, bei dem jeweils a - 100% der Beobachtungen an den Rédndern
weggelassen werden. Wir definieren L-Schétzer zun4chst allgemein.

Definition 6.1.22  L-Schditzer

Ein L-Schditzer fiir den Parameter ¥ ist eine Statistik L, die sich als Linearkombination
der geordneten Statistiken X,.,, darstellen ldsst,

n
L=LX1,... X))= Y CniXim» (6.18)
i=1
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und deren Wert als Schitzwert fiir 7 verwendet werden soll.

Beispiel 6.1.23
(i) Das a-getrimmte Mittel ist fiir 0 < a < 0.5 gegeben durch

n—[na)

1
Tr=— Xin.
n—2[na Z i

i=[nal+1

(ii) Das a-winsorisierte Mittel mit 0 < a < 0.5 lautet:

1 n—[nal
XW,a = ; [na]X[na]:n + Z Xin+ [na]Xn—[na]:n

i=[nal+1

An den Riandern werden also jeweils etwa (1 — a)100% der Beobachtungen durch
den zugehorigen innersten Wert ersetzt.

(iii) Der Quartilsabstand ist — bis auf einen konstanten Faktor — ein L-Schéitzer fiir den
Skalenparameter:

T =Xpan/a:n — X(njapn-

Eine die meisten verwendeten Schitzer umfassende Teilklasse der L-Schitzer ist gegeben

durch
1 — i m
L= Z](n + 1) Xion+ D aiXinppn- (6.19)

i=1 j=1

Hier reprasentiert J(u), 0 < u < 1, eine Gewichte generierende Funktion. Weiter wird an-

genommen, dass 0 < p; < pp < ... < p;, < 1 und dass ay,...,a, von Null verschiedene
Konstanten sind.

Die Ausgangsform der L-Schétzer erhalten wir also, indem die ¢, ; gleich den J(i/(n+1))/n
gesetzt werden plus einer additiven Konstanten a;, falls i = [np;] fiir ein geeignetes j €
{1,2,..., m}. Somit sind die Schitzer der Teilklasse charakterisiert als Summe zweier spezi-
eller Formen von L-Schétzern; J(u) ist typischerweise eine recht glatte Funktion, wihrend
der andere Teil die gewichtete Summe einer festen Anzahl von Quantilen ist. Oft interessiert
nur einer der beiden Teile, so dass dann J(u) =0 bzw. a; =0 gesetzt wird.

Beispiel 6.1.24  Einige L-Schdtzer

(i) Das a-getrimmte Mittel T ist asymptotisch von der angegebenen Form mit m =0
und

1/(1-2a) fira<u<l—-a
J(u)=
0 sonst .

(ii) Das a-winsorisierte Mittel ist asymptotisch dquivalent zu einem Schétzer der an-
gegebenen Form mit m =2, py=a, po=1—aund a; =a, =a und
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1 fira<u<l—-a
J(u)= ,
0 sonst

(iii) Der Quartilsabstand ist im Wesentlichen von der angegegbenen Gestalt. Dazu sind
J(u)=0, m=2, p; =0.25, p, =0.75, a; =—1 und a, = 1 zu setzen.

6.1.7 Dichteschdtzung

Um sich einen Eindruck tiber die Gestalt der zugrunde liegenden Verteilung zu verschaf-
fen, wird man in aller Regel erst einmal ein Histogramm zeichnen. Dies ist die verbreitetste
nichtparametrische Dichteschidtzung. Dabei geht man von einer vorgegebenen Klassenein-
teilung xj < xj <... < x} aus. Dann nimmt es fiir eine Stichprobe xy,...,x, die folgende
Form an:

R 1 — 1 "
foo=— Zf(x;ﬂ,x;](xi)w fir xe(xi_ x5 k=1,...,m.
i=1 k k-1
Dabei ist I(y; .:)(x) die Indikatorfunktion fiir die i’te Klasse, [4(u) =1 fiir u € Aund =0
sonst.

Das Histogramm ist unstetig und hiangt sehr stark von der Wahl der Klassengrenzen ab. Als
naheliegende Verbesserung bietet sich daher an, die Klassen tiber den Bereich der Beobach-
tungen 'gleiten’ zu lassen. Das fiihrt bei einer festen Klassenbreite i zu

A 1 < 1 « X —X;
= — I _ i)— — I .
fx)=1— 12:1: (e=h/2eh/2)(Xi) = 7 — ; (-1/2,1/2] ( A )

f(x) hat eine enge Verwandtschaft mit einer Approximation der Ableitung der empirischen
Verteilungsfunktion, f(x)=(F(x—h/2)—F(x+h/2))/h. Das macht erklirlich, dass das Resul-
tat dieser Schitzung i.d.R. sehr unruhig ist. Eine Verbesserung erhalten wir, indem nicht alle
fiir die Schiatzung von f an der Stelle x einbezogenen Beobachtungen das gleiche, sondern
ein mit der Entfernung von x abnehmendes Gewicht bekommen. Ist K(u) eine Funktion mit
den Eigenschaften einer Dichtefunktion, so bekommt dann die Dichteschédtzung die Gestalt

. 1 " X —X;
f(x):nZK( - ) (6.20)

i=1

K(u) wird als Kern bezeichnet. Der Kern charakterisiert die Kerndichteschditzung f(x). Die-
se Schitzer zeichnen sich dadurch aus, dass sich Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigen-
schaften der Kerne auf die Schétzer tibertragen. Die Wahl der Bandbreite h ist wie beim (glei-
tenden) Histogramm der kritische Punkt.

Beispiel 6.1.25 Illustration zur Kerndichteschéitzung

Fiir eine univariate Stichprobe vom Umfang N = 10 ist in der folgenden Abbildung die
Kerndichteschdtzung unter Verwendung des Kernes der Normalverteilungsdichte mit
h =1 dargestellt. Zudem zeigt die Abbildung die Beitrdge der einzelnen Kerne, die bei
den Datenpunkten zentriert sind.
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0.25

ADbb. 6.3: Kerndichteschdtzung

Die Verallgemeinerung der Kerndichteschdtzung auf den Fall multivariater Daten ist leicht.
Dazu nimmt man eine auf R? definierte Kernfunktion und setzt in Analogie zu (6.20) fiir
x =(x1,...,x,)T bei gegebener Stichprobe x; = (x;1,...,x;p)7, i=1,...,m:

R 1 u X—X;
f(x):WZK( - ) (6.21)

i=1

Verbreitet ist die Verwendung von Produktkernen, bei denen sich die p-dimensionale Funk-
tion Kj(u) als Produkt von p univariaten Kernfunktionen ergibt:

Fx)— T _ 1 ik Xi—Xij
f(x)—f(xl,...,x,,)—mz qu( i ) : 6.22)

i=1 | j=1

Eine umfassende Darstellung der multivariaten Dichteschitzung gibt Scott (1992).

6.2 Eigenschaften von Schitzfunktionen

Wie wir gesehen haben, kénnen verschiedene Methoden zur Gewinnung von Schétzern zu
unterschiedlichen Schétzfunktionen fithren. Wir werden nun solche Schitzfunktionen vor-
ziehen, von denen wir erwarten konnen, dass sie den unbekannten Wert g(1) ,relativ gut’
treffen. Diese Vorstellung ldsst sich auf verschiedene Weise prazisieren.

6.2.1 Konsistenz

Eine erste Forderung an gute Schétzer wire, dass die Verteilung der Schitzfunktionen relativ
eng um den Parameterwert konzentriert ist, etwa:

Py(|T(X)—g(®)| <e)~1
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fiir nicht zu kleine £ > 0.

Diese Forderung lésst sich fiir feste Stichprobenumfénge i.d.R. nicht erfiillen. Mit wachsen-
dem Stichprobenumfang gelingt es aber bei verniinftigen Schitzfunktionen immer besser.
Wenn wir die Diskussion in Kapitel 5 betrachten, fiihrt dieser Ansatz auf die Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit. Die fast sichere Konvergenz ist ein stérkeres Konzept, das die stochasti-
sche Konvergenz nach sich zieht. Damit haben wir entsprechend einen zweiten Ansatz fiir
die Fassung dieser Eigenschaft von Schitzfunktionen.

Eine weitere Form als die oben angegebene, die Konzentration einer Verteilung um den Pa-
rameterwert zu messen, ist der mittlere quadratische Fehler, die erwartete quadratische Ab-
weichung des Schitzers vom Parameterwert:

MQE(T,9)=Ey[(T —9)*]. (6.23)

Der MQF ist das verbreitetste Mal$ zur Erfassung der Giite von Schitzern. Er gibt offensicht-
lich auch bei festen Stichprobenumféngen eine sinnvolle Charakterisierung der Qualitét ei-
nes Schitzers. Bevor aber darauf weiter eingegangen wird, sollen die angesprochenen Kon-
zepte fiir groBe Stichproben betrachtet werden.

Definition 6.2.1 Konsistenz

X1,X5,...,Xp,... seien Stichprobenvariablen mit der Verteilungsfunktion Fx(x,), wobei
1 € O ein unbekannter Parameter ist. Eine Folge T,(X;), To(X1,X2),..., Th(X1,.. ., Xp), -
kurz T;,(X), von Schitzfunktionen fiir g(7) heilt

o schwach konsistent fiir g() (relativ zu {F(x; ) € ©}), wenn fiir jedes zu F(x; )
gehorige Py, ¥ € 0, gilt

lim Py(|T,(X)— g(M|<e)=1 fiiralle e >0; (6.24)
n—oo

o konsistent im (quadratischen) Mittel oder einfach konsistent fiir g(9) (relativ zu
{F(x;9)|¥ € ©}), wenn fiir jedes F(x;3),¥ € ©, der mittlere quadratische Fehler
gegen null geht:

lim By ((T,(X) - g(9))*) =0; (6.25)

o stark konsistent fiir g() (relativ zu {F(x;9)[¥ € ©}), wenn fiir jedes zu F(x,?) ge-
horige Py, 9 €O, gilt
Py ( lim |T,(X)— g(¥)|= 0) =1. (6.26)
n—00

Beispiel 6.2.2  Konsistenz des arithmetischen Mittels und der empirischen Varianz

Die Existenz einer endlichen Varianz einer Zufallsvariable X, Var(X) = o2, sichert wegen
Var(X) = 02/ n die Konsistenz des arithmetischen Mittels einer Zufallsstichprobe. Hat X
ein endliches viertes Moment, so ist nach dem starken Gesetz der grollen Zahlen, Satz
5.1.6, X, =Y., X;/n stark konsistent fiir y = E(X):
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X, L u.

Setzen wir zudem E((X — u)?) < oo voraus, so erhalten wir auch die starke Konsistenz der

empirischen Varianz $? =} (X; — X)*/n, §? I3 o?, mit der gleichen Argumentation wie
beim Beweis von Satz 5.1.6.

Satz 6.2.3 Funktion einer konsistenten Schdtzfunktion

Sei T;, eine schwach konsistente Folge von Schitzfunktionen fiir den Parameter ¥ € ©. Ist
dann g eine auf O definierte stetige Funktion, so ist g(7;,) konsistent fiir g(1).

Beweis: Die Stetigkeit von g bei ¥ bedeutet:
Ve>0:36,>0:VY: |[0—% <6, = |g()— g <e.
Daher gilt fiir beliebiges & > 0:
P(T, =91 < 6.) < P(Ig(T,) — g(D) < e).

Da wegen der schwachen Konsistenz von 7T,, die linke Seite mit n — oo gegen eins geht,
folgt die Behauptung.

Beispiel 6.2.4  konsistente Schétzung des Parameters einer Gleichverteilung

X sei eine tiber dem Intervall (0,7) gleichverteilte Zufallsvariable. Der Endpunkt ¥ sei
nicht bekannt und Gegenstand des Schétzproblems. { Fy|9 > 0} sei die Menge der mogli-
chen Verteilungen von X,

0 fiir x <0,
1
F(x;0) = Ex fiir x €(0,1),

1 fiir x > 0.

Es soll gezeigt werden, dass 7,, = max{Xj,...,X,} eine konsistente Folge von Schitzern
fiir ¥ ist. Dabei ist X3, ..., X,, eine Stichprobe aus F(x;).

Wie man leicht sieht, gilt:

1 "o %-t"‘lfﬁr0<t<ﬁ
Py(T,<t)= <5t) firo<t<¥ und fr,(5;0)= 9

0 sonst.

Damit folgt:
2 7
Eﬂ(Tn—ﬁ)zz/(t—ﬁ)z'%'t"_ldtzﬁin/(t”+1—2ﬁt"+ﬁ2t”_l)dt
0 0

29 2

n |: 1 1?n+2_ ﬁn+l+_ﬁn:| 212

T9  nt2 n+1 n :(n+1)(n+2)'

Der mittlere quadratische Fehler Ey [(T n— 17)2] geht also fiir n — oo gegen null.
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Beispiel 6.2.5 Konsistenz eines Stichprobenquantils

Das a-Stichprobenquantil Xj.,,, k = k(n)=[an]+ 1, ist ein Schitzer fiir das theoretische
Quantil g, einer stetigen Verteilung mit der Dichte f(x). Es ist unter den Voraussetzun-
gen von Satz 5.1.14 konsistent im quadratischen Mittel. Denn dann gilt:

\/ﬁ(xk:n - qa) f(qa) L
voall—a)

A(0,1).

Also haben wir

a(l—a)
flgay

lim E(v7(Xgn — g@)) = oder  lim E((Xy., — 4a)) =0.
n—oo n—oo

Die Eigenschaft der Konsistenz wird hdufig als Minimalanforderung an Schéitzer genannt.
Sie wird i.d.R. auch von den Schitzern erfiillt, die mit den angesprochenen Schétzprinzipien
gewonnen werden. So sind Momentenschitzer meist konsistent. Fiir M-Schétzer, und damit
auch fiir ML-Schitzer, gilt der folgende Satz.

Satz6.2.6 Konsistenz von M-Schdtzern

Sei X3, ..., X, eine Zufallsstichprobe aus F und y(x — ) eine schwach monoton fallende
Funktion von 9. Sei 9, eine eindeutige Nullstelle von

HW)= /1/1()6 - f(x)dx=0.

Weiter gelte:

i) In einer Umgebung von 9, sei H'(#) # 0.

i) [4?(x —0)f(x) dx < oo und stetig in einer Umgebung von ;.
Ist dann 7, eine Losung der Schitzgleichung

n
H,(0)= (X =) =0,
i=1

so folgt:
a) 1, ist konsistent fiir 9.

b) V7B, — Bo) - A(0,02(80)/ H'(#0), wobei o2(90) = Var(yp(X, — ).

Beweis: Siehe Sen & Singer (1993, S. 224).
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6.2.2 Erwartungstreue

Die {iblichen Mal3zahlen fiir Lage und Ausbreitung bzw. Konzentration von Verteilungen
sind der Erwartungswert und die Varianz. Thre Kombination ergibt gerade den mittleren
quadratischen Fehler einer Schatzfunktion T = T(X):

MQK(T, #) =Ey (T —8)*) = (Ey(T) — 9)* + Vary(T).

Der erste Term auf der rechten Seite misst den Abstand des Zentrums der Verteilung von
T zum Parameterwert 9. Wenn sich bei beschrinktem Stichprobenumfang schon eine be-
liebig starke Konzentration der Verteilung des Schitzers um den zu schitzenden Parameter
nicht erreichen ldsst, werden wir zumindest verlangen, dass sie um den wahren Parameter-
wert konzentriert ist. D.h., wir fordern, dass diese Differenz, die als systematischer Fehler
interpretiert wird, verschwindet.

Definition 6.2.7 Erwartungstreue

X = (Xj,...,X,) sei eine Zufallsstichprobe zu der Dichtefunktion f(x;),9 € ©. Eine
Schitzfunktion T(X) von g(#), g() € R, heillt erwartungstreu oder unverfilscht, wenn
gilt

Es(T(X)=g() fiir alle ¥ € ©. (6.27)

Allgemein heil3t die Differenz
b(T, g(1)=Ey(T(X))— g(9) (6.28)

der Biasvon T.Im Fall b(T, g()) # 0 hei3t T verfilscht.

Beispiel 6.2.8  Schdtzung des Parameters der Poisson-Verteilung

X sei Poisson-verteilt mit dem Parameter A:
X

A
P;\(X:x):e_)\-—' x=0,1,2,3,...
X!

Der Erwartungswert von X ist E;(X) = A. Daher liegt es nahe, als Schétzfunktion fiir A das
arithmetische Mittel zu nehmen. Ist X, ..., X, eine Stichprobe aus der Verteilung von X,
sohat X = Z?:l X;/n wieder den Erwartungswert A:

Ex(X) = A.

Beispiel 6.2.9  Schdtzung des Parameters o? der Normalverteilung

X = (Xy,...,X,) sei eine Stichprobe aus einer .4 (u, g?)-Verteilung. Der Parameter ist
% = (u, 0?). Es interessiere eine Schitzung von g(#) = o2. Betrachtet werden die beiden
Schéatzfunktionen

1 )
(X, Xa) = — z;(xi — Xy
P
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und
1 n
L(X1,.. Xn) = ﬁzlj(xi - X
P
Mit
_ _ 1
E(X; — X’ =Var(X; - X)= = Var(n- X; = X; —...— X;,)
n
1
= —Var(n=1)-Xi= Xy = ...~ Xii = Xy —... = Xy)
1
=3 [Var(X;)+...+ Var(X;_;) + Var(X;41) +... + Var(X,,) + (n — 1)*Var(X;)]
1 1
=—ln-1)-0*+(n-17-0*=—(n-1)n-0°
n n
n—1
= 0'2
n
erhalten wir:

E (Z(Xi —X)2> =Y EX; - X} =(n-1)o%
i=1 i=1

Alsoist T1(Xj,...,X,) eine verfilschte und I>(X;, ..., X,,) eine unverfilschte Schitzfunkti-
on.

Die Eigenschaft der Erwartungstreue darf nicht tiberbewertet werden. Es gibt Situationen,
wo keine (sinnvolle) erwartungstreue Schétzfunktion existiert.

Beispiel 6.2.10 erwartungstreue Schétzung bei der geometrischen Verteilung
X sei geometrisch verteilt, P(X =x) = p(1—p)* (x =0,1,...). Ist T(X) erwartungstreu fiir
p, so folgt:

p=E,(T(X)=> _T(x)p(1—p).

x=0
Dies ergibtfiiralle p, 0 <p < 1:
o0
> Tx)p(-p)y =p.
x=0

Die einzige Funktion T(x), die diese Beziehung erfiillt, ist als Schétzfunktion offensichtlich

nicht akzeptabel:
1 x=0
T(x)=

0 x>0
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6.2.3 Effizienz

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, stellt der Bias die eine Komponente des mitt-
leren quadratischen Fehlers dar. Schon wére es nattirlich, unverzerrte Schiatzfunktionen mit
moglichst kleiner Varianz zu haben, die insgesamt den mittleren quadratischen Fehler mi-
nimieren. Dass dies nicht méglich ist, zeigen schon die konstanten Statistiken, die an einer
Stelle den MQF null hitten, aber sicher nicht allgemein sinnvoll sind. Auch bei anderen Si-
tuationen gibt es verzerrte Schétzer, die einen kleineren MQF haben als naheliegende, un-
verzerrte Schitzer.

Beispiel 6.2.11  verschiedene Schditzer fiir 0 bei Normalverteilung

Seien X3, ..., X, eine Stichprobe aus einer .4'(u, 0)-Verteilung, wobei es um die Schat-
zung von o2 geht. Man kann zeigen, dass

n—1

2 1 - V2
§?= d xi-%)
i=1

einen groBeren MQF hat als (n—1)S?/n. (Der von (n—1)S?/(n+1) ist sogar noch kleiner!)

Wir beschréanken uns nun auf die Betrachtung von erwartungstreuen Schitzfunktion. Fiir
diese ist der MQF durch die Varianz gegeben. Bei zwei (oder mehr) erwartungstreuen Schétz-
funktionen fiir einen Parameter wéhlen wir also die Schatzfunktion mit der kleineren Vari-
anz aus.

Definition 6.2.12  Effizienz und relative Effizienz

Eine erwartungstreue Schitzfunktion 7; heillt effizient, wenn fiir jede andere erwartungs-
treue Schétzfunktion T gilt:

V9e€®: Vary(T)<Vary(T).

Die relative Effizienz eines erwartungstreuen Schétzers 7 bzgl. eines zweiten T, ist der
vom Parameter abhéngige Quotient der Varianzen

Vary(13) /Vary(Ti) .

Eine effiziente Schétzfunktion hat also minimale Varianz unter allen erwartungstreuen Schét-
zern. In der englisch sprachigen Literatur nennt man einen effizienten Schitzer daher UM-
VUE, uniformly minimum variance unbiased estimator.

Beispiel 6.2.13  erwartungstreue Schdéitzfunktionen bei der Gleichverteilung

X sei gleichverteilt {iber dem Intervall (0; %), ¥ > 0 sei unbekannt. X;,..., X, sei eine Zu-
fallsstichprobe fiir X. Es sollen zwei erwartungstreue Schitzfunktionen fiir 7 bestimmt
werden.
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Zundchst gilt

9
1 11 o
Eﬁ(X):/xEdXZEEﬂzzg
0

Damit ist T} =2 X eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir .

Fur die Varianz von T; erhalten wir:

_. 4 4 92 92
Vary(T) = Vary(2X)= —Varg(X) = — - — = —.
n n 12 3n
Die zweite Schitzfunktion fiir ¥ basiert auf dem Maximum der Stichprobe. Wegen

n

-0
n+1

Ey(max(Xy,..., X)) =

ist (Xy,...,X,)=(n+1)-max{Xj,..., X, }/n erwartungstreu.
Weiter gilt:

(n+1y _(I’l+1)2. n ’ DE
2 Varﬁ(maX{Xl,---,Xn})— n2 (n+1)2(n+2) - n(n +2)

Vary(1) =

Ein Vergleich der Varianzen von 7; und 7, zeigt, dass fiir n > 1 die Verteilung von T}
weniger eng um ¥ konzentriert ist als die von T5:

2 2

0k
Varg(Th) = —

>— =V T).
3n nn+2) ary(T2)

Im Anschluss an die Definition stellt sich natiirlicherweise die Frage nach der Existenz ei-
ner effizienten Schatzfunktion bzw. nach der Moglichkeit, die Effizienz nachzuweisen. Diese
Frage wird im Wesentlichen durch den folgenden Satz beantwortet.

Satz 6.2.14 Informationsungleichung oder Ungleichung von Rao-Cramér

Die Zufallsvariable X habe die Dichte f(x;7), € ©, die zu einer reguldren Familie geho-
re, fiir die weiter gilt: 0 < I(#) < 00. Sei X =(Xj, ..., X,,) eine Stichprobe aus der Verteilung
von X und T(X) eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir ¢(1), Es(T(X)) = (). Es sei
Vary(T(X)) < co. Dann gilt

7/ ﬁ 2
Vary(100) > (629
Beweis: Mit Satz 6.2.6 gilt:
2 ‘ ? < ‘ - 0 ‘
Ey| 55 In(FOG9)| =Ey ﬁlz:ljln(f(xi,ﬁ)) =;Eﬁ g N0/ (Xi59)) -

=n-Ey [%ln(f(X;ﬁ))} =0.
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Somit folgt einmal

=Vary [i lnf(X;ﬁ)] ,

i 2
n(8)=Ey [(ﬁlnf(X;ﬂ))

ol
und weiter 5 5
Covy [T(X), %lnf(X;ﬁ)] =Ey {T(X)-%lnf(X;ﬁ)} .
Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt daher:
2 2
<Eﬂ {T(X) T In f(X; ﬁ)} > <Vary(T(X))- I,(9). (6.31)

Wenn noch gezeigt werden kann, dass der Erwartungswert auf der linken Seite gleich
y’(19) ist, folgt die Behauptung durch Einsetzen in diese Ungleichung.

Nun ist

Eg(T(X)) = () = / T(x) dF(x; ).

n

Damit erhalten wir durch Differentiation im stetigen Fall:
’(ﬁ)—i/ T(x)f( 'ﬁ)dx—/ T(x) 2 (x;9) ) d
Y =59 | x)f(x; = /. X E?ﬁfx’ x

_ 9 f(x;0)/00 , _ 9 _ ,
_/R" T(x) (W) f(x,ﬂ)dx—/w T(x) (aﬁln(f(x,ﬂ))> f(x,f/‘)dx

=E; [T(X)-%ln f(x;ﬂ)} .

Fiir Statistiken T'(X), deren Erwartungswert gerade gleich 1 ist, nimmt die Ungleichung eine
vereinfachte Gestalt an:

Vary(T(X)) > 1.

(6.32)

Beispiel 6.2.15  Schdéitzung des Parameters p bei der Binomialverteilung

Sei X binomialverteilt, X ~ %(n, p). Ein Schitzer fiir p ist T = X/n. Die Varianz von T
soll mit der unteren Schranke von Cramér-Rao verglichen werden. Zunéchst ist

Var(T)= %Var(X) = @

Weiterhin gilt

In f(x;p)=In {(Z) -p*(1 - p)"‘x} =In (:) +x-In(p)+(n—x)-In(1—-p)
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und

7 1 1 X n-—x
—Inf(x;p)=0+x-—+(n—x) (-)=—- .
ap flxp p 1-p p 1-p

Damit erhalten wir:

d 2 X n-x\* X—np \* n
= i | : —gl 2 _ _ _ _
) E<(a” nI p)) ) E(P 1—p> E(p(l—p)) p(1—p)

Also ist Var(T)=I(p)~', und T ist eine effiziente Schitzfunktion.

Beispiel 6.2.16  effiziente Schditzung von 1/ A bei der Exponentialverteilung

Xy,..., X, sei eine Zufallsstichprobe aus einer Exponentialverteilung mit dem Parameter
A,

f;A)=2xe™™  firx>0.

I(A)=E il '7L2—E lXZ—V X—i
(W= <an(x, )) = <A—> =Var(X)= .

X ist eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir g(A) = 1/A. Damit erhalten wir:

[g'(MPP _ (=1/2%)2 _ 1
n-IA) ~  n/A2  na2’

Dann ist

Var(X) >

Also ist X effizient.

Der folgende Satz zeigt die Bedeutung der Suffizienz fiir die Suche nach erwartungstreuen
Schitzfunktionen mit minimaler Varianz auf. Genauer k6nnen wir uns bei der Suche nach
solchen Schitzfunktionen auf Funktionen suffizienter Statistiken beschrinken.

Satz6.2.17 Rao-Blackwell

X =(X,...,X,)seieine n-dimensionale Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f(x; %), ¥ €
0. g(V) sei eine reellwertige Funktion von ¥ und T(X) sei eine erwartungstreue Schétz-
funktion fir g(97). Ist dann S(X) eine suffiziente Statistik fiir 17, so gilt:

() Ti(X)=Eys(T(X)|S(X))ist eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir g(17).

(ii) Varyg(T(X)) > Vary(Ti(X)) fur alle ¥ € ©, d.h. die Varianz von T;(X) ist gleichmifig
nicht grofer als die von T(X).

Beweis: Fiir Punkt (i) ist zundchst zu zeigen, dass 7;(X) nur eine Funktion von S(X) ist
und nicht von # abhéngt. Dies gilt aber offensichtlich wegen der Suffizienz von S.

Die Erwartungstreue von 7;(X) erhalten wir mit Satz 2.3.7:

Ey(T1(X)) = E5(Es(T(X)IS(X))) = E5(T(X)) = g(9).
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Nun zu Punkt (ii). Allgemein gilt
m(X)z ha(X)=20 = E(hi(X)) = E(ha(X)),
und wegen Var(h(X)) = E(h(X)?) — E(h(X))? > 0:
E(h(X)*) > E(h(X))*.

Diese Ungleichungen gelten auch fiir bedingte Erwartungswerte und folglich auch fiir
bedingte Erwartungen. Anwendung der zweiten auf h(X)= T(X)— g(¥) ergibt:

Ey [(T(X) = g(@)PIS(X)] = (Es [ T(X) — g(D)IS(X)])?
= (Ey[TX)ISX)] - g(@))*. = (Ti(X) - g(¥)y*
Wird die erste der beiden obigen Ungleichungen hierauf angewendet, so erhalten wir:

Vary(T(X))=Ey [(T(X)— g(1))*] =Ey [Ey [(T(X) — g(9))*|S(X)]]
> Ey [(T(X) — g(9))?] = Vary(T;(X)).

Der Satz legt folgende Vorgehensweise bei der Suche nach einer ,guten‘ erwartungstreuen
Schétzfunktion nahe: Gehe aus von einer erwartungstreuen Schitzfunktion und wéhle eine
suffiziente Statistik. Ist die erwartungstreue Schitzfunktion keine Funktion der suffizienten
Statistik, so bestimme die bedingte Erwartung der erwartungstreuen Statistik, gegeben die
suffiziente Statistik. Die so gewonnene Statistik ist ebenfalls erwartungstreu und hat eine
kleinere Varianz.

Hiangt die erwartungstreue Statistik schon von der suffizienten Statistik ab, so ist auf diesem
Wege keine Verbesserung moglich.

Beispiel 6.2.18  Unfiille pro Jahr

Ein verniinftiges Modell fiir die Zahl der Unfille pro Jahr in einem bestimmten Betrieb
ist die Poisson-Verteilung. Beschreiben Xj, ..., X,, die Zahl der Unfille in n aufeinander-
folgenden Jahren, so soll der Einfachheit halber angenommen werden, dass die X; unab-
héngig sind und sich der Parameter nicht 4ndert. Dann gilt

A% Axn
) )
xX)=e "t -—-...ce " .
Fix) X! X!
Gesucht sei nun eine gute Schitzfunktion fiir e=?, fiir die Wahrscheinlichkeit also, dass
in einem gegebenen Jahr kein Unfall passiert.

Nach obigem Satz wird nur eine unverfilschte Schitzfunktion fiir e~* = g(A) benétigt.
Dann erhalten wir eine bessere, wenn wir die bedingte Erwartung bzgl. der suffizienten
Statistik S(X) = X; bilden. Wir wihlen die Schitzfunktion

{1 X;=0
T(X)=

0 sonst.
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T(X) ist also erwartungstreu fiir g(A):
EATX)=0-P(T(X)=0)+1-P(T(X)=1)=1-P(X;=0)= e .
Die Verbesserung 7;(S(X)) von T erhalten wir {iber den bedingten Erwartungswert:
EATX)SX)=s)=EA(TX)X1+...+ X, =5)
=0-P(TX)=0lX; +...+ X, =s)+1-P(T(X)=1X; +...+ X, =)

P =0,X+..+X,=5) e *-e "D (n—1)A)/s!
T PR 4.+ Xy=s) e "Mn-A)/s!

= ={1—-— .
n n
Die neue, erwartungstreue Schétzfunktion fiir g(1) = e~* ist also

1 Xi+.4+X,
T(X)= <1 - —) .
n

Der im Beispiel gefundene Schétzer ist effizient. Um dies zeigen zu kénnen, miissen wir
die Vollstandigkeit der Statistik zeigen. Eine Statistik S ist ja genau dann vollstdindig, wenn
die einzige von ihr abhidngige erwartungstreue Schétzfunktion der 0 die Funktion ist, die mit
Wabhrscheinlichkeit 1 identisch gleich 0 ist. Diese Eigenschaft Idsst sich fiir den Nachweis der
Effizienz ausnutzen. Der folgende Satz zeigt, dass eine fiir g(?) erwartungstreue Funktion
einer vollstdndigen und suffizienten Statistik effizient fiir g () ist.

Satz 6.2.19 Lehmann-Scheffé

Seien X, ..., X,, unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit Dichte fx(x;7) und
S(X) eine vollstandige und fiir g() suffiziente Statistik.
Ist T = t(S(X)) erwartungstreu fiir g(1), dann ist T effizient fiir g(7).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass es nur eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir g(1#)
gibt, die von S(X) abhéngt.

Sei T = 7(S(X)) eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir g(#), dann folgt mit der Erwar-
tungstreue von T ~
Ey(T)—Ey(T)=0.

Fiir T* = *(S(X)) = £(S(X)) — £(S(X)) gilt also
Ey(T")=Eg(*(S(X))) =0.

Da die Statistik S(X) vollstandig ist, folgt Py(¢*(S(X))=0)=1, d.h,,
Py(£(S(X)) = £(S(X))) = 1.

Also gibt es nur eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir g(7), die von S(X) abhangt.
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Aus dem Satz von Rao-Blackwell folgt weiter, dass es keine erwartungstreue Schatzfunk-
tion von g(17) gibt, die nicht von S abhédngt und eine kleinere Varianz als 7' hat. Ware ndm-
lich U(X) eine erwartungstreue Schétzfunktion von g(1#), die nicht von S(X) abhéngt, so
wére E(U(X)|S(X)) eine erwartungstreue Schétzfunktion von g() mit kleinerer Varianz
als U(X).

Insgesamt ist also T effizient.

Aufgrund dieses Satzes ist die in Beispiel 6.2.18 angegebene Schitzfunktion fiir e~ bei Poisson-
Verteilung ein effizienter Schétzer. Die Poisson-Verteilungen bilden eine Exponentialfamilie
und S ist die zugehorige vollstdndige suffiziente Statistik.

Beispiel 6.2.20 effiziente Schéitzung von A bei der Exponentialverteilung

Seien X, ..., X, unabhingige identisch mit Parameter A exponentialverteilte Zufallsva-
riablen. Dann ist S = E?:I X; gammaverteilt mit den Parametern n und A. Es gilt also:

An.gn=l.g=As fiirs>0

fo(s; =4 T(n)

0 sonst

Nunist T'=(n —1)/S eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir A:

E(T)=E =(n— s"hed
(1)= ( ) (n )/s LA s
o0 o0
n-l A sl e ds = n-l 'A'/A"_I'S"_z-e_l'sds
T T I'(n)
0
n—1
= AT(n-1)=2,
o AT(n-1)=2

dal'(n)=(n-1)-T'(n—1).

Weil T erwartungstreu fiir A ist und eine Funktion der vollstdndigen und fiir A suffizien-
ten Statistik S= 7| X;, ist T effizient fiir A.

Zur Bestimmung der Varianz von T berechnen wir E(T?):

E(T?)=E no1)’ =(n-1y>* L Qs e A ds
S s2 T'(n)
0

:(n_l)z_ﬁ_O/An.sn—S_e—A-sds:(n_l)Z.%.O/A”_Z-sn_S-e_l'st
22 A2 n-—1
==y Te=2)=0 =1%oy = = 5 A
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Also gilt
-1 22
Var(T):n—-kz—Azz —
n—2
Nun gilt bei Exponentialverteilung:
IA)=21"2

Damit ist die untere Schranke fiir die Varianz einer erwartungstreuen Schitzfunktion von
g(A) = A gleich A?/n. Somit wird die untere Schranke in unserem Beispiel nicht ange-
nommen.

Um den Satz von Lehmann-Scheffé anzuwenden, muss man eine vollstindige suffiziente
Statistik fiir den Parameter ¥ finden. D.h. zunédchst einmal, dass spezielle Statistiken auf die-
se Eigenschaften hin untersucht werden miissen. Hilfe bietet das Lemma 4.3.32. Es schrénkt
die Kandidaten, die betrachtet werden miissen, auf eine minimalsuffiziente Statistik ein, da
eine vollstdndige, suffiziente Statistik minimalsuffizient ist. Folglich kann die Suche nach
einer vollstdndigen und suffizienten Statistik in zwei Schritten erfolgen: (1) Bestimmung ei-
ner minimalsuffizienten Statistik. (2) Uberpriifung der Vollstdndigkeit der Verteilungsfamilie
dieser Statistik.

6.2.4 Eigenschaften spezieller Klassen von Schitzern

Maximum-Likelihood-Schditzer sind nicht allgemein unverfélscht. Jedoch kann oft durch ei-
ne leichte Modifikation die Unverfilschtheit erreicht werden. Weiter stimmt in einer regu-
laren’ Situation, in denen ein unverfilschter Schitzer existiert, dessen Varianz zudem die
Rao-Cramér-Schranke erreicht, der ML-Schitzer mit diesem tiberein.

Satz 6.2.21 Charakterisierung eines effizienten Schdéitzers

Ist T(X) ein effizienter Schitzer fiir g(), so ist T Losung der Likelihoodgleichung

2
g Infx9)=0.

Beweis: Ist T(X) effizient, so ist T(X) unverfdlscht und es gilt nach dem Beweis von Satz
6.2.14, Formel (6.31), fiir Z =90 In f(X;¥)/07:

Cov(T(X),Z)=1.
Mit E(T(X)) =19 und E(Z) =0, siehe 6.2.9, folgt
PZ=T(X-19)=1.
Alsoist JIn f(x; #)/8% =0 (mit Wahrscheinlichkeit eins), genau dann, wenn T(X) = 3.

Es ist nicht nur so, dass sich effiziente Schitzer im Wesentlichen als ML-Schitzer ergeben.
Auch umgekehrt ldsst sich zeigen, dass ML-Schétzer zumindest asymptotisch effizient sind.
Dafiir muss allerdings die zugrunde liegende Dichte einige Regularitdtsbedingungen erfiil-
len, die pathologische Félle ausschlieBen und u.a. die Taylor-Approximationen erméglichen.
Von den verschiedenen Bedingungsgruppen greifen wir nur eine heraus und skizzieren den
Beweis der Aussage auch nur. Den genauen Beweis des folgenden Satzes findet man z.B. bei
Giri (1993, S. 290 {f.).
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Satz 6.2.22 Asymptotik der Losung der Likelihoodgleichung

Xj,..., X, sei eine Stichprobe aus einer Verteilung mit der Dichte f(x;%), ¥ € ©. O sei ein
offenes Intervall in R. Die Dichte mége mindestens dreimal nach ¥ differenzierbar sein
und mit integrierbaren Ableitungen. Weiter seien

o3 2 2
E(‘ﬁf(X;ﬁ)D <M und 0<E<(%lnf(X;ﬁ)> ><00-

Dann hat die Likelihoodgleichung
z": ilnf(X-'f/‘)—O
— 317 12 -

eine Losung &, = Gu(X1,...,Xp), die fiir n — 0o jn Wahrscheinlichkeit gegen den wahren
Parameterwert ¥, konvergiert. Zudem ist v/n(#, — 1) asymptotisch normalverteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz 1/1(%,), wobei

a 2
1(§,)=E ( (ﬁ lnf(X;ﬂ)) ) .

Beweisskizze: Nach dem schwachen Gesetz der grolen Zahlen gilt

1§n O nfi®) o Eg(Linfx00)) =0
12 o P, A o) —o.
nl_zlé’ﬂn b %\ gg Vo

Daher gilt fiir beliebige ¢, > 0 und geniigend groRe n:

<£> >1-n.

Wir setzen nun die Monotonie von J In f(X;9)/37 (bzgl. 9!) in einem Intervall um v,
voraus und wihlen 1; <, < > so, dass

1 n

P<
n
i=1

0
— a %lnf(Xi;ﬁo)

0 7
%lnf(x,ﬁ) < %lnf(x,ﬁ)

2
< g Inf0s?)

=10 V=1, V=1,

Die entsprechenden Relationen gelten fiir die Erwartungswerte bzgl. ¥:

i 1%
Ey, (%lnf(X;ﬁl)) <0<Ey, (%lnf(X;ﬁZ)) :

Sei 0 so, dass der linke Erwartungswert < —¢ und der rechte > ¢ ist. Dann kénnen wir n
so gro wéhlen, dass

1<~ 3 1= @
P(; %lnf(Xl,ﬂ1)<—5, 6 < ;Zﬁlﬂf()Q,ﬂQ)) >1_T]

i=1 i=1
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Diese Wahrscheinlichkeit geht wegen der beliebigen Wahl von 1 gegen 1. Daraus folgt
mit der Stetigkeit von @ In f(x;1)/09, dass es eine Losung ,, in der Nihe von 9, gibt. Mit
wachsendem n diirfen zudem #, und ¥, immer dichter bei 9, gewdhlt werden. Das zeigt,
dass es einen ML-Schitzer gibt mit

e
Fiir die Verteilungsaussage betrachten wir die Taylor-Reihenentwicklung

n

1~ @ S RN . 1~ 02

0==> —Inf(Xg?)==)> —Inf(X;0)+0-0)= > == Inf(X;0

n;aﬂnfh ) n;aﬂnfh )+ ( o)n;aﬂz n f(Xi; o)
n

1. o1~ 83 .
+5(’l7—1?()) ; 2 wlnf(xi,ﬂo).

Umformen ergibt

—Vi (L300, Gin f(Xi590))
LS 0 f(X500) + L — 0P L Lo f(Xi00)

\/ﬁ(ﬁn —¥) =

Der Zahler des rechten Ausdruckes ist nach dem zentralen Grenzwertsatz asymptotisch
normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz (), vgl. (4.14) und (4.15).

Der erste Term des Nenners geht nach dem schwachen Gesetz der groen Zahlen gegen
I(%y). Da E(|231n f(X;;1)/093) < K, folgt mit der Konsistenz von 1,, dass der zweite
Term des Nenners gegen null geht.

Insgesamt hat /72(1,, — ) also asymptotisch eine Normalverteilung mit Erwartungswert
0 und Varianz I(t%)/1(9,)? = I(¥)~!.

Die Kleinste-Quadrate-Schditzer weisen unter allen linearen unverfilschten Schatzfunktio-
nen minimale Varianz auf. Diese Optimalitdtseigenschaft wird als BLUE (best linear unbia-
sed estimator) bezeichnet.

Satz 6.2.23  Gaufs-Markoff-Theorem
Gegeben sei das lineare Regressionsmodell
Yl-:ﬁo+1?1x1i+...+ﬁ,,xpi+Ui i=1,...,n,
bzw. in Matrix-Schreibweise

i
Y=X0+U mit EU;)=0; Cov(Ul-,Uj)z{‘f) z;j

Die Matrix X”X habe vollen Rang. 9 sei der Kleinste-Quadrate-Schétzer fiir #. Dann hat
fiir jedes I die Schitzfunktion 1 9 = Iydo+...+ I,1, die kleinste Varianz unter allen

erwartungstreuen Schitzern fiir 17 9.
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Beweis: Wir betrachten nur das einfache lineare Regressionsmodell (p = 1). Die folgende
Beweisfiihrung ist etwas umstédndlich. Eleganter und allgemeiner geht es, wenn man zur
Matrizenformulierung des linearen Regressionsmodells {ibergeht. Dies {ibersteigt aber
unseren gewdhlten Rahmen.

Nach Beispiel 6.1.6 gilt fiir den KQ-Schitzer (9, 9,)7:

|
>

1 § " oxiYi—xY
a _ a j— 141
Yo=Y —-hx 1?1—_—”1 ‘nl TR
nzl':l"i X

Dies ldsst sich leicht umschreiben zu

N - 1 X;—X
1?0:2(;—2 _(xj—x) )Yi’ Z 1(x]—x) i

i=1

Damit sind die KQ-Schétzer linear in den Y;.

Etwas Rechnerei ergibt zudem E(f}i) = 1;, i = 1,2; somit sind die KQ-Schitzer apch
erwartungstreu. Diese Eigenschaft zieht sich selbstversténdlich durch, so dass 19 =
loUo + 1,V erwartungstreu fiir 179 ist.

Seinun T'=Y_"_ ;Y ein beliebiger erwartungstreuer Schitzer fiir I 9. Wir zeigen, dass
dessen Varianz minimal wird fiir

=1 X i p M .
i =to| —— - 1 - i=1,...,n.
l no Y (k- %P S (ni—x)

Das sind gerade die Gewichte des KQ-Schétzers.

Da T erwartungstreu ist fiir I 7 #, gilt

lyOo+ 1101 =E(T)=E <Z tin‘> = Z LE(Y;) = <Z tl‘> o+ <Z tl-xl-> h
i—1 i—1 i—1 i—1

fiir alle 9y, ;. Damit muss gelten:

S ti=ly, Y tixi=1. (6.33)

Nun haben wir die Varianz von T, Var(T) = }_}_, t?0?, unter den Nebenbedingungen
(6.33) zu minimieren. Dafiir verwenden wir den Lagrange-Ansatz. Wir setzen

n n n
Qtryeo tny 2o, M) =Y tE0%+ 2o (Z - 10> +2 (Z 1ix; — zl> :
i=1 i=1 i=1
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Die partiellen Ableitungen sind

i
ﬁszaztiMoMlxi i=1,...,n
1

a n
a—%Q:Zti—lo

i=1

2 n
a—le:;tixi — ll.

Nullsetzen dieser Ableitungen ergibt ein notwendiges System von Gleichungen. Summa-
tion der ersten Gleichung ergibt dann

20%F+ g+ 1 X =0. (6.34)

Dann multiplizieren wir die Gleichungen i = 1,...,n jeweils mit x; und addieren an-
schliefend wieder. Dies ergibt

202X+ AgX + A1 x2 =0, (6.35)

wobei tx = Z?:l tixi/n, x2= Z?:I x?/n. Aus den beiden Gleichungen erhalten wir

=7 und —=Tx.

Iy L
n n

Einsetzen in (6.34) und (6.35) fithrt auf
2 ly = 2 hL = 2
20—+ 29+ x=0 und 20°— +Apx+A;x2=0.
n n
Auflosen nach Ay und A; bringt

do=—" und A, ="

202 I _ll—l())z’x 202 l().f—l—l
n n ?_xZ :

x2—x

Dies wird wieder oben eingesetzt:

202 I —1px
202t — [ 1p— =2, ) =o0.

2 _ w2

n X=X

Wir erhalten
1 Xi—X _ Xi—X
f':lo —— 7, X +l17_.
' <l’l Z?:l(xi _x)z ) Z?:l(xi _x)z

Also ist T der Schitzer 1 79.
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Beispiel 6.2.24  Regression durch den Nullpunkt

Wir wollen anhand einer einfachen Situation die Optimalitidt des KQ-Schatzers verdeut-
lichen. Dazu sei das folgende Modell gegeben:

Y; =0x; + U; i=1,...,n,

fiir das die tiblichen Bedingungen E(U;) =0, Var(U;) = 02, Cov(U;, U;) =0, i # j gelten.
Der KQ-Schétzer fiir 7 ist dann

Fir ihn gilt:

E(§)=E <ZZ]1 o ) ZZ =19,

]1]

- x? o?
Var(§) = Var =) —————Var(V;) = —=——.
(Esi) E(E;ﬂx}zy I

Einen anderen linearen Schitzer fiir ¥ erhalten wir, wenn wir nicht von vornherein be-
riicksichtigen, dass der Achsenabschnitt Null ist. Dann ist

n -
= Xi—X

=Y ey,
lzzl: Z?:l(xj _X-)Z

Esist

E(f)=E (ZZ] & =3 ) ZZ] l(xj_x)zﬂ 3

n

Var(9) = Var(Z d Y)zz (i — X o= il
S ) "2 (Siy—ep) 2l

Wegen ) " x; =y (x;—0>>"" (x;—X) istdie Varianz von ¥ Kleiner (oder gleich)
der Varianz von 17

Das Modell ohne Achsenabschnitt wird i.d.R. fiir positive x; verwendet. Dann kann der
Varianzunterschied betrichtlich sein.

Wir betrachten nun die L- und M-Schiditzer fiir Lageparameter einer Lage-Skalen-Familie
F ={F|F(x) = K((x —1)/7), —00o < ¥ < 00, T > 0}. Wie bei der Einfithrung dieser Schitzer
erwdhnt wurde, sind sie vor allem unter dem Gesichtspunkt von Interesse, dass das zuge-
hoérige Modell nicht (genau) bekannt ist, bzw. dass man sich gegen einzelne extreme Werte
schiitzen mochte. Darauf gehen wir im nédchsten Abschnitt noch genauer ein.
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Bei kleinen Stichproben konnen bei bekannter Verteilung F, mit dem Gaul3-Markoff-Theorem
unter Verwendung der Erwartungswerte der geordneten Statistiken und ihrer Varianzen und
Kovarianzen optimale Gewichte bestimmt werden. Bei grolRen Stichprobenumfingen ist es
sinnvoll, die Gewichte iiber eine auf (0; 1) definierte Gewichtsfunktion J(u) auszudriicken:

1 I i
Cpni=—- )
" n+1

J(u)oc g(F~'(w)),

_ f/(x) 02
glx)=— ( f(x)>— Sz ().

Man verlangt nur Proportionalitidt von J(u)und g(F~!(u)), um den Erwartungswert mit dem
zu schitzenden Parameter in Ubereinstimmung bringen zu kénnen.

Sie sind dann gegeben durch

wobei

Beispiel 6.2.25  Gewichte fiir L-Schéitzer bei verschiedenen Verteilungen

Ist die zugrunde liegende Verteilungsfamilie die Normalverteilung mit festem g2, so ist

6‘
g)=-——In(f(x))=—
D.h. die Gewichte sind konstant; wegen der Normierung gilt, ¢, ; = 1/n, bzw. J(u) = 1.
Der optimale Schitzer ist das arithmetische Mittel.
Bei der Laplace-Verteilung erhalten wir

1 1 u=0.5

sonst.

Der resultierende Schitzer ist der Median.

Bei der logistischen Verteilung gilt
J(w)=u(l—u).
Die Gewichte sind symmetrisch um das mittlere Quantil und nehmen zum Rand hin ab.

Unter verschiedenen Restriktionen an die zugrunde liegende Verteilung und die Funktion
J(u) sind L-Schitzer asymptotisch normalverteilt. Siehe dazu Serfling (1980). Dort finden
sich auch Aussagen zur asymptotischen Normalverteiltheit von M-Schétzern. Siehe aber
auch den Satz 6.2.6.

Zwischen M- und L-Schitzern gibt es eine enge Verwandschaft, die in Hall/Joiner (1983)
aufgezeigt wurde. Um diese zu erkennen, gehen wir aus von einer stetigen Verteilung mit
einer um ¥ symmetrischen Dichte f(x). Der asymptotisch effiziente ML-Schétzer ist dann
der optimale M-Schétzer; er hat dann die p-Funktion ¢(x) = —f/(x)/f(x) und ist Losung

von X,
D K== j}((X’ =0 ﬁ) =0. (6.36)
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Nun nehmen wir eine spezielle Abweichung (X;.,, — ¥) und approximieren f’/f linear bei
F~1(i/(n+1)). Das ergibt

[ Kin =) S/ +1) {(X, _ﬂ)_F_l(L)}_i(f/(x))
f&isn =) fF7Y(i/(n+1)) n+1/)) dx \ fx)

Setzen wir nun )
X
J(u)= <f )

fx)
und summieren wir iiber 7, so erhalten wir mit den Elgenschaften von f gerade den optima-
len L-Schitzer:

1 n 1
~ n Ei:l J (n;ﬂ) X

§=
> (75)

Die beiden Schétzer sind also ganz dhnlich definiert. Der M-Schitzer durch

x=F~1(i/(n+1))

~Hu)

(6.37)

Z f (Xl n ﬁ)
f(Xl n ﬁ)
und der L-Schitzer analog:

/

- Z [lin.Approx von f?

Wie die 1) -Funktion beim M-Schétzer wird die Gewichtsfunktion J eines L-Schatzers i.d.R.
nicht aufgrund einer konkreten Modellvorstellung sondern eher unter dem Gesichtspunkt
der Eigenschaften des resultierenden Schétzers gewdhlt.

:| (Xin —19)=0.

Beispiel 6.2.26  Hubers M-Schiditzer und das winsorisierte Mittel

Der zu Hubers y-Funktion passende L-Schitzer ist das a-winsorisierte Mittel mit 0 <
a<l1/2,

n—[nal
_ 1
XW,a = ; [na]X[na]:n + Z Xin+ [na]Xn—[na]:n . (6.38)
i=[nal+1

An den Ridndern werden also jeweils etwa (1 — @)100% der Beobachtungen durch den
zugehorigen innersten Wert ersetzt.

Zur Beurteilung von nichtparametrischen Dichteschiitzern f in einem Punkt x bietet sich der
mittlere quadratische Fehler an:

+00
MSE, (f) =E([f(x)— f(x)]*) = / (f(x) = f(x)P f(x) dx = [E(f(x)) — f(x)]* + Var(f(x)). (6.39)

Das verbreitetste globale GiitemaR ist der mittlere integrierte quadratische Fehler, kurz MISE:

MISE(f) =E / (f(x) = flx)Ydx
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Dies kann umgeformt werden zu

+00 +00
MISE(f) = / E[(f(x) — fO0)]dx = / MSE, (f)dx
e e (6.40)
- / (E(F(x)) — f(x))dx + / Var(f(x)) dx.

Der MISE ist also die Summe des integrierten quadrierten Bias und der integrierten Varianz.

Fiir Kern-Dichteschéitzer f (x)= Z?:l K((x—X;)/h)/(h-n) erhalten wir mit der Unabhéngig-
keit der Stichprobenvariablen:

+00

E(f(x))= TI,IZE[KC;X")] = / %K(%) flz)dz

und

+00 2 +00
n'Var(f(x)):/%K<$) flz)dz — /%K<xzz>f(z)dz

Im Prinzip kénnen wir diese Ausdriicke in (6.40) einsetzen und damit explizite Formeln fiir
den MISE erhalten. Jedoch ergeben sich aufler in wenigen Spezialfidllen sehr komplizierte
und wenig aufschlussreiche Formeln.

Die hier angegebenen Resultate zeigen jedoch, dass Kerndichteschidtzungen gegléttete Ver-
sionen der zugrunde liegenden Dichtefunktionen schitzen. Um wenigstens asymptotisch
die Dichte unverzerrt zu schétzen, muss mit n — oo die Bandbreite & gegen Null gehen. —
Andererseits erhoht natiirlich eine kleine Bandbreite die Varianz und damit den MISE der
Kerndichteschitzung.

Optimalitdt von Kerndichteschétzern bedeutet Minimierung des MISE. Allerdings hangt der
MISE von der Bandbreite, dem Kern und der zugrunde liegenden Dichte selbst ab. Unter
gewissen Annahmen ist jedoch der sogenannte Epanechnikoff-Kern optimal:

> (1-1 -
K.(t)={ 4V5 (1 5t2) vRsrsVs (6.41)

0 sonst.

Zu weiteren Diskussionen hierzu sei auf Scott (1990) und auf Silverman (1986) verwiesen.

6.2.5 Robustheit

Die bisher vorgestellten Giitekriterien gehen von einer durch einen Parameter charakteri-
sierten Verteilungsfamilie aus. Solche Verteilungsannahmen sind aber nach neuerdings all-
gemein akzeptierter Erkenntnis vielfach dubios. Das wirft aber sofort die Frage auf, wie sich
Schétzer verhalten, wenn das unterstellte Modell nicht exakt gilt, sondern nur ,in etwa‘. Die
ndherungsweise Giiltigkeit eines Modells wird durch das folgende Beispiel verdeutlicht.
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Beispiel 6.2.27  kontaminierte Normalverteilung

Empirische Datensétze, die zum gréBten Teil aus der Beobachtung einer Normalvertei-
lung resultieren, zu einem kleinen Teil aus 'verschmutzten’ Daten bestehen, kénnen mit-
tels einer kontaminierten Normalverteilung modelliert werden. Deren Dichte lautet

f(x):(l_g).ail.(p(ﬂ>+€.i.g(w>_ (6.42)

(5] (o) (o)

¢ ist der 'Verschmutzungsgrad. Man geht davon aus, dass nicht selten ¢ = 0.1 gilt, al-
so 10% der Daten verfélscht sind. Die verfdlschten Werte stammen aus einer Verteilung
mit der Dichte g(x), die i.d.R. als symmetrisch um null angenommen wird. Um Ausrei-
Ber, d.h. sehr extreme Werte zu modellieren, unterstellt man gern fiir g(x) ebenfalls eine
Normalverteilung, allerdings eine mit wesentlich groBerer Varianz.

Schétzer reagieren auf Ausreiller, einige stdrker als andere. Um diese qualitative Einschét-
zung zu quantifizieren, bedarf es der Erfassung (mindestens) zweier Aspekte, die hier von
der Daten-Seite aus angegangen werden. Dann spricht man auch von der Resistenz von
Schétzern und reserviert den Begriff Robustheit fiir die Unempfindlichkeit bei Modellab-
weichungen. Die beiden Ansétze liefern weitgehend gleiche Einschdtzungen. Daher ist es
gerechtfertigt, im Folgenden die beiden Begriffe weitgehend synonym zu verwenden.

Bzgl. der angesprochenen Aspekte ist einmal die Reaktion der Schétzer auf die GréRe von
Ausreiflern zu untersuchen. Bei resistenten Schitzern sollten wenige, beliebig weit von den
restlichen Werten weg liegende Ausreiller nur einen beschrénkten Einfluss haben. Die Be-
schreibung dieser Eigenschaft geschieht mit Hilfe der Einflussfunktion. Der zweite Aspekt
betrifft die Anzahl der Ausreil3er, die ein Schitzer verkraften kann, bevor er beliebig unsin-
nige Schétzwerte liefert. Er wird durch den Bruchpunkt erfasst.

Ein weiterer wesentlicher Gesichtspunkt bei der Betrachtung und dem Einsatz resistenter
Schitzer ist ihre Effizienz. Ein ’'beliebig’ resistenter Schétzer ist bei weitem nicht so giins-
tig wie einer, der zwar auch resistent ist, aber zudem noch in der Ausreif3er-freien Situation
einen im Verhiltnis kleinen MQF aufweist. Das naheliegendste Beispiel dafiir ist eine kon-
stante Schatzfunktion. Diese ist sehr resistent - noch so viele extreme Werte konnen sie nicht
beeinflussen; allerdings ist sie i.d.R. auch sehr ineffizient.

Zu den einsichtigsten Konzepten der robusten Statistik gehort der von Hampel (1971) ein-
gefiihrte Bruchpunkt eines Schitzers. Grob gesprochen ist er der kleinste Anteil an 'ver-
falschten’ Beobachtungen, der bewirken kann, dass der Schétzwert beliebig fern von dem
zu schédtzenden Parameterwert zu liegen kommen kann. Seine Bedeutung ist vor allem im
Bereich endlicher Stichproben zu sehen. Fiir diese Situation geben Donoho & Huber (1987)
eine neue Definition. Ihr Konzept ist sehr datenanalytisch ausgerichtet und verzichtet auf
modellm&Rige Aspekte. Die obige rohe Formulierung des Bruchpunktes macht schon deut-
lich, dass dieses Konzept nur fiir nicht beschriankte Schitzer geeignet ist. Die Unbeschréankt-
heit erlaubt eine eindeutige Fassung der angesprochenen ’beliebigen Ferne'. Bei beschrank-
ten Schitzfunktionen gibt es diesbeziiglich Schwierigkeiten. So ist etwa die Korrelation pxy
zweier Zufallsvariablen X und Y durch 1 beschridnkt. Es sind aber nicht nur diese Werte
von Bedeutung, sondern auch der Wert null: Schitzwerte um null deuten auf das Fehlen
linearer Abhéngigkeiten hin. Wechselt die Korrelation gar ihr Vorzeichen, so wird auf eine
falsche Abhéngigkeitsrichtung geschlossen.
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Ausgangspunkt fiir die Definition des Bruchpunktes im Fall unbeschrénkter Parameter ist
die
Definition 6.2.28 ¢ -Ersetzung

Sei x =(x,...,x,) eine gegebene Folge von Beobachtungen. Eine £-Ersetzung von x ist
eine Beobachtungsfolge x* = (x7,...,x7), die sich an hdchstens ¢ - n Stellen von x unter-
scheidet. Ihr Abstand ist definiert durch

1
dn(x,x*):z—-#{i|xi7£x;‘ i=1,...,n}§£.
n

Die e-Ersetzung ist ein einfach zu handhabendes Verschmutzungsmodell, das weitgehend
der Kontamination von Verteilungen entspricht.

Definition 6.2.29  Bruchpunkt

Sei T, eine nicht-beschrinkte Schitzfunktion. Der maximale Biasvon T, beix = (x1,...,X,),
der durch eine ¢-Ersetzung bewirkt werden kann, ist

b(e,x, T,) = sup{|| T,(x) — T,(x")| Ix* €R", dn(x,x") < £}.
Der Bruchpunkt von T, bei x ist definiert als

&"(x, T,,)=inf{e|b(e, x, T,)) = 00}. (6.43)

Wie oben angedeutet, ist der Bruchpunkt eines Schitzers grob gesprochen der kleinste An-
teil verfilschter Werte, der zum ,Zusammenbrechen‘ der Schitzung fithren kann. Der h6chs-
te, sinnvoll erreichbare Bruchpunkt ist der Wert 1/2. Denn bei der Hélfte oder sogar mehr
verfilschter Werte konnen die richtigen nicht mehr eindeutig identifiziert werden.

Beispiel 6.2.30 Bruchpunkt des arithmetischen Mittels

Der Bruchpunkt des arithmetischen Mittels betrédgt ¢* = 1/n, d. h. ein Ausreiler unter n
Werten kann die Schiatzung vollstdndig zerstoren. Um das einzusehen, sei

X; i=2,...,n
X = ] .
Xi+c¢ i=1

- c
T, (x)— T(x*)= % — x* =-_-

Damit gilt fiir 7,,(x) = x:

Bei festem n kann die Differenz tiber die Wahl von ¢ beliebig grof$ gemacht werden, so

dass
1
b (—,x, Tn) =00
n

und folglich ¢*=1/n.
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Beispiel 6.2.31 Bruchpunkt des Median

Der Median ist ein Schitzer fiir das Niveau eines Datensatzes, der einen Bruchpunkt von
1/2 besitzt.

Nach der Definition des Median, siehe (6.11), konnen namlich auf einer Seite (n — 1)/2
bei ungeradem n, bzw. (n —2)/2 bei geradem n Werte verfilscht sein, ohne dass sich der
Median dndert. Die Ablenkung eines weiteren Wertes reicht aber aus, um einen beliebig
groflen Bias zu erzeugen. Somit bricht der Median als Schétzer zusammen, wenn der
Anteil der verfdlschten Werte

1
+

1
o bei ungeradem n und > bei geradem n
n

1
2
betrédgt. Der Bruchpunkt ist, kurz gesprochen, gleich 1/2.

Einen zweiten wichtigen Aspekt der Robustheit stellt die (mogliche) Reaktion eines Schit-
zers auf einen geringfiigigen Verschmutzungsgrad einer Stichprobe dar. Zu ihrer Beschrei-
bung fithrte Hampel (1974) die Influenzfunktion ein. Einen addquaten Eindruck von der
Influenzfunktion erhilt man in vielen Féllen durch die fiir endliche Stichproben definierte
Sensitivitdtskurve von Tukey:

SC(x; Tos X1, ., Xp) =1 [Ty(X1, ..o, Xpm1, X) = Ty(X1, .0, X))

Die Sensitivitdtskurve zeigt, wie sich ein Schitzwert bei Verdndern einer einzelnen Beob-
achtung in einer konkreten Stichprobe mit dem Grad der Anderung selbst verdndert. Um
uns von konkreten Stichproben zu 16sen, wird der Erwartungswert dieser Differenzen be-
trachtet:

Eo(n-[Tu(Xy, ..., Xn-1,X) — Tp(Xy,..., Xu)]).

Die Einflussfunktion IF erhilt man dann als Grenzwert. Damit dies sinnvoll ist, wird voraus-
gesetzt, dass T konsistent fiir ¥ ist. Zudem kann fiir Ey[7,,(X;, ..., X,—1,x)] mit festgehalte-
nem x auch Ey[T,(X1, ..., X,,)|X,, = x] geschrieben werden.

Definition 6.2.32  Einflussfunktion

X sei eine Zufallsvariable mit einer vom Parameter ¥ abhidngigen Verteilung, X = (X3, ...,
X,,) sei eine Stichprobe aus der Verteilung von X und T(X) ein konsistenter Schitzer fiir
1. Die Einflussfunktion von T(X) bei 1 ist der Grenzwert

IE(x; T;9) = lim (n2 - [Ep (T (X)X, = x) = Eg(T,(X))]), (6.44)

sofern dieser existiert.

Dies ist nicht die standardmaflige, auf Hampel zuriickgehende Definition. Eingefiihrt wurde
die Einflussfunktion fiir Schitzer, die sich in der Form T(F;) schreiben lassen. Ein Beispiel
bildet das arithmetische Mittel von transformierten Stichprobenvariablen:

T(F,)= / gx)dF,(x)= % > gxy). (6.45)

1
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Diese Schitzer seien konsistent fiir den entsprechenden Verteilungsparameter T(F). Die
Funktionalschreibweise erlaubt die Betrachtung des Parameters bei einer verschmutzten
Verteilung gemdll T((1 — €)F + €H,); hier ist Hy(x’) = 1 fiir x’ > x und = 0 sonst. Der Ein-
fluss einer ,infinitesimalen‘ Verschmutzung wird dann gemessen durch

. T(1—€)F+€eH,)—T(F)
lim .

€—00 €
Die Verwandtschaft mit unserer Definition wird deutlich, wenn wir fiir Schitzer der Form
T(F;,) mit festgehaltenem Wert X,, = x T((1 —1/n)E,_; + H,/n) schreiben. Dann ist
(1= 1) B+ L) - T(E)
1/n ’

SC(x; T3 X1, X)) =

Fiir grof3e n ist dies mit der Konsistenz der Zéhler approximativ gleich

T((1-=)F+=H, |- T(F).
n n

Setzen wir noch € = 1/n, so sind wir fiir n — oo bei der klassischen Definition.

Einflussfunktionen lassen sich in folgender Weise linear kombinieren: Wenn 7, und S,, zwei
konsistente Folgen von Schitzern fiir zwei Parameter 1, und 9, sind, so gilt:

IF(x,a+bT+cS,a+ b+ ctr)=b-1IF(x, T,%)+ c-IF(x,S,1,).

Beispiel 6.2.33  Einflussfunktion des arithmetischen Mittels

Fiir das arithmetische Mittel gilt:

1 n—1 1 n
n-[T,Xy,...,. Xp-1,x)— T,(X;,...,X,))]=n- | — Xi+x | —— X;
[n(l n—1 ) n(l n)] [n<; i ) n; i

Da x fest ist, gilt, sofern u der Erwartungswert der zugrunde liegenden Verteilung ist:

=x—-X,.

IF(x; X;u)=x — .

Der Einfluss eines einzelnen fehlerhaften Wertes auf die Schitzung von u mittels X ist
linear. Je weiter ein Ausreiler von dem Datensatz weg lieg, desto schlimmer. Er kann die
Schitzung vollstédndig verfilschen, wie die Unbeschrénktheit von IF(x; X; u) zeigt. X ist
nicht robust.

Wir betrachten nun die Einflussfunktion von M-Schéitzern.

Satz 6.2.34  Einflussfunktion von M-Schdtzern

Xi,..., X, sei eine Stichprobe aus einer von dem Parameter ¥ abhéngigen Verteilung,
X; ~ F(x;1), ¥ € 0. ¢ sei eine Psi-Funktion mit beschriankter zweiter Ableitung,
[02y(x,1)/00?| < K, fur die weiter gilt: Eg(y(X, 1)) =0.
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Der M-Schitzer 9, d.h. die Losung von E?:l Y(X;,9) =0, sei konsistent.

Weiter sei auch fiir jeweils festes x die Lésung 7, von El'.:ll Y(X;, 7)+y(x,9) =0 konsis-
tent. Dann ist die Einflussfunktion von 1, gegeben durch

Y (x,9)

IF(x’ﬁn’ﬁ):_—E(é’l/)(X,ﬁ)/é’ﬁ)'

(6.46)

Beweis: Sei 1, der wahre Parameterwert und sei 9, Losung von
n
> Y, 9)=0.
i=1
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert mit 0 < c; <1:
. 0 . -
Y(X;, 0) =(X;,T0) + ﬁlﬂ(Xi,ﬂo +¢i(Vn =) | (P, — o).
Damit folgt:
n n n a
0= X, 0,) = X;, 9 — (X, 0+ ci(B, —10)) ) (B — Do),
;w( i 9a) ;w( L °)+; (aﬁw( o+ il 0)))( w =)

und weiter: ;
S (i, 90)
b=t = 57— i1 .
> p(Xi o+ iy — Do)
= av

n—1

Analog erhalten wir fiir festgehaltenes X,, = x, wenn 9, Losung von >_ ¢ (X;, 9)+y(x,9) =
i=1

0 ist:
n—1
>y, 90) + 1 (x, Do)
Fy—P=——
ad - J ~
Zj 55X Do di(By = 00) + S5 (x, Do +d (5, —B0))
Auch hierist0<d, d; < 1. Folglich gilt:
l/)(x’ﬁo)

n@, -9 =—

1 _ ~ _
— 0 X Dot di(Bn— Do)+ 1+ T, B+ d (G0 — Do)
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n—1

> (X, )
i=1
1 _ - _
— ST S o+ ci(By = Do)+ - e, Do+ ATy — Do)
> (X, 1)
i=1

- . .
— S ¥ (X, Do+ cilB — B0))

+

Aus der Beschrénktheit der zweiten Ableitungen folgt:

17 - 0 . .
%w(xiﬂ?o +ci(V, —0)) - %w(xiﬂ?o) < K| — (T + ci(¥, — U0))| = Kc;i|[¥, — V.

Da
P

1o~ 0 0
— —UY(X;, 0 E( —y(X, %) ),
n;aﬁw( o) — (aﬁw( o))
erhalten wir mit der Konsistenz von 19” auch:
1 @ . p o
— —yY(X;, ; ./ — E| —=y(X,9 .
n;a#/’( i Do+ ci(D, —9o)) (aﬁw( o))
Das gleiche Verhalten gilt fiir die Terme mit §,. Da zudem
1 0 . P
;'%w(x,ﬁo+d(ﬁn—ﬁo)) — 0
und Ey(X, %) =0, ist schlieflich

T

Die im Satz geforderte Eigenschaft Ey(y(X,1)) = 0 geht konform mit der {iblichen Bestim-
mung von ML-Schétzern aus den Normalgleichungen:

0
E(%lnf(Xl,...,Xn,ﬁ)> =0.

Auch die Konsistenz von #,, und 9, ist in vielen Anwendungen gegeben, vgl. den letzten Satz.
Dieser zeigt auch den Zusammenhang:

var(va(h - ) = - PV

=BGy, 0y/anp  CUEX, B, 9)%). (6.47)

Die Einflussfunktion von L-Schitzern leiten wir in mehreren Schritten ab. Zuerst betrachten
wir die Schitzung eines einzelnen Quantils.
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Beispiel 6.2.35 L-Schditzer eines Quantils

Wir betrachten die Schitzung eines Verteilungsquantils g, = F~!(a) einer stetigen Ver-
teilung mittels der geordneten Statistik X, j44)+1. Stichprobenquantile sind bekanntlich
konsistent fiir die theoretischen Quantile, sofern diese eindeutig sind. Das soll im Weite-
ren unterstellt sein. Fiir die Einflussfunktion benétigen wir den bedingten Erwartungs-
wert E(X.n|X, =2)= [ x - fx,,x,(x|z)dx. Die bedingte Dichte erhalten wir leicht mit der
gleichen heuristischen Methode, die wir vor dem Satz 4.2.6 erwahnt haben:

—-1)!
%]F(XW(XV*U —F(x))" = fiirx<z,r<n
[1-F(x)"! fiirx=2z,r=1
—1)
P (¥12)= mzﬂw—lu—ﬂxnn—r fir x=2,r>1
—1)!
%JC(XWU)’_ZU—F@))"—’ fiir x>z, r>1
0 sonst.

Ein Vergleich mit der unbedingten Dichte der r-ten geordneten Statistik liefert

er:n—l(x) x<z,r<n

fo:n|Xn (x|Z) = {

I (X) x>z, r>1 ’

Wir betrachten nun zunichst die Situation gleichverteilter Stichprobenvariablen Uy, ...,
U,, U~ 2Z(0;1). Sei 1 < r < n. Dann erhalten wir, wenn wir Gebrauch machen von der
bekannten Beziehung der Beta- und der Binomialverteilung

a—1

(a(a_':)l')(;_l);)l ua—l(l _ u)b—ldu — Z (a +?_ 1) Zi(l _ z)a+b—l—i .
2 : : i=0

1

E(Ur:nlUn:Z):/u‘fu,m|un(u|z)du
0

z 1

n_
:/u.fUI’IllUn(u|z)du+/u.fUrnlljll(u|z)du+z(r_

0 z

1
1>zr—1(1 _ z)n—r
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1

!
=L L/L'u’(l— w)"'"du

n nj) r(n—1-r)

1
r—1 n! r—1 n—r n—1 (1 _ \n—r
+ - /(r—l)!(n—r)!u 1—u) du—l—(r_l)z (1-2)

o1 /n
=——— (,)zi(l—z)"_i.
n n# i
i=0

Mit E(U,.,)=r/(n+1) ist also:
1 /n
n[E(Ur:n|Un:Z)_E(Ur:n)]:n—_’_lr_;<i>zl(1_z)n_l-
Fiir r = [an] 4+ 1, d.h. fiir die Schédtzung des a-Quantils, ergibt sich
r—1
n\ . » [nal/n—z
2=z — o Vn—m |.
§<l) Vz(l-2z)

Fiir z = ¢ geht das Argument von ®, /n([na]/n—z)/\/z(1 — z), gegen Null, fiir z > a (z <
a) gegen —oo (4+00). Dies ergibt schliefflich

a—1 fiir z<a
lim n[E(U;.,|U,=2z)—EU.,)]=4 a—1/2 firz=a . (6.48)
n—oo

a fir z>a

Sei nun X eine stetige Zufallsvariable mit der streng monotonen Verteilungsfunktion F
und der stetigen Dichte f. Die geordnete Statistik X,., ist dann darstellbar als Transfor-
mierte einer geordneten Statistik einer Stichprobe aus einer (0, 1)-Verteilung:

Xrn = F_I(Ur:n)-

Eine Taylorentwicklung um r/(n + 1) liefert fiir 1 < r < n, wenn G(u) = F~'(u) gesetzt

wird:
Xpn = G —— )46V =) (U - —
T\ n+1 n+1 n+1
2
+1G(2) L+C u., — r U __r
2 n+1 " n41 " n41

mit 0 < ¢ < 1. Damit folgt:
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n[E(Xrp | Xn = x) — E(X;0)]

_cwf( " .. - _
=G <n+1) n - [E(Ur.,|U, = F(x)) = E(U;.,)]
1 eleo (v e(vm—— V) (v Y
2 n+1 | |
_E[G@<;+C<Urn_;)>.(Um_;)z }
n+1 ’ n+1 ’ n+1

Wegen G (r/(n+1)) = 1/f(F~'(r/(n+1))) — 1/f(g,) folgt mit den Eigenschaften der
Einflussfunktion

U, = F(x)

a1 fir z <
o) e
a—1/2
IF(x, {X([an]+1):n | qa) = f(qa/) fir z = qu >
¢ fiir z >
a0 e

sofern der zweite Term gegen null geht. Dies folgt mit einigen umstdndlichen Umfor-
mungen und der Ungleichung, vgl. Reiss (1989, S. 89):

. r r i
2-j!.5/ ] 1— ]
< n—+ n+

- nil2

Analog zu den M-Schitzern erhalten wir:

2 a-1\° a-05)\° a \*
E[IF(X’ {X([an]+1):n}’qa) ]: ( ) P(X<qa)+< ) P(X:qa)+ <—> P(X>qa)

f(%) m f(qa)
1—
B % - r%l—l}olo n-Var[Xanj+1ynl-

Fiir einen L-Schétzer L = Z]m:l a;jXnp, fiir den Parameter 9 = Z;n:l ajF~Y(p;) folgt mit der
Additivitat der Einflussfunktionen aus dem letzten Beispiel:

m
IE(x, L9) =Y _ a;-1F, Xup,1n, F'(p)). (6.49)
j=1
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Beispiel 6.2.36  Einflussfunktion des Quartilsabstandes

Fiir den Quartilsabstand T = Xj;,/4}:n — X[3n/4:n €rhalten wir mit den Einflussfunktio-
nen fiir die Stichprobenquantile, wenn die zugrunde liegende Verteilung symmetrisch
ist, oder zumindest fiir die theoretischen Quartile ¢/, und g3/, die Gleichheit f(q,/4) =

F(qg3/4) gilt:

1
fiir x <
2(g12) s
0 fiir x = q1/4
1
IF(X, T, F_1(3/4) — (,]1/4) =q — 2f(q1/4) fiir qrja <X <(3/4
0 fiir x =qs/4
1
fir x >
2@ s

Fiir L-Schitzer der Gestalt L = Zle J(r/n+1)X,.,/n unterstellen wir die Integrierbarkeit
von J(u). Wir gehen wieder zuerst von gleichverteilten Stichprobenvariablen aus:

n[E(L,|U, =2z)—E(L,)]
_1n_1 r 1 — (n i n—i
_;rz_;](n—i-l). n+1r_iz_;(i)z( —)
1 1 1 D1y )l n .1
+;](n+1) (n+1+(n_ J1=2) >+E](n+1) (Z _n—H)

— r roo1 184 ; . i -
:;]<n+1)'n+1'ﬁ_ﬁr:2<]<n+1);<i)2(1—2) >+0(1).

Die erste Summe ergibt fiir n — oo das Riemann-Integral f 01 J(u)u du. Fiir die zweite Summe

gilt wegen
r
1 0 fir—<z
n . . n
(')Zl(l_z)n—l _
i
i=0 1 flir —>z
1 n—1 r r—1 n 1
_ (]( ) (.)Zi(l—z)n_i> — /](u)du
n n+1) 4 i
r=2 i=0 7
Also ist hier

1 1
IF(z,L,ﬁ)z/I(u)udu—/](u)du. (6.50)
0 z
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Fiir stetige Zufallsvariablen X mit der streng monotonen Verteilungsfunktion F und der ste-
tigen Dichte f erhalten wir mittels der Transformation X;., = F~1(U,.,) wieder, wenn p, so
gewdhltist, dass r/(n+1)=p,+o(n1):
Xrn = F_l(pr)+ [F_l(pr +cr(Urn — pr))]/ (Upin — pr)
1
f(F_l(pr +cr(Urn—pr))

= F_l(pr)+ (Ur:n_pr)

mit0<c, <1.

Mit der Stetigkeit von f und der Konsistenz von U,.,, fiir p, ergibt sich im Grenzwert:

IF(x, L, )

1 1
u 1

——du-— —d

!jU”fUF%uD ¢ ﬁ(]“”fUFWun !

/](F(t))-F(t)dt—/](F(t))dt.

Fiir die M-Schétzer in einer Lage-Familie und fiir die Stichprobenquantile hatten wir folgen-
den Zusammenhang zwischen der Einflussfunktion und der Varianz des Schétzers:

E[IF(X, #,,9)?] = lim n - Var(d,). (6.51)

Dieser Zusammenhang gilt unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen fiir verschiedene
Klassen von Schétzern.

6.3 Jackknife und Bootstrap

Das Jackknife und das Bootstrap sind zwei Verfahren der wiederholten Stichprobenziehung.
Darunter verstehen wir das erneute Ziehen von Stichproben aus der vorliegenden Stichpro-
be x =(x1,...,x,).

Die Idee, auf (Teile der) vorhandenen Beobachtungen erneut zuzugreifen und dariiber wei-
tere GroBen neben den interessierenden Parametern zu schitzen, geht auf Quenouille (1956)
zuriick. Er hat das folgende, spéter als Jackknife (Taschenmesser-) bezeichnete Verfahren zur
Reduzierung des Bias einer Schitzfunktion entwickelt.

Als Hintergrund betrachten wir die univariate 5-Methode, vgl. Satz 5.2.2. Ist der Schitzer 9,
fiir 9 asymptotisch normalverteilt, Vb, — ) ~ A (0,02), so gilt dies auch fiir g(d,) bzgl.
g(9) fur geeignete Funktionen g(¢). Zum Beweis wird auf die Taylor-Entwicklung bis zum
ersten Glied zuriickgegriffen. Das ist aber nur moglich, weil fiir solche Schétzer die Glieder
hoherer Ordnung in der Taylorreihen-Entwicklung schneller als 1/n gegen null gehen. Die
Entwicklung kann oft in der Form

E(g(#,)=g(®)+

al(ﬁ)+az(21‘!‘)+a3(3ﬁ)+m
n n n
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geschrieben werden, wobei die a;(9) nur von der zugrunde liegenden Verteilung abhéngen.
Gilt nun diese Entwicklung fiir endliches n, so erhalten wir fiir n — 1 entsprechend
a,(19) ax(¥) as(?)

Bg(n-) =80+ T+ 0 ot gyt

Zusammenfassen ergibt:
ax(1) _ a(@) | as(0) _ as(1)
(n—1) n2 (n=12 7
ay() 1 1
n(n—1) +“3(ﬁ)(ﬁ o 1)2> *

Hier ist der a,(¥) enthaltene Summand herausgefallen, so dass die Abweichung von g()
nur noch von der Ordnung O(n~2) ist statt von der Ordnung O(n~1!).

n-B(g(,-1))—(n = 1)-E(g(D,-1)) = g(9) +

=g+

Die Umsetzung dieser Betrachtung fithrt nun zu folgender Definition.

Definition 6.3.1 Jackknife-Schditzer

Sei X, = (Xj,...,X,) eine Stichprobe aus einer Verteilung mit der Verteilungsfunktion

F(x;9). Sei g(1) = g(Xa,...,X,) ein Schétzer fiir g(#). Ein Jackknife-Schditzer fur g(9) auf

der Basis von g(1) ist definiert als

J(g@)=n-g0)—(n—1)-§u(?), (6.52)
wobei
1 n
go®=—~>_ gu(®
i=1

mit §;)(V) = g X)) = g(Xa,..., Xi—1, Xit1,..., Xn); d-h. g;(9) ist die Schiatzung von g(9),

die auf den n — 1 Beobachtungen nach Ausschluss der i’ten basiert.
Wie zuvor angemerkt, reduziert das Jackknife Verfahren den Bias, bringt ihn aber i. Allg. nicht
zum Verschwinden. Daher sind die beiden folgenden Beispiele eher untypisch. Der haupt-
sdchliche Einsatzbereich liegt in komplexen Situationen, die analytisch nicht zu durchdrin-
gen sind, wie z.B. dem Quotientenschitzer bei Stichproben aus endlichen Grundgesamthei-
ten. Zudem setzt das Verfahren voraus, dass der Koeffizient a,(1) in der unterstellten Taylor-

Reihen-Entwicklung von der gleichen Groflenordnung ist wie a;(¥). Sonst ist es moglich,
dass die Bemiihung ins Leere lduft.

Beispiel 6.3.2  auf X basierende Jackknife-Schiitzung
Fiir das arithmetische Mittel gilt:

_ 1<~ _ 1 <& 1
X-(n-1)=)» Xp=n-X—-(n—-1)— X;
n-X—(n )n; w=n-X—(n )n; n_I;]

I ]
=n-X- ;Z;(n— DX;=X.
i=
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Der Jackknife-Schitzer auf der Basis von X ist X selbst. Das ist insofern kein Wunder, als
X ja ein unverfélschter Schétzer fiir u ist.

Beispiel 6.3.3 auf$? basierende Jackknife-Schéitzung

Sei S? die empirische Varianz, $? =3 (X; — X)?/n. Bekanntlich ist E($?) = (n —1)o?/n,
wenn o2 die Varianz der zugrunde liegenden Verteilung ist. Somit ist der Bias von S?
gleich —o?/n. Fiir den auf S? basierenden Jackknife-Schitzer erhalten wir:

1 n B n 1 n n
2 __ 2 __ 2 _ 2
sl I L LS S,
i=1 i=1 i=1 j=1
Weiter ist:
2
n n 1 n
2 vl 2 _
=g 2 XK= Xi - | — D X
Jj=1 Jj=1 j=1
J#i J#i i
1 n 1 2 n n
_ 2
k- () Liax
j=1 j=1 k=1
i G ki
1 n 1 n 1 n 1 n
— N—— 2| _ 2
R S PSS B S [CE s DS B
i=1 i=1 = i=1 =1 ke
i ik
n n

n—1
:;_ X‘?_n(n—l)ziz:l:x? n(n 1)2ZZXX

i=1 Jj=l
Jj#i

n—2 o
Zm;"?‘n(n_l)zzz”

i=1 j=1

Zusammenfassen ergibt:

ER DI B B P e 9 387

i=1 j=1 i=1 j=1

1 n 1 n n n
= X;—— XiXj= 2
n—14"" n(n—l);; |

Auch hier ist das Ergebnis ein unverfélschter Schitzer. Da der Bias von S? von der Ord-
nung O(n™!) ist, aber keine Glieder hoherer Ordnung vorkommen, wird er vollstdndig
eliminiert.

Wollen wir aber die Standardabweichung o schédtzen und nehmen dazu V2, dann ist
das Jackknife tatsichlich von Bedeutung, da der Schitzer v'62 verfilscht ist und der Bias
nicht so elementar angebbar.
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Das Bootstrap-Verfahren von Efron hat als Hintergrund, dass die Simulation von den ver-
schiedensten Verteilungen heutzutage sehr einfach ist und damit computerméRig Proble-
me bearbeitet werden konnen, die fiir eine analytische Behandlung zu komplex sind. Ist es
z.B. nicht moglich, den Standardfehler eines Schétzers analytisch anzugeben, so lésst sich
einfach kiinstlich iiber die Erzeugung vieler Stichproben gleichen Umfanges eine empiri-
sche Verteilung des Schitzers gewinnen. Diese kann als Ndherung der theoretischen an-
gesehen werden. Somit gibt die empirische Standardabweichung der Bootstrap-Verteilung
eine Schitzung der theoretischen.

Ist die zugrunde liegende Verteilung bis auf einen gegebenenfalls mehrdimensionalen Pa-
rameter bekannt, so kénnen unter Verwendung des geschétzten Parameters die Bootstrap-
Stichproben aus dieser Verteilung simuliert werden. Dies ist das parametrische Bootstrap.
Ist die zugrunde liegende Verteilung nicht bekannt, so verwendet das nichtparametrische
Bootstrap die empirische Verteilungsfunktion, um die Stichproben zu erzeugen. Die empi-
rische Verteilungsfunktion F;,(x) wird ja oft als nichtparametrischer Maximum-Likelihood-
Schétzer der theoretischen Verteilungsfunktion bezeichnet, da sie den Ausdruck

L(F) =] [(F(x:) = F(x; —0)), (6.53)

i=1

mit F(x—0)=1lim,, F(t), tiber alle Verteilungsfunktionen F maximiert. Zudem ist die empi-
rische Verteilungsfunktion ein konsistenter Schitzer fiir die theoretische, so dass sich F,(x)
von F(x) fiir groBe n nur wenig unterscheiden sollte.

Definition 6.3.4  Bootstrap-Algorithmus

X = (Xi,...,X,) sei eine Stichprobe aus einer Verteilung mit der Verteilungsfunktion
F(x;9). 9(X) sei ein Schitzer fiir 9. Der Bootstrap-Algorithmus zur Schédtzung von Vertei-
lungsparametern der Schitzfunktion #(X) geht aus von einer beobachteten Stichprobe
x und ist dabei durch folgende Schritte festgelegt:

1) Bestimme die empirische Verteilungsfunktion F,(x) zu der Stichprobe x:
1 n
Folx)=— 21: I <u1-
i-

2) Fiir b = 1,...,N: Ziehe eine Stichprobe x} = (x},,...,x};,) vom Umfang n (mit Zu-
riicklegen) aus der empirischen Verteilungsfunktion und bestimme ﬁ(x*,;).

3) Schitze den interessierenden Verteilungsparameter von 9(X) mittels eines geeigne-
ten Schétzers aus den N Werten ¥(x7},).

Auch wenn der Wert des Bootstrap vor allem in der Anwendbarkeit auf endliche Stichproben
liegt, ist die theoretische Absicherung asymptotischer Natur. Wir wollen kurz den Rahmen
dafiir angeben. Gegeben ist die Situation der Definition. Zudem seien X7, ..., X} Stichpro-
benvariablen aus der empirischen Verteilungsfunktion F,(x). X},..., X% sind also bei gege-
benem X = x unabhingig.
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Wir beobachten nun B solcher Stichproben X’ und die sich daraus ergebenden Stichpro-
benfunktionen #;, =9(X}) (b=1,..., B). Seien nun fiir r €R

B
. 1 -
b=1

sowie
1 &
v = 3 Z n(®, —9,)°.
b=1
Dann gilt unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen fiir groe B (und n):
sup| £y ,(1) = Fy, ()] — 0, (6.54)
teR

und fiir den Bootstrap-Varianz-Schétzer

02, —B(n(, —02) — o. (6.55)

Es ist ziemlich leicht zu akzeptieren, dass durch eine sehr grof3e Wahl der Anzahl B der Boot-
strapstichproben die Bootstrap-Varianz die bedingte Varianz E((ﬁj‘ll 021X =x1,..., X, =
X,) mit ﬁ’;l =YX, .. .,X*) hinreichend genau approximiert wird. Dazu ist nur die Konsis-
tenz noch einmal genau zu tiberdenken. Dass dann weiterhin auch (6.55) gilt, stellt schon
hohere Anforderungen an die Vorstellungskraft. Deshalb sei angemerkt, dass fiir die beding-
te Erwartung der Varianz einer Bootstrap-Stichprobe gilt:

1< o N2 1< ov2_ o2 I 2
E ;Z(xj—xn) Xi,e 0 Xn :;Z(Xi—Xn) =s2 = o
j=1 i=1

Hier wurde das arithmetische Mittel X,, = Z:’:IXI- /n der urspriinglichen Stichprobe, das
dem Erwartungswert der X7 entpricht, als Lageparameter genommen. Dies ist generell bei
der Bestimmung von Standardfehlern von Schétzern mit dem Bootstrap anzuraten. Sonst
wird dieser i.d.R. unterschétzt. Dies ist derselbe Effekt, den wir von der empirischen Vari-
anz kennen. Die beobachteten Werte sind enger um das arithmetische Mittel als um den
theoretischen Erwartungswert konzentriert.

Bickel & Freedman (1981) zeigen fiir verschiedene Schétzer, dass die Bootstrap-Versionen
asymptotisch normalverteilt sind. Wir betrachten nur das arithmetische Mittel in einer ein-
fach zu behandelnden Situation.

Satz 6.3.5 asymptotische Veteilung des Bootstrap-Mittels

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert u, Varianz o> und momenterzeugender
Funktion M(?). X1, Xa,...,X,,... sei eine Stichprobe aus der Verteilung von X. Mit den
oben eingefiihrten Bezeichnungen X, $2 und mit X* = Z;’:l Xi/n gilt:
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n—oo

X —X
limP(ﬁ n T<z
o

Xl,Xz,...,Xn> :(I)(Z)

Beweis: Wir wahlen h so, dass M(t) fiir |£| < 84 existiert. Fiir die bedingte momenterzeu-
gende Funktion von v7(X% — X,,) gilt:

o "X %,
E(eXp[tﬁ(X;—Xn)”Xl,Xg,...,Xn):E exp tjz:; ﬁ—ﬁ X1,X0,..., X,
n " n "
1 X; — X, 11 12(X; — X )?
N r- =[14+--— ————— +R 6.56
n;exp[ NG } +3 n]z:; - + Ry (6.56)

2824+ nR, \"
<1+7+n ”) )
2n

Nach der Abschitzung im Beweis von Satz 2.2.6 haben wir fiir R,,:

3 n
ri '3 7 2 (L2~ ) -2~ o)
=

(6.57)

1N 1 sl o g Ly
:<% —7 | © ;;exp[ZhXi]—ke ;]Z:;exp[—2hXi]

. . o [ . .
Nun gilt e2hXn "5 g2hu | g=2hX. 5" g=2h1 Wir haben also noch zu zeigen, dass

n
1 S explz2hX] L5 m(z2n).
nis
Dann ist ndmlich der Ausdruck in der Klammer von (6.57) beschrénkt, so dass die rechte
Seite von (6.57) auch nach Multiplikation mit n gegen null geht. Somit geht auch n - R,
fast sicher gegen null, und die rechte Seite von (6.56) konvergiert gegen exp[1 + o212 /2],
woraus sich die Behauptung dann unmittelbar ergibt.

Seien Y; =exp[2hX;] —M(2h) und A, = {| Y,| > €}. Dann gilt aufgrund der Markoffschen
Ungleichung

1
P(A,) < EE(Y;),

und wie im Beweis des starken Gesetzes der grof3en Zahlen folgt:

P(A,) < é : % {n ‘E[(exp[2hX,] — M(2h))*] +3n(n — 1) (E[exp[2hX,] —M(Zh)]z)z}

1 1

=3 {M(8h)— 4AMM(6h)M(2h)+6M(4h)M(2h)* —3M(2h)*

+3(n—1)(M(4h)— M(2h)}* } .
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Also gilt

Damit ist gezeigt, dass

1 — .
;Zexp[ZhXi] f—s> M(2h).
j=1

Analog folgt dies fiir —h. Zusammen ergibt das die Behauptung.

6.4 Auswahl von Schitzern fiir die Anwendung

Die Eigenschaften von Schitzern legen die Anwendung von ML- bzw. von robusten Schét-
zern nahe. Robuste Schétzer sind vorzuziehen, wenn es um Formparameter von Verteilun-
gen wie Lage und Streuung geht. Denn oft ist die zugrunde liegende Verteilung gar nicht
genau spezifiziert, so dass ML-Schitzer von vornherein dubios sind.

Ein anderer Punkt ist, dass die Regularitdtsbedingungen, die zum Nachweis der guten Ei-
genschaften der ML-Schétzer benotigt werden, nicht vorzuliegen brauchen. Wir geben hier
nur ein Beispiel. Weitere finden sich bei Le Cam (1990).

Beispiel 6.4.1 Varianzschdtzung bei Beobachtungspaaren mit unabhdngigen Komponen-
ten

(Xi,Y:)(i=1,...,n) seien unabhéngige Zufallsvektoren, wobei X; und Y; ebenfalls unab-
héngig und A (u;,0?) -verteilt seien. Wir wollen o2 schétzen. Ein naheliegender Ansatz
ist, Z; = X; — Y; zu bilden, um die storenden Parameter u; zu eliminieren. Es gilt offen-
sichtlich Z; ~ A4(0,202). Daher ist

n

szzﬁz:Zf

i=1

ein naheliegender Schitzer.
Der ML-Ansatz

1 <& 1 — !
2 2 2
—n(In2m)+1In(0%) - >— l_:zlj(xi —pi)f =5 ;(Yi —p;)* = max
fiihrt dagegen zu
0.2 — 182
55

Das ist offensichtlich vollstdndig unplausibel. Der Grund ist darin zu sehen, dass hier zu
viele Parameter geschitzt werden miissen.
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Die verschiedenen Beispiele fithren Le Cam zu den folgenden Prinzipien, deren Beherzigung
fiir die Anwendung wiarmstens empfohlen wird.

Prinzip 1: Vertraue keinem Schitzprinzip.
Prinzip 2: Mach Dir klar, was Du schédtzen méchtest.

Prinzip 3: Versuche festzulegen, welchen Grad an Prazision Du brauchst (oder erreichen
kannst) und was Du mit der Schitzung vorhast.

Prinzip 4: Vor dem Einsatz eines Schétzers tiberpriife den Grund fiir seine Auswahl und
die Anwendbarkeit auf die vorliegenden Daten.

Prinzip 5: Wenn bis jetzt alles in Ordnung ist, versuche einen kruden aber zuverldssigen
Schétzer, um zu bestimmen, in welcher Region der Parameter liegt.

Prinzip 6: Wenn Prinzip 4 erfiillt ist, verbessere Deine Schitzung durch Ausnutzen Dei-
ner theoretischen Voraussetzungen.

Prinzip 7: Vertraue keiner Schitzung, die ein vollig anderes Ergebnis ergibt, wenn nur
eine Beobachtung aus dem Datensatz herausgenommen wird.

Prinzip 8: Wenn ein asymptotisches Argument herangezogen wird, vergiss nicht, die An-
zahl der Beobachtungen gegen unendlich gehen zu lassen.

Prinzip 9: J.Bertrand formulierte es so: 'Gib mir vier Parameter und ich beschreibe einen
Elefanten; mit flinfen schwenkt er den Riissel’.

Das Prinzip 4 bringt die robusten Schitzer ins Spiel. Le Cam hat von diesem Prinzip aber
schon 1946 gehort. Angewandte Statistiker waren also schon immer vorsichtige Menschen.

6.5 Aufgaben

Aufgabe 1

Ein Buch von 800 Seiten soll auf die Verteilung der Druckfehler hin untersucht werden.
Dazu sollen 10 Seiten durchgegangen werden.

i) Welche Seiten wéhlt man aus, wenn man aus einer Zufallszahlentabelle die folgende
Sequenz auswihlt:
034743 7386369647 3661469863 71621680457

ii) Schétzen Sie die durchschnittliche Fehlerzahl pro Seite und geben Sie eine Schédtzung
des Standardfehlers dieser Schétzung an.
(Der Standardfehler eines Schétzers ist seine Standardabweichung.)

iii) Geben Sie Schéatzungen der Gesamtfehlerzahl und des zugehorigen Standardfehlers an.

iv) Schitzen Sie den Anteil der Seiten mit Fehlern in dem Buch und geben Sie ein Konfi-
denzintervall zum Niveau 0.75 fiir diesen Anteil an.
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Aufgabe 2

Xj,...,X, sei eine Stichprobe aus einer Verteilung mit E(X) = y und Var(X) < co. Be-
stimmen Sie die BLU-Schitzfunktion fiir u, d.h. die Koeffizienten a,,...,a,, so dass g =
a,X1+...+a, X, erwartungstreu ist und die kleinste Varianz unter allen derartigen Schit-
zern hat.

Aufgabe 3

Gegeben sei eine Grundgesamtheit {w, ..., wy} vom Umfang N =40 mit den folgenden
Werten X(w;) der Zufallsvariablen X:

011254778668910131215161617 18 19 20 20 24 23 25 28 29 27 26
303131333235373838.

Aus dieser Grundgesamtheit wird eine systematische Stichprobe vom Umfang n =4 und
der Schrittweite k = 10 gezogen. Bei dieser Ziehungsart wird von einer seriellen Anord-
nung der Elemente ausgegangen. Es wird eine zufillige Startzahl r (1 < r < k) bestimmt
und dann wird mit r auch k+r, 2k +r,3k+r,...,(n — 1)k +r gezogen.

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von X bei dem durch diese Ziehungsart auf
Q0 induzierten WahrscheinlichkeitsmaR.

Aufgabe 4

In einer Population von N Elementen ist der Wert x; der Variablen X fiir das Element w,
bekannt. Aus den {ibrigen N —1 Einheiten wird eine einfache Zufallsauswahl mit Zuriick-
legen vom Umfang n gezogen und hieraus der Mittelwert X* bestimmt.

i) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz des Schitzers
0=~ [x1 +(N—-1)X"]
=—[x — .
p=ym

ii) Zeigen Sie, dass dieser Schitzer von u besser ist als der Schitzer X,,, der auf der Ba-
sis einer einfachen Zufallsauswahl mit Zuriicklegen aus allen N Einheiten ermittelt
wird.

Aufgabe 5

2( sei exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0, f(x) = Ae~**, x > 0. Zeigen Sie, dass
A =1/X schwach konsistent fiir A ist.

Aufgabe 6

X sei stetig verteilt mit der Dichte f(x). Dann hat der Stichprobenmedian X fiir groRe n
approximativ eine Normalverteilung mit Erwartungswert i (P(X < fi) = 0.5 und Vari-
anz (n4f()?)~!. Bestimmen Sie die relative Effizienz von X bzgl. X fiir die Flle:
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(i) f(x)=0.5e=#l d.h. X ist Laplace-verteilt.

(ii) X ist normalverteilt mit festem o2.

Aufgabe 7
(X, Y) sei eine bivariate Zufallsvariable mit der Dichte fy(x,y)=y2e V&+? x 3 >0.

Welches wire ein addquater Ansatz fiir eine Schédtzung von ¥ nach der Methode der
Kleinsten Quadrate?

Aufgabe 8

Eine (vereinfachte Stichprobe) aus den Versicherungsschiden eines bestimmten Scha-
dentypes ergab folgende Beobachtungen:

xi |750 1500 2500 3500 4500 5500
ni|f8 5 4 1 1 1

Es wird unterstellt, dass die Stichprobe aus einer Pareto-Verteilung stammt:
fa(x)=19600" x~"*fiir x > 600, f3(x)=0 sonst.
Dabeiist ¥ > 0.

(i) Zeichnen Sie die Loglikelihoodfunktion fiir den Bereich 0 < ¥ < 4.

(i) Bestimmen Sie den ML-Schitzwert.

Aufgabe 9

Es wird ein Gen mit zwei Allelen betrachtet. Drei Genotypen i = 1,2,3 sind moglich, die
entsprechend dem sogenannten Hardy-Weinberg-Gesetz vorkommen:

p1=0% p=2001-9), ps=(1-9)7.

Dabei ist 0 < 7 < 1. Bei einer Stichprobe vom Umfang n werden N; Personen des Geno-
typs i beobachtet, i =1,2,3.

Bestimmen Sie den ML-Schétzer fiir !

Ist er konsistent? erwartungstreu? effizient?

(Hinweis: (N7, N») ist trinomialverteilt.)

Aufgabe 10
x1 =0.5, x, =—2.0 sei eine Stichprobe aus einer Cauchy-Verteilung mit der Dichte
fesw=n" 1+l
Zeichnen Sie die Likelihoodfunktion im Intervall [—2.5;1.0].

Welche Forderungen ergeben sich daraus fiir die ML-Schétzung?
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Aufgabe 11

Die Zufallsvariable X habe die vom Parameter 9, 1 < ¥ < 2.5, abhidngige Wahrscheinlich-
keitsfunktion

fa(x)= %(5 —29)B¥C=2 () DE=D2 iy x =1,2,3

und fy(x)=0 sonst.

Bestimmen Sie den ML-Schétzer fiir 9! Ist er konsistent? erwartungstreu? effizient?

Aufgabe 12

Bei Umfragen ist es oft schwierig, richtige Antworten auf sensible Fragen zu erhalten.
— Man denke etwa an eine Frage der Art: ,Haben Sie jemals Rauschgift genommen?‘ —
Warner hat 1965 daher die Methode der randomisierten Antwort eingefiihrt, um solche
Situationen zu bewdiltigen. Der Frager weil’ bei dieser Methode nicht, auf welche der
beiden einfach alternativen Fragen der Befragte antwortet. Das wird erreicht, indem der
Befragte (ohne dass der Frager es sehen kann) zuféllig eine Kugel aus einer Urne zieht,
welche Kugeln mit zwei unterschiedlichen Farben enthilt. Die eine Farbe reprasentiert
,Ich habe die Eigenschaft A‘, die andere représentiert ,Ich habe die Eigenschaft A nicht".
Auf dieses Statement antwortet der Befragte dann mit ja bzw. nein.

Sei

R der Anteil der Befragten, die mit ,ja‘ antworten,

p die Chance, dass eine Kugel mit der Farbe, welche ,Ich habe die Eigenschaft A* re-
présentiert, gezogen wird,

g der Anteil der Personen mit der Eigenschaft A in der Grundgesamtheit,

r die Wahrscheinlichkeit, dass der Befragte mit ,ja‘ antwortet.

Esgil: r =2p—1)g+(1—p).
Hinweis: P(,ja‘)|Frage1)P(Frage2) + P(,ja‘|Frage2)P(Frage2) sowie E(R) = r Var(R) =r(n —
1)/n (unter Vernachlédssigung des Faktors fiir das Ziehen ohne Zuriicklegen).

Geben Sie eine Schitzfunktion Q fiir g an; weisen sie die Unverfilschtheit von Q nach.

Aufgabe 13

507 Personen wurden bzgl. ihrer Einstellung zum Cholesterin befragt. (Die Woche vom 19.8.93)

gefdhrlich | nicht gefdhrtlich
Frauen 165 85
Minner 149 108
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Der Anteil der Manner in der Grundgesamtheit ist dabei 48%.

Schitzen Sie den Anteil aller Personen, die das Cholesterin fiir gefdhrlich halten. Welche
Verbesserung ergibt sich schdtzungsweise, wenn das Ergebnis als Resultat einer vorher
geplanten Schichtung angesehen wird? (Wegen der Gro8e der Grundgesamtheit darf von
einer Zufallsauswahl mit Zuriicklegen ausgegangen werden.)

Aufgabe 14

Eine Erhebung des Stala bei 10000 landwirtschaftlichen Betrieben eines Bundeslandes
hat im Friithjahr ergeben, dass insgesamt 80000 ha mit Weizen bestellt waren. Um sich
unmittelbar nach der Ernte einen Uberblick {iber die Erntemenge zu verschaffen, wihlt
das Amt 200 Betriebe zufillig aus und erfragt die geerntete Weizenmenge X sowie die
Weizenanbaufldche Y. Es ergibt sich (X in ¢, Y in ha):

D x;=20000 > x?=4960000 » y;=2000

D y2=50000 > x;y;=490000.

Berechnen Sie zwei Schitzungen fiir die Ernte; vergleichen Sie soweit wie méglich.

Aufgabe 15

Xy, ..., X, sei eine Stichprobe zu X, wobei E(X) =y und Var(X) < co. Bestimmen Sie die
BLU-Schétzfunktion fiir u, d.h. die Koeffizienten a,,...,a,,sodass g =a: X1 +...+a, X,
erwartungstreu ist und die kleinste Varianz unter allen derartigen Schéitzern hat.

Aufgabe 16

Ein verliebter Student muss oft zu lange auf den Anruf seiner Freundin warten. In den
Wartezeiten hat er sich naturgemill seine Zeit damit vertrieben, eine Wahrscheinlich-
keitsmodell fiir die Wartezeiten aufzustellen. Er kam zu folgender Wahrscheinlichkeits-
funktion fiir die Wartezeit X (in Tagen):

x o 1 2 3 4
f(x;9)[0.19 0.29 0.30 0.49 1—9

Helfen Sie ihm nun, fiir den unbekannten Parameter 1, 0 < < 1, eine geeignete Schétz-
funktion zu finden!

(i) Bestimmen Sie a und b so, dass 5‘1 = a + bX erwartungstreu ist. Ist # dann konsis-
tent?

(i) Untersuchen Sie die Schitzfunktionen 9, = 10 (X =0), #3 =2.5 (X =3) und ¥, =
1 — h(X =4) auf Erwartungstreue und Konsistenz.

(iii) Bestimmen Sie die relativen Effizienzen der Schatzfunktionen. Ist eine von ihnen
effizient?
(Hinweis: Satz von Rao-Cramér)
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Aufgabe 17

X sei exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0, f(x)= 2 e, x > 0. Zeigen Sie, dass
A =1/X schwach konsistent fiir A ist.

Aufgabe 18

Zeigen Sie, dass bei der Gleichverteilung 2(0,9) der Schétzer X,y = max{X;,..., X, } stark
konsistent fiir 1 ist.

Aufgabe 19

X;, X, seien geometrisch verteilt, f(x)=p(1—p)*, x =0,1,2,... Bestimmen Sie mit Hilfe
des Satzes von Rao-Blackwell eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir p, die besser ist
als T(X;,X,)=1falls X; =0 und T(X;,X,)=0 falls X; > 0.

Konnen Sie etwas tiber die Effizienz Ihrer Schitzfunktion aussagen?

Aufgabe 20

X1,X,... sei eine Stichprobe aus einer 2(0,¥)-Verteilung. Zeigen Sie, dass die auf X,
basierende erwartungstreue Schétzfunktion UMVUE ist.

Aufgabe 21

Bestimmen Sie die Einflussfunktion der empirischen Varianz S = % Yo (X=X

Aufgabe 22

Eine Zufallsvariable X heilt logarithmisch normalverteilt mit den Parametern u; und
0%, wenn Y = In(X) normalverteilt ist, also Y ~ N(ur,0%).

(Die logarithmische Normalverteilung dient u.a. als Modell fiir Einkommensverteilun-
gen, fiir die Verteilung der GréRen von Steinen, die in einem Steinbruch abgebaut wer-
den und fiir die Verteilungen der Biegefestigkeiten von Fasern.)

Bestimmen Sie die ML-Schitzfunktionen fiir y; und 0'%.



7  Konfidenzschidtzung

7.1 Grundlagen

Die Punktschitzung hat das Problem, dass bei einer stetigen Verteilung die Zufallsvariable
jeden Wert x mit Wahrscheinlichkeit null annimmt: P(X = x) =0 fiir alle x € R. Daher ist nur
sicher, dass der Punktschétzer den wahren Parameterwert nicht trifft. Es ist in Anwendungen
folglich nicht ausreichend, wenn das Ergebnis einer Punktschitzung mitgeteilt wird. I.d.R.
wird zusétzlich eine Angabe iiber die Prazision oder den mdglichen Fehler der Schiatzung
gewiinscht. Oft findet man in der Praxis den Schitzer zusammen mit einer Schitzung (%)
seines Standardfehlers angegeben. Wir kénnen uns 9 + &(9) als eine Art Grenzen fiir 9 vor-
stellen. Jedoch bereitet die Interpretation dieser Grenzen Schwierigkeiten. Wir haben keine
Gewihr, dass 7 + (%) den wahren Parameterwert tatsdchlich enthilt. Und Wahrscheinlich-
keiten sind bei konkreten Werten wie z.B. 10+2 nicht mehr angebracht. Auch auf der Ebene
der Schiatzfunktionen ist i.d.R. die Wahrscheinlichkeit kleiner als eins, dass 1 von solchen
Grenzen eingeschlossen wird:

P —a(d) << F+a(d)<1.

Beispiel 7.1.1  Grenzen fiir u bei Normalverteilung

Sei X, ..., X, eine Zufallsstichprobe aus einer .4 (u, o) -Verteilung. o2 sei bekannt. Dann
gilt fiir den Schitzer X von u:

Auch wenn wir die Grenzen weiter ziehen, etwa ein Mehrfaches der Standardabweichung
als Grenzen nehmen, bleibt die Wahrscheinlichkeit kleiner als eins, dass u in den Grenzen
X+ko /7 liegen wird. Es bleibt daher als Ziel, nach der Ermittlung der Grenzen wenigstens
mit einem einigermalen sicheren Gefiihl behaupten zu kénnen, der unbekannte wahre Pa-
rameterwert liege dazwischen. Daher werden wir die Grenzen so bestimmen, dass sie den
unbekannten Wert mit einer geeignet groflen Wahrscheinlichkeit einschliefen. Dazu miis-
sen wir natlirlich die Diskussion auf der Ebene von Zufallsvariablen oder konkreter auf der
von Stichprobenfunktionen fiihren.

Definition 7.1.2  Konfidenzintervall und Konfidenzschranke

Gegeben seien die Stichprobe X =(X;, ..., X},) aus einer Verteilung mit der Dichtefunkti-
on f(x;7) und zwei Statistiken 7;(X) und T>(X). Fiir die Statistiken gelte fiir alle 7 € ©:
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(1) Py(h(X)< LX) =1,
) Py((X)<gM<DHX)>1-a (O<a<]l).

Dabei ist @ unabhéngig von 7 und g(1) ist eine Funktion des Parameters.

Dann heit { g(9)|T:(X) < g(9) < T(X)}, oder kurz [ T;(X), T(X)], ein (1 — a)-Konfidenz-
intervall oder ein Konfidenzintervall zum Niveau (1 — &) oder (1 — @)100% fiir g(). Das
sich durch die beobachtete Stichprobe x ergebende Intervall [7;(x), T>(x)] nennen wir
realisiertes Konfidenzintervall.

Im Fall 7;(X) = —oo heilst 7:(X) eine obere Konfidenzschranke; T;(X) heillt untere Konfi-
denzschranke, falls T,(X) = oo.

Aus der Beziehung Py(T1(X) < g(¥) < Tr(X)) > 1 — a darf nicht gefolgert werden, dass der
wahre Parameterwert mit Wahrscheinlichkeit 1 — a in einem realisierten Konfidenzintervall
[Ti(x), Tr(x)] liegt. Man kann fiir ein spezielles realisiertes Konfidenzintervall keine Aussage
treffen, ob es ¥ tiberdeckt oder nicht. Der Grund ist, dass das Zufallsgeschehen sich nicht auf
den Parameter bezieht, sondern auf das Beobachten der Stichprobenvariablen. (Der Para-
meter ist zwar unbekannt, unterliegt aber in der von uns behandelten Theorie keiner Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Denkbar ist der Fall, dass auf der Parametermenge © eine Vertei-
lung gegeben ist. Dann sind Intervallschdtzungen iiber den Bayes-Ansatz moglich. Dieser
Themenbereich soll hier aber ausgespart bleiben.)

Die Aussagekraft einer Intervallschitzung liegt in folgender Interpretation: Wenn aus der
zugrunde liegenden Verteilung wiederholt Stichproben gezogen und zu jeder realisierten
Stichprobe x = (xy,...,x,) die Werte der Stichprobenfunktionen 7;(x), T>(x) errechnet wer-
den, und so eine Folge von konkreten Intervallen entsteht, dann enthalten diese den un-
bekannten, wahren Parameterwert ¥ mit einer relativen Haufigkeit, die etwa dem Konfi-
denzniveau entspricht. Andererseits enthalten approximativ 100 - % dieser Intervalle den
Parameter nicht.

Das Konfidenzniveau kann als eine Art Maf3zahl fiir den Einsatz bei einer fairen Wette inter-
pretiert werden. Wenn bei einem Niveau von 95% gesagt wird, dass der Parameter im rea-
lisierten Intervall liegt, so ist es fair, einen Wetteinsatz von 95 Einheiten gegen 5 Einheiten
zu setzen. Die Wiederholung der Wette fithrt dann zu einem ausgeglichenen Verhéltnis von
Gewinn und Verlust.

Beispiel 7.1.3  Konfidenzintervall fiir u bei Normalverteilung

Sei X, ..., X}, eine Zufallsstichprobe aus einer .4 (u, 0%) -Verteilung. o2 sei bekannt. Wird
als Konfidenzniveau 1 — a = 0.95 vorgegeben, so erhalten wir wegen

- o - o
P(X—1.9 SX+1.96—> =0.95

6_ <
das Konfidenzintervall

%-196-2 X—H%U
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Fir 1 — a =0.99 erhalten wir mit z,_g g5 = 2.576 das breitere Intervall

- g g
X—2576—=,X+2.576—=| .
vn vn

Das Beispiel macht deutlich, dass ein Konfidenzintervall umso breiter ist, je groer das Konfi-
denzniveau gew#hlt wird. Ein hoher Grad an ,Vertrauen‘ geht mit einer wenig prizisen An-
gabe tiber die Lage des unbekannten Parameters einher. In der Anwendung miissen wir also
jeweils zwischen der Prizision und der Zuverldssigkeit abwégen.

Haufig sind die Angaben von Konfidenzintervallen nur iiber asymptotische Resultate mog-
lich. Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes konnen wir in vielen Féllen von der approxi-
mativen Normalverteilung ausgehen. Bisweilen fiihren geeignete, etwa varianzstabilisieren-
de Transformationen zu verbesserten Approximationen.

Beispiel 7.1.4  asymptotisches Konfidenzintervall bei Poisson-Verteilung

Fiir Poisson-verteilte Zufallsvariablen X gilt E(X) = A, Var(X) = A. Die varianzstabilisie-
rende Transformation ist hier die Quadratwurzel. Fiir eine Stichprobe aus einer 2 (A)-

Verteilung ist nach den Ergebnissen aus Kapitel 5.2 v/7( \/)T( —+/2) approximativ .4(0,1/4)
-verteilt, so dass ein approximatives (1 — a)-Konfidenzintervall fiir A gegeben ist durch

(et (53]

7.2 Konstruktion von Konfidenzintervallen

7.2.1 Die Pivot- und die statistische Methode

Das dem Beispiel 7.1.3 zugrunde liegende Vorgehen besteht in der Umformung

X—u - o - o
-z < <z & X-z—=usX+z—.

To/vnT vn vn

Es wird also ausgenutzt, dass die standardisierte Stichprobenfunktion X, v7(X —u)/o, eine
von u unabhingige Verteilung besitzt. Das ist ein Beispiel der allgemein anwendbaren Pivot-
Methode. (Pivot,(frz.): Angelpunkt/Drehpunkt, d.h. u ist diejenige Grofle, um die die obige
Ungleichung gedreht wird.)

Definition 7.2.1 Pivot

Gegeben seien die Stichprobenvariablen Xj, ..., X, mit der Dichtefunktion f(;), ¥ €
0. Die Funktion Q(X,?) heilt genau dann Pivot-Grofse oder kurz Pivot, wenn sie eine
Verteilung besitzt, die nicht von ¥ abhangt.
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Definition 7.2.2  Pivot-Methode

Die Pivot-Methode besteht aus folgenden Schritten:
1. Fir den unbekannten Parameter ¥ wird ein Schitzer T(X) gesucht.

2. Es wird eine Funktion des Schétzers und des Parameters, das sogenannte Pivot
Q(T(X),?), gesucht, dessen Verteilung unabhingig von ¥ ist.

3. Es werden zwei Grenzen g, ¢, bestimmt, so dass

P(q: <Q(T(X),M)<q)>1—a. (7.1)

q1, g werden so gewdhlt, dass das vorgegebene Konfidenzniveau moglichst gut aus-
geschopft wird.

4. Die Ungleichungen g, < Q(T(X),7) < g» werden so umgeformt, dass ¥ isoliert steht
(Pivotisierung).

Dann ist
{0 < Q(T(X), ) < g2} = {9 Ti(X) <9 < To(X)} (7.2)
ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 9.

Naheliegender Weise sucht man vor allem solche Pivots, die von suffizienten Statistiken ab-
héngen.

Beispiel 7.2.3 Kl fiir den Parameter einer Gleichverteilung

Sei X1.p,..., Xu:n die geordnete Statistik zu einer Stichprobe aus einer Gleichverteilung
iiber dem Intervall [0, 7]. Die minimalsuffiziente Statistik ist hier = max{Xj,...,X,}. T
hat die Dichte fr(t;%) = nt"~1/9" fiir 0 < t < 1. Eine auf T basierende Pivot-GroRe ist
daher Q= T/¥. Q ist Z(0, 1)-verteilt. Die Grenzen des Konfidenzintervalls sind dann aus
folgender Gleichung zu bestimmen:

T T
P(aSQSb):Pﬂ(aﬁSTSbﬁ)zP<ES1?Sg>zl—a.

Wegen P(T <9)=1 liegt es nahe, fiir b den Wert 1 zu wéhlen. Aufgrund von
1? n
Pla<Q<1)=1- (%) —1-a"=1-a

ist dann das Konfidenzintervall gleich [T, Ta~1/"].

Beispiel 7.2.4  KI fiir o bei Normalverteilung

Xi,..., X, sei eine Stichprobe aus einer .4 (u, 02) -Verteilung. Wir bestimmen ein (1 — a)-
Konfidenzintervall fiir o2 mit der Pivot-Methode. Dazu gehen wir aus von der Schitz-
funktion $? = > (X; — X)?/n, fiir die ja gilt:

n
2 2
525 N Xn-re
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Damit ist n5%/0? ein Pivot. Fiir geeignete Quantile @ und b ist
n 2
P(af—zs Sb) =1l-a.
o
Elementare Umformungen ergeben:
n n n
1—a=P(a< ;8 <b)=P( 28 <0?< 28 ).
o? b a

Damit ist [nS2/b, nS?/a] ein (1 — a)-Konfidenzintervall. Ublicherweise werden a und b
als @/2- und (1 — a/2) -Quantile der ;(ﬁ_l -Verteilung gewdhlt.

Es konnen an jedem der Schritte 1. bis 4. Probleme mit der Pivot-Methode auftauchen. Das
geringste Problem ist dabei, einen (erwartungstreuen) Schétzer zu finden. Dann daraus aber
ein Pivot zu entwickeln, ist schon weit schwieriger, in einigen Fallen sogar unmoglich. All-
gemein gilt aber: Wenn ¥ ein Lageparameter ist, so ist X — ¥ unabhéngig von ¥ verteilt und
somit sind X; — 1 Pivots. Fuir Skalenparameter ¥ erhilt man tiber X/9 immer ein Pivot.

Hat man eine Funktion gefunden, deren Verteilung von ¥ unabhingig ist, so kann es noch
vorkommen, dass man den Term zur Intervallbestimmung nicht nach ¥ aufl6sen kann, dass
also das eigentliche Pivotisieren nicht zum Ziel fiithrt. Hier miissen dann numerische Ver-
fahren herangezogen werden, um eine angendherte Losung zu finden.

Schlieflich sprechen wir von einem approximativen Pivot, wenn die Funktion eine Limes-
verteilung besitzt, die fiir » — oo gegen eine bestimmte, von ¥ unabhéngige Verteilung
strebt. In diesem Fall kann das approximative Pivot fiir gentigend grolle n wie ein eigent-
liches Pivot behandelt werden.

Beispiel 7.2.5 Kl fiir den Parameter einer Exponentialverteilung

Fiir eine Stichprobe aus einer Exponentialverteilung gilt approximativ fiir die suffiziente
Statistik X: )

X—-1/A

vn 3

Diese Funktion ist also ein approximatives Pivot. Wir erhalten:

—z<X_1M<z VAN l<1—i)<a<l<1+i>
~1/Avn T X Jn) - X Jn )

Damit ist mit der Wahl z = z,_,/» durch die rechte Seite ein (1 — a)-Konfidenzintervall
fiir den Parameter A der Exponentialverteilung gegeben. Konkret erhalten wir fiir 1 —a =
0.95, n =50, X = 3 das realisierte Konfidenzintervall [0.24;0.426].

A(0,1).

Wie gesagt, gibt es nicht fiir jede Situation ein Pivot, mit Hilfe dessen man ein Konfiden-
zintervall fiir den interessierenden Parameter ¥ aufstellen kann. Lésst sich keine Funktion
Q(X,7) finden, deren Verteilungsfunktion unabhéngig von ¥ ist, konnen wir doch unter ge-
wissen Bedingungen Schitzer fiir die Konstruktion von Konfidenzintervallen verwenden.

Sei T(X) eine Schétzfunktion fiir ¥. Dann héngen in der Gleichung P(a < T(X)<b)=1—-«a
dir Grenzen a und b vom Parameter ab. Wir konnen also schreiben:

Pya() < T(X)<b(#)=1-a.
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Kennen wir nun die Funktionen a(#) und b(?) explizit, und sind sie monoton (wachsend)
und invertierbar, so kénnen wir die beiden Ungleichungen

PlaM<TX))=a/2 und P(T(X)<b@)=a/2

umformen zu
P <a (T(X)=a/2 und PL Y TX))<P=a/2.

Damit ist es also unter geeigneten Bedingungen moglich, die Form 7;(X) < ¥ < T>(X) zu
erreichen, wobei 73 und 7, unabhéngig von ¥ sind und [7;(X), T>(X)] somit ein Konfidenz-
intervall ist.

Satz 7.2.6  statistische Methode zur Konstruktion von Konfidenzintervallen

Gegeben sei eine Stichprobe X = (X, ..., X,,) aus einer von dem Parameter 1, 9 € © ab-
héangigen Verteilung. Sei T = T(X) eine Schétzfunktion fiir ¢ mit der Verteilungsfunktion
Fy(t;7). Seien @, a; und @, mit 0 < a, a3, oz < 1 und a; + a» = a gegeben. Fy(t; V) sei

(i) fiir jedes feste ¢ eine monoton fallende Funktion von ¥ oder

(ii) fiir jedes feste ¢ eine monoton wachsende Funktion von ¥.

Es seien zwei Funktionen £, (¢) und hy(t) folgendermaGBen definierbar:

o0

/ dFy(si (1) = Poo(T> D=a1, 730)
t
r
/ dF;(s; ha(£)) = Ppyo(T < ) = . (7.3b)

Dann ist im Fall (i) [h1(T), h,(T)] ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — ¢ fiir ¥ und im
Fall (ii) gilt dies fiir [ho(T), hi(T)].

Beweis: Wir beweisen nur die Aussage (i) fiir stetige Verteilungen der Statistik 7. Da Fy(¢; 1)
monoton fallend ist fiir jedes feste  und 1—a; > ay, gilt h1(¢) < h,(t) und die Werte h,(t)
und h,(t) sind eindeutig. Weiter folgt aus der Monotonie:

Fr(t;N)<1l—ay & 9> h(r),
Fr(t;9)> a» S U< hy(r).
Unter Ausnutzung der Integraltransformation erhalten wir
Pﬂ(hl(T) < U < hz(T)) = Pﬂ(ag < FT(T;’l?) <1- al): 1-— a,— 0= 1—a.
Die Aussage (ii) folgt fiir stetige Verteilungen analog. Fiir diskrete Verteilungen ist der

Integraltransformationssatz nicht anwendbar. Hier muss mit den Wahrscheinlichkeiten
direkt argumentiert werden.
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Ist die Statistik 7" diskret und besteht auch der Parameterraum nur aus abzéhlbar vielen
Punkten, so brauchen die im Satz angegebenen Funktionen nicht zu existieren. Dann sind
die ,=‘ durch ,<‘ zu ersetzen und es ist zu verlangen, dass fiir jeden Wert der Statistik je-
weils mindestens ein Parameterwert die angegebenen Bedingungen erfiillt. Sonst braucht
das erhaltene Konfidenzintervall nicht wohldefiniert zu sein. Siehe dazu Peskun (1990).

Beispiel 7.2.7  Konfidenzintervall fiir den Parameter der geometrischen Verteilung

Sei X geometrisch verteilt, f(x;p) = p(1—p)* (x =0,1,...). Wir wollen mit der statis-
tischen Methode ein Konfidenzintervall auf der Basis einer einzelnen Beobachtung be-
stimmen.

Die ML-Schitzfunktion fiir p ist

1
I'X)=——7.
() X+1

WegenP(X%lgt) :P(Xz%—l) =(1—p)V* fiir  =1,2,3,... ist fiir jedes feste ¢ die

Verteilungsfunktion von T monoton fallend in p. Damit liegt die Situation (i) des Satzes
VOr.

Wir bestimmen £,(t) geméaR (7.3a). Der Ansatz

a

1 1
E :Phl(t)(T> t):Phl(t) (X+1 < ;) =1—-(1- hl(t))7_l

ergibt

hy(t)=1— (1— g)t/(l_ﬂ.

Dies ist nur fiir + = 1/2,1/3,1/4,... sinnvoll. Den Fall ¢ = 0 stellen wir zuriick. Analog
erhalten wir h,(t) gemal (7.3b) aus

a 1
E :th(t)(T< I)Zth(t) <X+ 1> ;> =1—-(1— hg(f))l/t

zu ‘
ho(t)=1— (g) .

Das (1 — a)-Konfidenzintervall fiir p mit a; = a, = a/2 lautet folglich fiir x =1,2,3,...

a 1/X a 1/(X+1)
= (1= 9) s () ).
2 2

Fiir X = 0 bzw. T = 1 geben die beiden Funktionen offensichtlich keine verniinftigen
Grenzen. Daher setzen wir i;(1) = 0.95 und h,(1) = 1. Dies ist wegen

Pogs(X=0)=Pgg5(T'=1)=p >0.95

fiir h1(1) < p < hy(1) sinnvoll.
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Beispiel 7.2.8  Konfidenzintervall fiir den Parameter p der Binomialverteilung

Sei X ~ %B(n, p) mit festem n. Hier ist Fx(x; p) monoton fallend in p fiir jedes feste x. Das
erhalten wir durch die Betrachtung der ersten Ableitung von Fx(x; p). Sei dazu x fest mit
0 < x < n. (Fir x = n ist nichts zu zeigen und fiir x = 0 ist das offensichtlich.) Dann gilt:

X

2 2~ (n\ wei 1 i
%Fx(x;p)=%;(i)p(l—p) —(l_p)pZ(l—np)( )p(l p).

i=0

Die rechte Seite ist kleiner oder gleich Null:

Fiir x < np gilt 0 Fx(x; p)/0p <0, dawegen (i —np) < 0 fiir i < x alle Summanden kleiner
als null sind. Fiir x > np gilt

Z( —np)< )p(l—p)” ’

_ )i — np—np
—(1—p) Z(’ ””)( )p“ T

Die statistische Methode zur Bestimmung eines Konfidenzintervalles fiir p fithrt nun da-
zu, dass zu dem beobachteten x die beiden Gleichungen

p)p

n

Z(?)pi(l—p)”_izal und Z( )p A-p)=a, (7.4)

i=x

gelost werden miissen. Daraus erhalten wir die Unter- und die Obergrenze des Konfiden-
zintervalls, p,, und p,. Das Vorgehen ist in der Abbildung 7.1 illustriert.

=
© 0 N OO s W N = O

—
=]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 p

Abb. 7.1: Clopper-Pearson-Konfidenzintervalle fiirp (n =10, 1 —a =0.95)

Bei der Bestimmung von p, und p, aus (7.4) kénnen bekannte Beziehungen zur 7 -
Verteilung ausgenutzt werden. Werden wie tiblich a; = a, = a/2 gewdhlt, so fiihrt dies
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fir0<x<nzu

x x4t X
Tl(x) — 2x,2(n—x+1);a/2 — (7.53)
(n—=x+1)+ xg2x,2(n—x+l);a/2 x+(n—-x+ 1)F2(n—x+1),2x;a/2
undfir0<x<nzu
x+1)Z. ) x+1
To(x) = ( )T 2 +1)2(n—x)a/2 (7.5b)

(n—x)+ X+ D opinom-ryaz (X + 1)+ —X)Ponor)2c+1)0/2

Die resultierenden Grenzen 7i(x) und 7>(x) werden nach Clopper und Pearson benannt
und sind in verschiedenen Tafelwerken angegeben. Das tatsdchliche Konfidenzniveau
kann hier sehr viel groBer sein als 1 — @, ndmlich bis zu 1 — a/2, siehe Angus & Schafer
(1984).

7.2.2 Konfidenzintervalle auf der Basis der
Likelihoodfunktion

Die grof3e Attraktivitdt der Maximum-Likelihood-Schétzung legt nahe, bei der Konstrukti-
on von Konfidenzintervallen von der Likelihoodfunktion auszugehen und mittels der Like-
lihoodfunktion zu bestimmen, welche Parameterwerte in geeigneter Nihe des ML-Schétzers
¥ liegen. Wie wir in Kapitel 4 gesehen haben, basiert der addquate Vergleich auf dem Ver-
hiltnis der Likelihoodfunktion fiir verschiedene Werte, hier fiir 7 und einem Wert 9. Wir
betrachten also den Likelihoodquotienten

fX;0) ... f( X 9)
FX59) - f(X D)

Auf der Basis der asymptotischen Verteilung von ¢() kann nun eine Klasse von Konfidenz-
intervallen gewonnen werden. Diese Methode wird selten verwendet, da sie die asympto-
tische Normalverteilung des ML-Schétzers voraussetzt. Dann kann aber im Fall explizit an-
gebbarer Schétzer auch einfach ein Konfidenzintervall iiber die approximative Pivotisierung
gewonnen werden. Bei nicht explizit angebbaren ML-Schitzern ist diese Methode wohl auf-
grund der numerischen Aspekte unberticksichtigt geblieben. Das ist heute allerdings kein
relevanter Gesichtspunkt mehr. Wir geben die Methode hier auch deshalb an, weil eine
nichtparametrische Weiterentwicklung dieses Ansatzes eine grol3e Attraktivitit besitzt.

LX) =

Satz 7.2.9 asymptotische Verteilung des logarithmierten Likelihoodquotienten

Die Komponenten von X, = (X, ..., X,) mogen eine Folge von unabhéngigen identisch
verteilten Zufallsvariablen aus einer Verteilung mit der Dichte f(x;V), ¥ € © bilden.
f(xt;V)sei gentigend reguldr, um speziell die asymptotische Normalverteiltheit des ML-
Schitzers 9 zu sichern. 1, sei der wahre Parameterwert. Dann gilt fiir den Likelihood-
quotienten

F(Xi;90)- ... f(Xu; Vo)
FXG0)- . f(Xw D)

—2In(£(9; X ,,)) ist also approximativ chiquadratverteilt mit einem Freiheitsgrad.

U(Vo; Xn)= —2In((Fo; X))~ 15
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Beweisskizze: Wir unterdriicken im Folgenden weitgehend den Index n bei X. Sei £ (¥; X)
die Loglikelihoodfunktion,

LX) =In(f(Xp;0)-...- f(X; )= Y _ In f(X;;9).

i=1

Ist )y der wahre Parameterwert, so konvergiert £ (ty; X)/n aufgrund des schwachen Ge-
setzes der groen Zahlen in Wahrscheinlichkeit gegen E(In f(X; #)). Das Gleiche gilt mit
Satz 6.2.3 fiir Z(9;X)/n, wenn der ML-Schétzer 1 konsistent ist.

Wir kénnen dann bei gentigend groBem n den Ausdruck Zl'.’:l In f(X;;9)/n bei J in einer
Taylorreihe entwickeln und erhalten

1 o 1 & . 1~ 0 P
— > _Inf(Xi;t0)= ;;mﬂxi;ﬁw (;;%lnﬂxi;ﬁ )) (6 — )

i=1
11K o2 R P
+§ <; iE:l Wlnf(Xl,ﬂ )) (ﬂ—ﬁo) .

Dabei ist #* ein Wert zwischen 9 und ;.

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet, da  konsistent ist und auch der an-
dere Faktor gegen den Erwartungswert der Summanden, also gegen null geht. Nun kon-
vergiert (Z?:l 22%In f(X;;9%)/0 ﬁz) /n in Wahrscheinlichkeit gegen E(921n f(X; %)/ 9?)
= —1I(1y). Damit erhalten wir:

—2ZmM =—2 [Zlnf(xi;ﬁo)—z:lnf(xi;ﬁ)

— = = J(90) (V19 — 1))
= [&Xs9) i=1 i=1

V(0 = 99)/\/I(¥o)" ist asymptotisch .A4(0,1) -verteilt, so dass der Ausdruck auf der
rechten Seite y2-verteilt ist. Links steht aber gerade —2 In({(; X)).

Die Ausformulierung dieser Beweisskizze findet sich bei Wilks (1962).

Dieser Satz liefert die Likelihood-Konfidenzintervalle
Rio={#1-2In(@X) < 12, |- (7.6)

Fiir den wahren Parameterwert gilt ja asymptotisch Py(—2In(/(; X)) < )(12;1_ J=1—-as0
dass er mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit zu dem Intervall R;_, gehort.

Beispiel 7.2.10  Likelihood-Konfidenzintervall bei Exponentialverteilung

Seien X; (i =1,2,...,n,...) exponentialverteilt mit dem Parameter A. Dann ist A=X1,
und es gilt:

=2 > Inf(X; )= > Inf(X;2)| =—2[n-In(A)— AnX + n-In(X)+ n].

i=1 i=1
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Das Konfidenzintervall besteht also aus allen Parameterwerten A, die die Ungleichung
—2[n-In(A) = AnX+n-n(X)+n] <y _,
erfiillen.

Fiir den konkreten Fall 1 —a = 0.95, n =50, ¥ = 3 erhalten wir die in der Abbildung 7.2
dargestellte Funktion —2In({(2)) mit der zugehdrigen Grenze 7, o =3.841.

/

—2In({(A))
6 —

Konfidenzintervall
[0.25; 0,4344]

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 A

Abb. 7.2: Likelihood-Konfidenzintervall bei der Exponentialverteilung

Das ergibt das realisierte Konfidenzintervall [0.25;0.4344]. Das ist mit dem Konfidenzin-
tervall [0.24;0.426] aus Beispiel 7.2.5 zu vergleichen.

Fiir beliebige Verteilungen wird die empirische Verteilungsfunktion F,(x) als nichtparame-
trischer ML-Schétzer fiir die zugrunde liegende Verteilungsfunktion angesehen, da F;,(x) die
Funktion

n
L(Ex)= ] [1F(X:) - F(Xi-)}
i=1
maximiert. F(x—) bezeichnet dabei den linksseitigen Grenzwert von F an der Stelle x, fiir
theoretische Verteilungen also P(X < x). Der analog zum parametrischen Fall gebildete Li-
kelihoodquotient
L(E X)

U(FX)= L)

kann dann genauso wie das parametrische Gegenstiick zu Konfidenzintervallen fiir den Form-
parameter ¥(F) einer Verteilung F, fithren, wenn die asymptotische Verteilung von ¢(F, X)
bzw. von —2In({(Fy, X)) bekannt ist. Die Konfidenzintervalle sind wieder von der Gestalt

L(FX
{ U(F)| F ist eine Verteilungsfunktion mit — 21n( L( 7 ))> < c} . (7.7)
n
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Nattirlich kann dieser Ansatz nicht fiir alle Verteilungen und alle Formparameter funktionie-
ren. So ist bei ¥(F) = E(X) das durch (7.7) gegebene Intervall die ganze Zahlengerade, sofern
nicht einschrédnkende Bedingungen an die Verteilung gestellt werden.

Eine offensichtliche Einschriankung bei der Betrachtung von L(F x)/ L(E,) beruht darauf,
dass dieser Quotient null ist, falls einer der Faktoren {F(x;) — F(x;—)} verschwindet. Dann
ist —2In(L(F,x)/L(E,)) unendlich groR, und die Verteilung kann zu der Menge (7.7) nichts
mehr beitragen. Alle in Betracht kommenden Verteilungen sind also in Abhéngigkeit von
den Stichprobenvariablen X = (Xj, ..., X,) gegeben durch

n
F(x)=>  wilix<xq- (7.8)
i=1
Dabei gilt w; >0, > w; =1.
Sofern die Beobachtungen x1, ..., x, alle verschieden sind, wird der Likelihoodquotient L(F,x)/L(F;,)
bei einer gemal (7.8) gegebenen Verteilung einfach zu

L(Fx) _ o w; _ - _
L(F) _g 1/n _1:[1”“’

Fiir eine mittels (7.8) gegebene Stichprobenfunktion J(F, X), die das Stichprobengegenstiick
eines Formparameters 9(F) der Verteilung F darstellt, schreiben wir auch #(w), wobei w =
(I/Ul, ey wn)-

Satz 7.2.11 Asymptotik des empirischen Likelihoodquotienten

Sei Xj,...,Xp,... eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen aus
einer Verteilung mit der Verteilungsfunktion Fy(x), fiir die die vierten Momente exis-
tieren. Sei ¥, = U(FK) der Erwartungswert, die Varianz oder eine stetige Funktion ei-
ner dieser beiden Formparameter. Dann gilt fiir den empirischen Likelihoodquotienten

_LO(EX),X) _ L .
HBEX))= LO(E)  weoaw)=s(r) w05 wi-1 l:Hl o
—2In(@W(R)) ~ z2 (7.9)

Damitist R,_, = {#(F, X)|—-2In(((}(F))) < ;(12;1_&} ein asymptotisches (1—a)-Konfidenzinter-
vall fiir 9y:
P(ﬁg S Rc) =1l-a.

Beweis: Sieche Owen (1988), Hall & LaScala (1990).

Fiir die praktische Bestimmung der Konfidenzintervalle sind diejenigen Werte ¥y und 970 zu
bestimmen, fiir die gilt:

ﬁU:inf{ﬁ(w)lw =(w,...,wy), w; >0, Z w; = 1,—221n(nwi)§ )(12;1_,1},

Yo =sup {ﬁ(W)Iw =(w,...,wy), w; 20, Z w; =1, —ZZln(nwi) < )(12;1_,1} .
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Sei nun #(F) der Erwartungswert und somit #(w) = >_ w;X;. Dann erhalten wir Ausdriicke
fiir die Gewichte w; mit dem Lagrange-Multiplikatoren-Ansatz fiir die Extremwertbestim-
mung unter Nebenbedingungen. Da beide Extrema ¥y und ¥ fiir Gewichtsvektoren mit
=23 In(nw;)= ;(12;1_ . = ¢ angenommen werden, betrachten wir die Funktion

G(w,y,b')zz w;X;+p <%c+21n(nwi)> +7r <Z w;— 1) .
i=1 i=1 i=1

Nullsetzen der partiellen Ableitungen 0 G(w,y,6)/d w; liefert

w; = p i=1,...,n
Xi—7r
Die Reparametrisierung
1 r
0=—, =nf|1+—
g M ( nﬁ)
liefert:
1 ;
Wi i=1,...,n.

T 1+ 60X — )
Durch Einsetzen sehen wir, dass nun die Nebenbedingung > w; — 1 = 0 dquivalent ist zu
> wi(X; — u)=0. Weiter ist —2 > In(nw;) = ¢ gleichwertig mit 2> In(1+ 6(X; — u)) = c.

Es sind also die beiden Losungen (01, 4;) und (62, u2) der Gleichungen

n

1
Zilw(xi_m(xi—m:o

i=1

2 In(1+6(X; —p)—c=0

i=1
zu bestimmen und fiir yy den kleineren und fiir up den gréo8eren zu nehmen.

Fiir die Bestimmung eines Konfidenzintervalles fiir die Varianz Var(X) der zugrunde liegen-
den Verteilung beachten wir die Darstellung 6(F) = E(X?) — E(X)?, die zu H(w) =Y w; X? —

(3_ w; X;)? fithrt. Der gleiche Ansatz wie beim Erwartungswert fiihrt unter Setzung von 7 =
> w;(X; — u)? zu den drei Gleichungen

n

1
2 TR g =0

i=1

n

1
2o, im0

i=1

2) “In(1+5[(X; — p)? - 7)) — ¢ =0.

i=1

Das Konfidenzintervall fiir die Varianz wird aus dem kleinsten und dem gré8ten Wert von ©
der Losungen gebildet.
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Die auf der empirischen Likelihood basierenden Konfidenzintervalle haben einen engen
Bezug zu den Bayes'schen Bootstrap-Konfidenzintervallen, sieche Rubin (1981). Zunéchst hat
Efron (1979) Bootstrap Perzentil-Konfidenzintervalle in der Weise eingefiihrt, dass die Boot-
strapverteilung eines Parameters auf der Basis einer Stichprobe ermittelt wird und dann
die ¢/2- und 1 — a/2-Quantile dieser Bootstrapverteilung als Konfidenzgrenzen genommen
werden. Beim Bayesschen Bootstrap gelangen die beobachteten Werte nicht mit der Wahr-
scheinlichkeit 1/n wieder in die Bootstrapstichprobe, sondern mit einer beliebigen, sich
nach jedem Bootstrapzug dndernden Wahrscheinlichkeit; dabei ist natiirlich die Randbe-
dingung > p; = 1 zu beachten. Damit kann das Bayessche Bootstrap als eine Variante der
empirischen Likelihood-Konfidenzintervalle angesehen werden. Letztere basieren ja auf ei-
ner asymptotischen Verteilungtheorie.

7.3 Eigenschaften von Konfidenzintervallen

Dai.d.R. mehrere Konfidenzintervalle fiir einen Parameter moglich sind, benotigen wir Kri-
terien, nach denen eines davon ausgewéhlt werden kann. Da die Wahrscheinlichkeit, mit
der der wahre Parameterwert von den beiden Zufallsvariablen eingeschlossen wird, vorge-
geben ist, liegt es nahe, zur Beurteilung eines Konfidenzintervalles die Wahrscheinlichkeit
heranzuziehen, mit der vom wahren Wert verschiedene Parameterwerte iiberdeckt werden.

Definition 7.3.1  gleichmdifSig bestes Konfidenzintervall

Ein Konfidenzintervall [T;, T3] fiir einen Parameter g() € © ist optimal oder gleichmdi-
JSig bestes Konfidenzintervall zum vorgegebenem Niveau 1 — a, wenn fiir alle anderen
Konfidenzintervalle [T}, T)] zu diesem Niveau 1 — « gilt:

Py( < g()<B)<Py(T/ <g(®¥)<T) fiiralle®,9' €0, & #7.

In der Regel gibt es kein optimales Konfidenzintervall zu einem vorgegebenem Niveau. Da-
her liegt es nahe, die zur Konkurrenz zugelassenen einzuschréanken und in der eingeschrank-
ten Klasse nach einem besten zu suchen. In lockerer Analogie zur Punktschitzung fiihren
wir das Konzept der Unverfilschtheit ein.

Definition 7.3.2  unverfélschtes Konfidenzintervall

Ein (1 — a@)-Konfidenzintervall [T;, T5] fiir den Parameter g(17) heilt unverfélscht, wenn
fiir alle 9,9 gilt:
Py(Ty < g(9) < T)>Py(Ty < g(#) < ).

Die Forderung der Unverfilschtheit besagt im stetigen Fall, dass die falschen Parameter-
werte hochstens mit der Wahrscheinlichkeit 1 — a tiberdeckt werden, wéhrend ja der wahre
Parameterwert mindestens mit der Wahrscheinlichkeit 1 — a von den Intervallgrenzen ein-
geschlossen wird.
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Beispiel 7.3.3 Kl fiir den Parameter einer Gleichverteilung - Fortsetzung von Seite 230

Fir den Parameter ¢ einer rechteckverteilten Zufallsvariablen erhielten wir das Konfi-
denzintervall [T Ta™V ”} Wir zeigen, dass dieses unverfélscht ist. Sei dazu ¥/ > 0 ein
anderer Parameterwert, 9 = f - . Dann gilt:
< f) |
T

Pﬁ(fal/"<£ f) Pﬁ(fal/" 7= 1)—1 (fa’/")'=1-fla<1-a.

Py(T<®¥ <Ta V") =Py(T<f-#<Ta /")=Py (fa“" <

|

Fiir f > 1 folgt

Fiir f <1 erhalten wir:

Pﬂ<fa“"< <f) Pﬂ(fa“ <5< ) 1 =(fany = - <1-a,

Das Konzept der gleichmilig besten unverfilschten Konfidenzintervalle hingt eng mit dem
optimaler Tests zusammen. Daher verfolgen wir diese Optimalitdtseigenschaft nun nicht
weiter, sondern greifen sie spéter noch einmal auf.

Weil es nicht gar soviele Situationen mit gleichmif3ig besten unverfdlschten Konfidenzin-
tervallen gibt, werden auch andere Giitekriterien herangezogen. Die Forderung, dass ein
Konfidenzintervall moéglichst kurz sein sollte, entspricht der Intuition. Die Kiirze eines Kon-
fidenzintervalles ist aber im Wesentlichen als Substitut fiir die eigentliche Optimalitédt zu se-
hen. Denn es ist einsichtig, dass ein kiirzeres Intervall auch andere Parameterwerte mit nur
kleinerer Wahrscheinlichkeit tiberdeckt. Mit den Intervallgrenzen ist meist auch die Lan-
ge T(X)— T1(X) selbst eine Zufallsvariable. Daher wird an ihrer Stelle die erwartete Lange
Es(T> — T1) betrachtet. Leider gibt es auch hier i.d.R. kein Konfidenzintervall zu einem vorge-
gebenem Niveau mit minimaler erwarteter Lange fiir alle 9. Man gibt sich daher haufig mit
weniger zufrieden. Hat man mit der Pivot- oder mit der statistischen Methode ein Konfi-
denzintervall bestimmt, so sucht man nur das kiirzeste, das sich mit diesem Ansatz ergibt.

Im Beispiel 7.2.4 hiangt die Lange des Konfidenzintervalles nur von der Differenz der "einfa-
chen Funktion’ 1/x ab, die an zwei Stellen a und b zu bestimmen ist. Diese Differenz kann
als Integral ausgedriickt werden:

b
1

1 1
———= [ =dt.
a b 12
a
Das ist typisch fiir viele derartige Anwendungen. Somit gelangen wir mit diesem Prinzip zu
folgender Formulierung des Problems der Bestimmung eines kiirzesten Konfidenzinterval-
les:

Bestimme die Werte a und b, die
b

/g(t)dt

a
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unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung an die zugrunde liegende Dichte:

b
/f(t)dtzl—a

minimieren. In einer geeigneten Verallgemeinerung erhalten wir die Losung dieser Aufgabe
mit folgendem Satz.

Satz7.3.4

Sei f(t) eine stetige Dichte und g(#) eine stetige positive Funktion. Um

/g(t)dt = mcin (7.10)
C

unter der Nebenbedingung
/f(t)dtzl—a (7.11)
c

zu l6sen, ist C = {t|f(t)/g(t)> k} zu wihlen, wobei k durch die Nebenbedingung fest-
gelegt ist.

Beweis: Fiir jede Menge D, die (7.11) erfiillt, erhalten wir:

Oz/f(t)dt—/f(t)dt:/ f(t)dt—/ f(e)de
D c cenD penC

s/ k-g(t)dt—/ k-g(f)dt
cenD DeNC

:k-{/Cmg(t)dr—/mcg(t)dt}:k-{/Dg(t)dr—/cg(r)dt}.

Da k positiv ist, gilt [, g(r)dr — [ g(¢r)dr > 0. Somit st C die gesuchte Menge, die (7.10)
minimiert.

Beispiel 7.3.5  KI fiir o bei Normalverteilung - Fortsetzung von Seite 230

Wir betrachten wieder die Bestimmung eines (1 — a)-Konfidenzintervalles fiir den Para-
meter o2 einer .4 (u, 02)-Verteilung. Wie wir gesehen haben gilt fiir geeignete Quantile a
und b:

n
sz(af—zssz)zl—a.
o

Damit ergibt die Pivot-Methode das (1—a)-Konfidenzintervall [nS?/b, nS?/a]. Im Beispiel
7.2.4 haben wir darauf hingewiesen, dass es tiblich ist, a und b als @/2- und (1 — a/2)-
Quantile der y2_, -Verteilung zu wéhlen.

Konkret erhalten wir dann fiir n =21, 1 — a = 0.95 das Konfidenzintervall:

La000s =959 Xiners =3417 = [nS?/34.17,n8°/9.59).
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Um mit dem Satz das kiirzeste auf der Pivot-GroRRe nS% /o2 basierende Konfidenzintervall
zu gewinnen, haben wir mit g(#) = 1/¢2 und der Dichte f(;n —1) der y2_|-Verteilung
den Bereich

1 k
C=1t tn2em2 5 — b
{ ‘2(”‘1)/21"((11—1)/2) ¢ 2

Offenbar ist C ein Intervall, C = [a, b]. Die Grenzen a und b sind so zu bestimmen, dass
fla;n—1)=k/a*> und f(b;n—1)=k/b?,
siehe Abbildung 7.3, bzw.
a’-fla;n—1)=b%-f(b;n—1) < a"*le 2=p?* g0, (7.12)

Dabei muss natiirlich gelten:
b
F(b;n—1)—F(a;n—1):/f(t;n—l)dtzl—a. (7.13)
a

Dabeiist F(t; n—1) die Verteilungsfunktion der y2-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

I I R

Abb. 7.3: Zur Bestimmung eines Konfidenzintervalls

Fiir die angegebene konkrete Situation erhalten wir: a = 10.611874, b = 39.561042. Die
Lénge des entsprechenden Konfidenzintervalles ist dann 152 - 0.06896.

Eine Tabelle mit numerischen Losungen fiir dieses Problem geben Tate & Klett (1969).

SchlieBlich fragen wir noch nach einem unverfélschten Konfidenzintervall auf der Basis
dieser Statistik. Hier muss gelten:

n
P&z(af—zssz)fl—a fiir % # 0.
o
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Wegen
2

n o n o?
P52 (a = _252 < b) =Pg2 <T2a < ~—282 < sz)
o o) lo) o)
sind a und b also so zu bestimmen, dass mit A = g?/5? gilt:

fiir A #1

<l-a
F(kb)—F(Aa){zl_a firA=1.

Das erreichen wir {iber Nullsetzen der Ableitung d(F(Ab)— F(Aa))/d A an der Stelle A =1
unter Beachtung der Nebenbedingung F(b) — F(a)=1—a.

Fiir unser Zahlenbeispiel ergibt sich: a =9.958, b = 35.227.

Beispiel 7.3.6 Kl fiir den Parameter einer Gleichverteilung - Fortsetzung von Seite 241

Fur den Parameter ¥ einer rechteckverteilten Zufallsvariablen erhielten wir das Konfi-
denzintervall
[T, Ta™").

Wir zeigen, dass das aus heuristischen Uberlegungen heraus gewéhlte Intervall das kiir-
zeste auf der Pivot-GréRe Q = T/ basierende ist.

Die auf dieser Pivot-Gro3e aufbauenden Konfidenzintervalle sind gegeben durch:

T T
Pﬁ(—fﬁf—) =l-a.
b a

Die Liange ist also T-(1/a —1/b), so dass die Funktion g aus dem Satz gleich 1/#2 ist. Das
kiirzeste Konfidenzintervall ist folglich von der Form

nt n—1
{ ‘

ﬁn

k
>—2,0<t<ﬂ}:{t|nt”+1>k’,0<t<1?},
t

f
0 05 a 1(=b)

ADbb. 7.4: Zur Bestimmung des kiirzesten Konfidenzintervalls bei 2Z(0,1)-Verteilung, vgl. Text
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vgl. Abbildung 7.4. Da t**! stirker als linear monoton wachsend ist fiir 0 < ¢ < 1, erhalten
wir das kiirzeste Intervall, wenn a méglichst grof$ wird. Das fithrt zu

adv\"
Pﬁ(ﬂfQSl)Zl—(?> =1l1-a"=1-aq,

alsozua=a/"und b =1.

Wir zeigten in Beispiel 7.2.3, dass das Konfidenzintervall [T, Ta~'/*] auch unverfilscht
ist. Somit fithren die verschiedenen Konzepte hier zum gleichen Ergebnis.

Bisweilen gibt es mehrere Pivot-GroBen fiir ein Problem. Es scheint, dass dann diejenige
Pivot-GroRe die giinstigste ist, die nur noch von einer suffizienten Statistik abhéngt. Formal
ist das aber noch nicht nachgewiesen.

Bei der statistischen Methode erhalten wir das kiirzeste Konfidenzintervall auf der Basis der
Statistik T durch die Minimierung von h,'(T)— hy'(T) unter Beriicksichtigung der Neben-
bedingung Py(h; (T) <9 < hy ' (T)) =1 — (a1 + @2).

Beispiel 7.3.7  statistische Methode fiir eine spezielle Verteilung

Gegeben sei die Verteilung

0 firx<o0
Flx; =< x? firo<x<1.
1 flirx>1

Wir betrachten der Einfachheit halber eine Stichprobe vom Umfang n = 1. Dann fiihrt
die statistische Methode mit T = X; auf die beiden Beziehungen

F(®®)=a, < h@=a’,
Fho(0)0)=1—-as & hy(¥)=(1—ax)'/?.

Die inversen Funktionen sind

ln(al)
In(t)’

ln(l — ag)
In(t)

hil(t)= hy ()=

Das Konfidenzintervall hat somit die Gestalt

In(1-az) In(a)
In(x)  InXx) |’

Wir konnen hier noch a; und a, mit a; + @, = « geeignet festlegen, etwa so, dass die
Intervalllinge minimiert wird. Das geschieht durch die Bestimmung des Minimums von

In(la—a,) In(1—ay)
nX)  InX)

glay)= 0<a,<a.

Das wird bei @, = 0 angenommen. Das resultierende Konfidenzintervall ist also einseitig.
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7.4 Konfidenzbereiche fiir mehrdimensionale
Parameter

Wir kénnen das Konzept der Konfidenzschitzung auf mehrdimensionale Parameter auswei-
ten. Sei dazu g(%) = (g1(9),..., g,(¥)) eine p-dimensionale Transformation des Parameter-
vektors und seien V;(X), U;(X) (j =1,..., p) eindimensionale Statistiken. Dann heilt der p-
dimensionale Wiirfel

W(X)={g@V(X) < g, <U;X), j=1,....p} (7.14)

ein Konfidenzbereich zum Niveau 1 — a, wenn der unbekannte, aber feste Parametervektor
(g1(®),..., gp(¥)) mindestens mit der Wahrscheinlichkeit 1 -« iiberdeckt wird. Dafiir schrei-
ben wir

P(W(X)>g(®)>1—a. (7.15)
Sind [V;(X), U;(X)] univariate (1 — a;)-Konfidenzintervalle fiir g;(?), so gilt bei Unabhén-

gigkeit der Paare von Statistiken (V(X), Ui(X)),...,(V,(X), Up(X)) fiir den zugehorigen p-
dimensionalen Bereich W(X):

p
P(W(X)3 g(9)=P(K(X) < g1(9) < Uy(X))-...- P((X) < g, (1) < U,(X) = [ [0 - ).
j=1

Damit lassen sich aus univariaten Konfidenzintervallen mehrdimensionale gewinnen.

In der Regel ist die Forderung der Unabhéngigkeit der univariaten Konfidenzintervalle nicht
erfiillt. Dann hilft die Bonferroni-Ungleichung, aus univariaten Konfidenzintervallen mehr-
dimensionale zu gewinnen. Die Ungleichung fiihrt hier zu der Aussage:

14 14
P(W(X)3 g(®)=1- Y P(V(X), Uj(X)]Z g;(#)=1-) a;.
j=1 j=1

Wahlen wir also a; = a/p, so hdlt der p-dimensionale Bereich W(X) das Niveau 1 — a ein.

Die Bonferroni-Intervalle sind i. Allg. etwas ldnger als Intervalle bei Unabhéngigkeit. Dies ist
offensichtlich wegen

1—3>u—aWK
p

Beispiel 7.4.1 simultane Konfidenzaussage bei Normalverteilung

Sei X, ..., X, eine Stichprobe aus einer .4 (u, 02)- Verteilung. Wollen wir eine simultane
Konfidenzaussage fiir 4 und 02 machen, so kénnen wir auf die univariaten Konfidenz-
intervalle fiir die beiden Parameter zuriickgreifen. Das (1 — a)-Konfidenzintervall fiir u
ist
_ tn—l;l—a/z'é" %+ tn—t;1—aj2" O ’

vn vn

und das auf den gleichen Randwahrscheinlichkeiten basierende fiir 02 lautet:

L(X)=|X
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n—1 n—1

2 ’ 2
Xn—l;l—a/2 Zn—l;a/2

~2 6'2

L(X)=

Ersetzen wir in den beiden Intervallen @ durch a/2, so erhalten wir mit dem Bonferroni-
Ansatz das Konfidenzrechteck

X— , X+

S tn—l;l—a/4'0' S tn—l;l—a/4'0' n—1 ~2 n—1 ~2
X o g,
vn vn

Zrzz—l;l—a/4 ’ Zz—l;a/4
das den Parametervektor (u, 0?) mit der (Mindest-)Wahrscheinlichkeit 1 — a iiberdeckt.

Unter Ausnutzen der asymptotischen multivariaten Normalverteilung verschiedener Schat-
zer lassen sich auch andere Konfidenzbereiche als die Bonferroni-Intervalle fiir die entspre-
chenden mehrdimensionalen Parameter angeben. Wir fiihren dies fiir den zweidimensiona-
len Fall aus (nach Douglas (1993)).

#, und 9, seien Schitzer fiir #; und #, auf der Basis einer Stichprobe vom Umfang 7. Diese
Abhingigkeit machen wir nicht weiter kenntlich. Es gelte

Vi =, 92 —19,) ~  A((0,0), (D, D).
Dann ist in vielen Fillen

1. R L B —th
=(th =, B, — ) V(B 02) | _
2 By — 1,

asymptotisch %, ,_,-verteilt. Wir haben hier eine mehrdimensionale Pivot-Gro3e vorzulie-
gen. Die Pivotisierung besteht einfach im Vertauschen von ¥; und ;. Folglich ist dann

. o -
(B, T2) |(91 — D1, 02— 02) V(h,02) | 2T n-21-a
By —

ein (,1 — a)-Konfidenzbereich fiir (¥;,7,). Er hat die Form einer Ellipse mit dem Zentrum
(0, 7).

Bei Erfiillen von standardmé&Rigen Regularitdtsbedingungen ist dieser Konfidenzbereich bei
Maximum-Likelihood-Schitzern angemessen. Hier ist

V(ﬁl,ﬁz)_l =—E ( azL(X,ﬁ)) .

01,07,
Ebenfalls gilt dies fiir Momentenschétzer (191,192), die sich als Losungen von
X=Ej ;(X) und XZ=E; ;(X?)

ergeben. Die Kovarianzmatrix ist approximativ
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9Ep,0,(X) 0Eg,5,(X) \ ' OEy, 9,(X) OFp,5,(X2)\ "
s & ot o, 5 —5._ ot ot
V(h, %)= V(X Xx2)7t
( ! 2) aEl‘/‘lﬂ?z(Xz) aEﬁl;ﬁz(Xz) M( ) aEﬂ],ﬂz(X) 5E,7],192(X2)
ot o, o, 21,
mit

n

L [ E(X®)—EX)? E(X%)—EX)E(X?)
< E(X3)— E(XE(X2)  E(X4)— E(X2)? ) '

Beispiel 7.4.2  Konfidenzellipse fiir zwei Erwartungswerte

Auf mehreren Uberfahrten wurde jeweils das (durchschnittliche) Stampfen X einer Fih-
re bestimmt und der Anteil Y der Fahrgiste, denen iibel wurde, ermittelt. Die Daten
(x5, y))(Xin 1/ rads®, Y in %) sind in Abbildung 7.5 zusammen mit einer 95%-Konfidenz-
ellipse fiir (ux, uy) dargestellt.

40

35 -
30 -
25 - .
20 - .« -
15 - D
10 PP

5_ ° ° °

0 I'I'IIIIIII'IIIIIIIII'IIIIIIIII|I

0.00 0.01 0.02 0.03

ADbb. 7.5: Schiffsbewegung und Reisekrankheit

Das in 7.2 behandelte Konzept der empirischen Likelihood-Konfidenzintervalle ldsst sich
leicht auf die Situation mehrdimensionaler Formparameter erweitern. Die Basis dafiir bildet
eine Verallgemeinerung des Satzes 7.2.6.

Satz 7.4.3 asymptotische Verteilung des Loglikelihoodquotienten

Sei X = (Xj,...,X,) eine Zufallsstichprobe aus einer Dichte f(x;@). 9 € O sei ein r-
dimensionaler Parameter und O sei eine offene Teilmenge von R’. f(x;¥) sei hinrei-
chend regulir, so dass insbesondere der Schitzer & asymptotisch multivariat normal-
verteilt ist. Ist ¥, der wahre Parametervektor, so ist

f(Xlﬂ‘)o)'---'f(Xn;ﬁo))
f(Xlﬂ%)'---'f(Xn;Tz)o)

—2In({(9y; X))=—-2In (
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approximativ y?2 verteilt.
Beweis: Siehe Rao (1973, S. 350f.)

Wie im eindimensionalen Fall erhalten wir empirische Likelihood-Konfidenzregionen der Form

Ry = {0 =2In({(%; X)) < x2,_,}. (7.16)

Der grol3e Vorteil dieser Konfidenzintervalle gegeniiber denen, die auf der asymptotischen
Normalverteilung beruhen, ist in der Tatsache zu sehen, dass die Gestalt der Konfidenzbe-
reiche nur von den Daten selbst abhéngt und nicht von vornherein die Form eines Ellipsoids
aufweist.

Beispiel 7.4.4  Uberschreitungsgeschwindigkeir und Alter

Im Rahmen einer umfangreichen Erhebung wurden verschiedene Charakteristika von
Verkehrssiindern festgestellt. Bei 40 zuféllig ausgwahlten Fahrern ergab sich der in Ab-
bildung 7.6 dargestellte Zusammenhang von Alter X (in Jahren) und Uberschreitungs-
geschwindigkeit Y (in km/h). Das Alter ist durch die Volljahrigkeitsgrenze nach unten
begrenzt. Die Uberschreitungsgeschwindigkeit betrug mindestens 20[km/h], da bei ge-
ringerer Uberschreitung keine Anzeige erstattet wurde.

50

45

40

35

30

25

L] L] L] L]
20 T T T T T IT T I T T T T T I T T TIT T T IT T I T IT T T IT TTIT T T T I T TTIT

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Abb. 7.6: Alter und Geschwindigkeitsiiberschreitung

Der 95%-Konfidenzbereich auf der Basis der empirischen Likelihoodfunktion hat dement-
sprechend eine von der Ellipsenform abweichende Gestalt.

Neben Konfidenzschitzungen fiir ein- oder mehrdimensionale Parameter gibt es auch die
Maoglichkeit, einen Konfidenzbereich fiir eine ganze Verteilungsfunktion anzugeben. Grund-
lage hierfiir ist der folgende Satz.
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Satz 7.4.5 Satz von Kolmogorov

Ist die Verteilungsfunktion F der Zufallsvariablen X stetig, so gilt

lim P(vn sup | F(x) = F(x)| < 2) = H(z) (7.17)

—00<X <400
mit

[o9)
Z (=Dke 2% fiirz>0

k=—00

H(z)=
0 fir <0.
Beweis: Siehe Fisz (1978, S. 462f.) fiir eine Beweisskizze und Sen & Singer (1993, Kapitel
8) fiir eine detailliertere Darstellung.

Einige ausgewdhlte Quantile der Grenzverteilung sind wie folgt:

z (1.00 1.07 1.22 1.36 1.63
H(z)|0.73 0.80 0.90 0.95 0.99

Die Statistik D, = /71 SUP_q <40 | Fn(x) — F(x)| kann als Pivot angesehen werden, da D,, <
z gleichwertig damit ist, dass fiir alle x € R simultan gilt:

Inax{O, E,(x)— %} <Fx)< min{l, E(x)+ % } .

Folglich schlieRen E,(x) — z,_o/v/7 und F,(x)+ z,_,/+/7 mit Wahrscheinlichkeit 1 — a die
gesamte Verteilungsfunktion ein.

Beispiel 7.4.6  Wasserstandsdifferenzen - Fortsetzung von Seite 87

1.0 1
0.8
0.6 1
0.4

0.2 7

0.0 ] T T T T T T 1
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

Abb. 7.7: Konfidenzband der Verteilungsfunktion
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Fiir die Wasserstandsdifferenzen zu Abbildung 3.10 erhalten wir das in der Abbildung 7.7
illustrierte 95%-Konfidenzband

1.36

Inax{O, E(x)— 733

}SF(x)Smin{l,Fn(x)—i-%}.

7.5 Aufgaben

Aufgabe 1

Die Versicherungsschidden eines bestimmten Schadentypes folgen der von dem Parame-
ter ¥ abhingigen Pareto-Verteilung:

Fo(x)=0k?x~ D fir x>k, fy(x)=0 sonst.

Dabei ist 7 > 0.

Uberpriifen Sie mittels eines 0.95-Konfidenzbandes, ob die folgenden, durch Hurrikane
in den USA verursachten Schiden (in Mio $), die 6 Mio $ {ibersteigen, als Zufallsstich-
probe aus einer Pareto-Verteilung mit k =6, ¥ = 0.4 angesehen werden kénnen.

6.7 7.1 106 14.5 154 17.0 184 19.0 253 29.1 30.1
33.7 406 41.4 479 494 526 59.9 63.1 77.8 102.9 103.2
123.7 140.1 192.0 198.4 227.3 329.5 428.7 513.6 545.8 750.4 863.9
1638.0






8 Grundztige der Testtheorie

8.1 Grundlegende Definitionen

8.1.1 Das Testproblem

Beim Schitzen von Parametern wird davon ausgegangen, dass die Verteilung der Zufallsva-
riablen X einem bestimmten Verteilungstyp angehort. Dann wird die tatsdchliche Verteilung
schlieBlich durch einen Parameter spezifiziert. Somit ist 2 = { Py € ©} die Menge der mog-
lichen Verteilungen fiir X und ¥ der interessierende Parameter, der die richtige Verteilung
festlegt.

Beim Testen gehen wir ebenfalls von dieser Situation aus. Wir haben hier aber noch weitere
Vermutungen oder Angaben tiber den Parameter ). Diese lassen sich dadurch beschreiben,
dass ¥ in einer von zwei Teilmengen von O liegt, ¥ € ©, oder ¥ € ®;, ©,NO; =0, O, UB; C 6.
Ziel ist es dann zu entscheiden, welche der beiden Mdglichkeiten zutrifft. Ublicherweise
werden diese Moglichkeiten als Hypothesen bezeichnet, und zwar als Nullhypothese Hy und
als Alternativ- oder Gegenhypothese H:

H()Z’l?EG‘)(), H,: 9€0,.

Das Testproblem lésst sich nun so formulieren, dass zwischen Hy und H; entschieden wer-
den soll. Es wird im Folgenden einfach durch das Hypothesenpaar angeben. Bei der For-
mulierung der Hypothesen wurde zugelassen, dass ©, U©®; nicht den ganzen Parameter-
raum aufspannt. Diese etwas grollere Allgemeinheit erlaubt eine verniinftige Behandlung
von praktisch relevanten Situationen, wo es Parameterbereiche geben kann, bei denen eine
Indifferenz der Entscheidungen akzeptabel ist.

Fiir die Entscheidung zwischen den beiden Hypothesen ist eine Entscheidungsregel notig.
Eine solche Regel wird als 7Test bezeichnet. Ein Test gibt an, bei welchen Stichproben wir uns
fiir die eine und bei welchen wir uns fiir die andere Hypothese entscheiden sollen. Die Men-
ge der moglichen Stichproben ist also aufzuteilen in zwei disjunkte Teilmengen H und K.
Erhalten wir eine Stichprobe aus dem Annahmebereich H, so wird H, akzeptiert. Bei einer
Stichprobe aus K, dem Ablehn- oder kritischen Bereich, wird H, abgelehnt; die Entschei-
dung fillt fiir H,. Anstelle der beiden Bereiche wird aus technischen Griinden einfach die
Indikatorfunktion des kritischen Bereiches fiir die formale Definition eines Tests herange-
zogen.

Definition 8.1.1  Testfunktion

X =(Xj,...,X,) sei eine Stichprobe aus der Verteilung Py, U € ©. Gegeben sei das Test-
problem
H()Z’l?EG‘)(), H,: 9€0,.
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Ein Test fiir Hy gegen H, ist eine Partition des Stichprobenraumes, die durch eine Test-
funktion ¢ : R" — {0, 1} gegeben ist. ¢ wird auch selbst als Test bezeichnet. Entsprechend
allgemeiner Vereinbarung wird ¢(x)=1 mit der Entscheidung fiir H, gleichgesetzt.

In den meisten Anwendungen werden Annahme- und Ablehnbereich iiber eine Teststatistik,
d.h. eine geeignete Stichprobenfunktion, festgelegt. Dann entsprechen oft Werte der Test-
statistik T in einer Richtung (z.B. kleine ) Stichproben im Annahmebereich und die in der
anderen (z.B. grofe t) solchen im Ablehnbereich.

Beispiel 8.1.2  Testvon Hy: u= o gegen Hy : u = uy bei Normalverteilung

Auf der Basis der Beobachtung einer Stichprobe X = (Xj,...,X,) aus einer ./ (u, 1)-Ver-
teilung soll zwischen folgenden Hypothesen entschieden werden:

Ho:pu=po,  Hi:p=pr  (to<p)

Dazu sind der Annahmebereich H und der kritische Bereich K festzulegen. Da das arith-
metische Mittel eine gute Schétzfunktion fiir u ist, liegt es nahe, Hy abzulehnen, wenn
X zu groR ist bzw. beizubehalten, wenn X noch als vertriglich mit H, angesehen wird.
Entsprechend ist eine Konstante ¢ zu wihlen, so dass

1 n
H:{x - Elxl-SC} und K:{x
i=

Mit der Testfunktion formuliert lautet der Test:

1
0 fiir ;.X;Xifc
i=

1y '
1 fir 5Z;xi>c
i=

1 n
—E xi>c}.
n <

i=1

o(x)=

Die im Beispiel auftauchende Konstante ¢ wird als kritischer Wert bezeichnet. Der Test wird
erst durch die Wahl des Schwellenwertes c fiir die Teststatistik endgiiltig festgelegt. Er trennt
die Stichproben des Annahmebereiches von denen des Ablehnbereiches. Die Festlegung von
¢ und generell des kritischen Bereiches geschieht unter dem Gesichtspunkt der Haufigkeit,
mit der dann richtige Entscheidungen geféllt werden. Da Zufallsstichproben als Basis der
Entscheidungen dienen, konnen wegen der Zufallsschwankungen ja auch Fehlentscheidun-
gen vorkommen.

Realitét
Ho U1
richtige Fehler
Ho Entscheidung 2. Art
Entscheidung
0 Fehler richtige

1. Art Entscheidung
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Die Fehlentscheidung, H, abzulehnen, obwohl H, richtig ist, wird als Fehler 1. Art bezeich-
net. Der Fehler 2. Art besteht darin, H; abzulehnen, obwohl H; richtig ist. Die Moglichkeiten
richtiger und falscher Entscheidungen lassen sich entsprechend obigem Schema darstellen.
Die Wahrscheinlichkeit, sich richtig zu entscheiden bzw. einen der beiden Fehler zu bege-
hen, hdngt nun von der Wahl des kritischen Wertes ¢ ab. Der Zusammenhang der Fehler-
wahrscheinlichkeiten wird im folgenden Beispiel deutlich gemacht.

Beispiel 8.1.3  Test von Hy : u = o gegen H; : u = u, bei Normalverteilung - Fortsetzung
von Seite 254

Bei dem oben angegebenen Test fiir Hy : u = uo gegen H, : u = u; auf der Basis einer
Stichprobe vom Umfang 7 ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art bei gegebe-

nemc:
P (p(X) = 1) =P, (X > ¢) =P, (i/‘jﬁ‘) . ;/‘J“%) :1-«1)(;;2) |

Ein Fehler 2. Art wird mit der folgenden Wahrscheinlichkeit begangen:
_ X — U C— Uy c— U
P X)=0)=P, (X<c)=Py, | —== =0 .
,ul((P( ) ) ul( <c) ul(a/ﬁ_a/ﬁ> (U/ﬁ

Seien konkret n =9, 0 =1, yo=0und y, = 1. Dann ergibt sich die folgende Tabelle iiber
den Zusammenhang von ¢ und den Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Fehlerarten.

c P, (X>c) P,(X<c)
0.00 0.5 0.00
0.25 0.2265 0.0122
0.50 0.0665 0.0665
0.75 0.0122 0.2265
1.00 0.00 0.50

Die Tabelle lehrt, dass f umso groRer ist, je kleiner a gewéhlt wird. Der Zusammenhang
wird durch den kritischen Wert ¢ hergestellt. Da ¢ tiber die standardisierte Teststatistik
V(X — ug)/o bestimmt wird, kénnen wir die Testfunktion auch in folgender Form an-
geben:

X —Uo

f.. < /

Yevm ¢

p(x)= 5 .

.. — Mo ;
fi >

Yom ¢

Das hat den Vorteil, dass ¢’ direkt aus der Standardnormalverteilung bestimmt werden

kann.

Wie das Beispiel verdeutlicht, kénnen die Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Fehlerarten
nicht gleichzeitig klein gemacht werden. Dies fithrt dazu, dass fiir den Fehler 1. Art eine obe-
re Schranke angegeben wird. Diese wird als Irrtumswahrscheinlichkeit ¢ bezeichnet. Ubli-
che Werte fiir « sind etwa 0.05, 0.01, 0.001. Die Ablehnung von Hj ist folglich eine relativ si-
chere Sache. Entweder ist es eine richtige Entscheidung, oder sie geschieht falschlicherweise
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nur mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit. Wir werden sehen, wie es mit der Entscheidung
fiir Hy aussieht.

Héufig ist analog zum Vorgehen im letzten Beispiel die Standardisierung der Teststatistik
notwendig, um den kritischen Bereich bestimmen zu kénnen. Das Zusammenspiel von kri-
tischem Wert und Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art fiihrt ja dazu, dass die Verteilung der
Teststatistik unter der Nullhypothese bekannt sein muss. Daher wird oft gleich die standar-
disierte Version einer Stichprobenfunktion als Teststatistik genommen.

Im Beispiel wurden durch Hy und H,; nur jeweils ein Parameter und damit eine Verteilung
festgelegt. Beide Hypothesen waren also einfach, d.h. einelementig. Ist nach dem allgemei-
nen Sprachgebrauch H, zusammengesetzt, besteht @ also aus mehr als einem Parameter, so
ist nattirlich zu fordern, dass fiir kein ¥ € ©, die Irrtumswahrscheinlichkeit a tiberschritten
wird.

Definition 8.1.4  Test zum Niveau a, Umfang eines Tests

Xi,...,X, seien unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariable mit der Verteilung Py, 9 €
0. Gegeben sei das Testproblem

H()ZﬂEG(), H,: 9€0,.

Ein Test ¢ : R"” — {0,1} fiir Hy gegen H, ist ein Test zum Niveau a, falls sein Umfang
SUp g, Bo @ (X) hdchstens a betragt:

sup Esp(X) < a.
LISCH

K = {x|¢p(x) =1} heillt auch Ablehnbereich zum Niveau « fiir H, gegen H;.

Der Fehler 1. Art wird durch die vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit ¢ unter Kontrolle
gehalten. Es bleibt also, die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art ins Visier zu nehmen,
um Tests weiter zu untersuchen. Dabei wird es das Ziel sein, Tests zu finden, bei denen die
oft mit 8 bezeichnete Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Fehler mdglichst klein ist. An-
dersherum formuliert priferieren wir Tests mit einer groflen Chance 1 — f fiir die richtige
Entscheidung fiir H;.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art bei dem Testproblem
Hy: 7 €0y, H,: €0,
ist bei dem Test ¢ : R" — {0, 1} gegeben durch
Py(p(X)=0) 9€0,.
Dafiir konnen wir schreiben:
Py(p(X)=0)=1-Py(p(X)=1)=1-Eyp(X).

Ein Test sollte also den letzten Ausdruck fiir # € ©; moglichst klein bzw. den Erwartungswert
Ey¢(X) moglichst gro machen. Dies ist die Wahrscheinlichkeit, sich fiir H; zu entscheiden,
wenn 9 € © der wahre Parameterwert ist. Fiir 7 € ©\0, ist es die Wahrscheinlichkeit, Ab-
weichungen von der Hypothese aufzudecken. Im Folgenden wird vor allem dieser Ausdruck
betrachtet.
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Definition 8.1.5  Giitefunktion
Der als Funktion von 9 € © aufgefasste Erwartungswert der Testfunktion ¢(X),
Eyp(X),
heilt Giitefunktion des Tests ¢.

Die Giitefunktion ist das addquate Instrument, um die Eigenschaften von statistischen Tests
zu beschreiben und zu analysieren.

Beispiel 8.1.6  einseitiges Testproblem fiir u
Wir modifizieren unser Ausgangsbeispiel und betrachten das einseitige Testproblem
Hy: u=<uo, Hy: u>up.

Wir wollen sehen, inwieweit der oben angegebene Test sinnvoll bleibt. Wir betrachten
also die Testfunktion

.. X—.Uo
0 f <
Py i
p(x)= 5 .
.. —Uo
1 fi
ur 0/ﬁ>c

Fur die Giitefunktion des Tests erhalten wir:

X- X -
Eu¢(X):PM(go(X):1):PM<ON’%° >c> :P”<U/\/%>C+Z'O/\/;)

1 Ho— M
=1 (I)(c—i—a/ﬁ).

Wird ¢ so bestimmt, dass 1—-®(c) = a, so folgt aus der Monotonie von ®(-), dass E,, p(X) <

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 !
Hy Mo H, u

ADbb. 8.1: Giitefunktion

a fiir alle u < . Der Test ist also ein Test zum Niveau a. In der Abbildung 8.1 ist die
Giitefunktion fiir die konkreten Werte aus dem Beispiel 8.3.6 und a = 0.05 dargestellt.
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Die Darstellung der Glitefunktion in dem Beispiel macht deutlich, dass der Fehler zweiter
Art groB sein kann, wenn der Parameter dicht bei den durch H, spezifizierten Werten liegt.
Dementsprechend ist eine Entscheidung fiir H, stets wenig befriedigend. Es kann ja H; rich-
tig sein, jedoch der Parameter sich nicht stark von p unterscheiden. Aus der Giitefunktion
ist aber zu erkennen, dass der im Beispiel betrachtete Test konsistent ist, d.h. dass mit n — oo
fiir jeden durch H, festgelegten Parameterwert gilt: E, (X) — 1. Daher wird oft im Fall einer
Entscheidung fiir H, gesagt, dass die Daten nicht ausgereicht hétten, um die Nullhypothese
abzulehnen. Zu beachten ist dabei, dass zwischen einer substanzwissenschaftlichen Rele-
vanz und einer statistischen Signifikanz unterschieden werden muss. Mit einem gentigend
groflen Stichprobenumfang lasst sich bei Verwendung eines konsistenten Tests jede Abwei-
chung von der Nullhypothese aufdecken. Das ist aber unter Anwendungsgesichtspunkten
nicht unbedingt sinnvoll. Wie eingangs erwéhnt, erlaubt man oft eine gewisse Indifferenz
fiir Parameterwerte, die nahe an der Nullhypothese liegen. Dann wird beispielsweise bei ei-
nem Test der Hypothesen H, : ¥ <, H;: U > ¥, ein Parameterwert ¥, > 1}, sowie eine
Fehlerwahrscheinlichkeit  vorgegeben und der Stichprobenumfang n so bestimmt, dass
Eﬁl(p(X)Z l_ﬁ'

8.1.2 Randomisierte Tests

Die Betrachtung der Giitefunktion im Beispiel lehrt weiter, dass die vorgegebene Irrtums-
wahrscheinlichkeit a ausgeschopft wird; es ist speziell E, ¢(X) = «a. Bei diskreten Vertei-
lungen ist es aber moglich, dass keine Aufteilung des Stichprobenraumes gefunden werden
kann, bei der die Giitefunktion des zugehorigen Tests zumindest an einer Stelle die vorge-
gebene Grenze « erreicht. Solche Tests bezeichnen wir als konservativ; sie unterbieten das
vorgegebene Niveau, fiihren folglich seltener zur falschlichen Ablehnung der Nullhypothese
als es aufgrund der Vorgaben erlaubt wére. Bei einer stetig vom Parameter abhingigen Gii-
tefunktion, ist dann aber auch die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art groRer als notig.
Wenn wir in solchen Fillen die Giitefunktion geeignet ,anheben‘ kénnten, wiirden wir einen
besseren Test zum Niveau a erhalten. Dieses Anheben der Giitefunktion ist im Fall diskreter
Verteilungen moglich, indem von der diskreten Teststatistik zu einer stetigen {ibergegangen
wird. Dies soll im Rahmen eines Beispiels ausgefiihrt werden.

Beispiel 8.1.7  Testproblem bzgl. des Parameters p bei Binomialverteilung

Die Zufallsvariable X sei binomialverteilt mit n = 10. Fiir p liege das Testproblem Hj :
p<po=0.1, Hy: p> pyo=0.1vor, das zum Niveau a = 0.05 getestet werden soll.

Die Entscheidung soll auf Basis einer Beobachtung von X getroffen werden. Da unter H;
grolere Werte als unter Hy zu erwarten sind, wird Hy abgelehnt, wenn ein zu grolBer Wert
von X beobachtet wird. Genauer erhalten wir wegen

sup P, (X >3)=P,,(X>3)=0.0128 und supP,(X>2)=P, (X >2)=0.0702
P<po P=po

den Ablehnbereich {4,5,...,10} mit der zugehorigen Testfunktion

(x)= 1 x>3
1iYI=Y0  x<3-
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Der Test hilt zwar das Niveau « ein, schopft es aber nicht aus. Um fiir das Testproblem
einen Test zu erhalten, der das Niveau ausschopft, gehen wir zu einer stetigen Zufallsva-
riablen Y iiber.

Sei R eine iiber dem Intervall [0;1) gleichverteilte, von X unabhéngige Zufallsvariable.
(Realisationen von R erhalten wir z.B., indem wir zuféllig eine Zahl aus einer Zufalls-
zahlentafel auswéhlen. Diese Vorgehensweise sichert zugleich die Unabhéngigkeit von
XundR.)

Dann sei Y := X+ R. Y ist eine stetige Zufallsvariable, deren Verteilung ebenso wie die
von X vom Parameter p abhingt. Die Wahrscheinlichkeiten P, (X = x) werden bei Y liber
die entsprechenden Intervalle [x;x + 1) verschmiert. Wegen P,(X < 0)=P,(X > n)=0
gilt mit P(0 < R < 1) =1 nédmlich:

(i) P,(Y<0)=0,
(i) Py(Y<n+1)=1.
Firye[0,n+1)giltmity=x+7r,0<r<1:

(iii) Pp(Y<y)=P,(X+R<x+71r)=P,(X<x—-1,R<1)+P,(X=x,R<7)
=P,(X<x—-1)-P(R<1)+P,(X=x)-P(R<T)
=P,(X<x-1)+r-P,(X=x).

Das obige Testproblem kann also auch bei Zugrundelegen von Y betrachtet werden. Hy

wird selbstverstdandlich wieder abgelehnt, wenn Y zu gro8e Werte annimmt. Es ist also
ein Wert ¢’ zu bestimmen mit

P,,(Y > ¢’)=0.05.

Wegen Ppo(Y >3) = Ppn(X > 2) = 0.0702, Ppn(Y >4)= Ppo(X > 3) = 0.0128 liegt ¢’ zwi-
schen 3 und 4. ¢’ ldsst sich bestimmen aus:

0.05 = Pp (Y >¢")=1-P, (Y <c')=1-P, (Y <3+71)
=1-[P,(X<2)+7" P, (X=3)]=1-[0.93+7"-0.0574]
= 0.07—r"-0.0574.

Dies ergibt 1’ =0.35. Folglich ist ¢/ =3.35 und der somit bestimmte Test lautet:

_J1 y >335
‘/’2(3’)_{0 y<335°

Aufgrund der Beziehung Y = X + R konnen die beiden Tests hochstens im Fall x = 3 zu
unterschiedlichen Entscheidungen fiihren. Dies geschieht, wenn R einen Wert > 0.35 an-
nimmt. Werden X und R nicht gleichzeitig, sondern nacheinander beobachtet, so braucht
das Randomisierungsexperiment 'Beobachten von R’ nur bei Eintreten des Ereignisses
{X = 3} durchgefiihrt zu werden. H, wird dann noch bei Eintreten von {R > 0.35} ab-
gelehnt. Dies geschieht mit der Wahrscheinlichkeit P(R > 0.35) = 0.65 = 7. Bei Eintre-
ten von {X = 3} ist zun4chst also nur die Wahrscheinlichkeit bekannt, mit der H, ab-
gelehnt wird. Wir erhalten wieder eine einheitliche Interpretation, wenn wir allgemein
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©(x) als Wahrscheinlichkeit auffassen, mit der H, bei Beobachten des Wertes x abzuleh-
nen ist. ¢(x) =1 bedeutet dann, dass Hy mit Wahrscheinlichkeit 1 abgelehnt wird. Dies
ist gleichwertig mit der bisherigen Interpretation, bei der ¢(x) =1 bedeutete: H, wird ab-
gelehnt, da x im Ablehnbereich liegt. Entsprechend wird Hj eben nicht abgelehnt, wenn
die Wahrscheinlichkeit fiir das Ablehnen gleich null ist.

Mit dieser Interpretation kann der Test ¢, (y) auch als Funktion von x angegeben werden:

1 x>3
p2(x)=1< y=0.65 x=3.
0 x<3

Gehen wir von der eben dargestellten Interpretation aus, so sprechen wir von randomi-
sierten Tests.

Die Wahrscheinlichkeit, mit der Hy bei Vorliegen von p € [0, 1] abgelehnt wird, setzt sich
bei einem randomisierten Test zusammen aus der Wahrscheinlichkeit P, (X = x), die Be-
obachtung x zu erhalten, und der bedingten Wahrscheinlichkeit ¢(x), mit der H, beim
Vorliegen der Beobachtung X abgelehnt wird. Dass beides eintritt, hat die Wahrschein-
lichkeit p(x)-P,(X = x).

Fiir die Wahrscheinlichkeit, irgendein x zu beobachten und dann jeweils H, abzulehnen,
erhalten wir

n
> 9(x)-Py(X=x)=E,p(x).
x=0
Damit lédsst sich die Giitefunktion des randomisierten Tests wieder als Erwartungswert

in Abhdngigkeit vom Parameterwert darstellen. Die Abbildung 8.2 zeigt, dass das Rando-
misieren einen betrdchtlichen Gewinn bzgl. der Giite bringen kann.
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ADbb. 8.2: Giitevergleich zweier Tests
In Verallgemeinerung der Diskussion des Beispiels konnen wir jede Funktion, die nur Werte

zwischen Null und Eins annehmen kann, als Test ansehen. Wenn nur die Werte Null und
Eins mdglich sind, liegt ein nichtrandomisierter Test vor.
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Definition 8.1.8 randomisierter Test

Xy, ..., X, seien unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen mit der Verteilung Py, U €
©. Ein (randomisierter) Test zum Niveau « fiir das Testproblem

Holﬂeeo, HI:ﬁEG\GO
ist eine Funktion ¢ : R — [0, 1], fiir die gilt:
Esp(X)<a fiir alle 7 € ©,.

(x) ist dabei die Wahrscheinlichkeit, mit der Hy bei Beobachten der Stichprobe x abge-
lehnt wird. Die Glitefunktion eines randomisierten Tests ¢ ist der als Funktion von 9 € ©
aufgefasste Erwartungswert Eg ¢ (X).

Beispiel 8.1.9 ein spezieller randomisierter Test

Gegeben sei eine Stichprobe X = (X3, ..., X,,) aus der Verteilung Py, ¥ € ©. Ein randomi-
sierter Test fiir das Testproblem Hy : ¥ € ©y; H; : U € ©; ist dann gegeben durch:

px)=a.

Egal, welche Beobachtung gemacht wird, man entscheidet sich aufgrund eines Rando-
misierungsexperimentes zwischen Hy und H;. Dieses fiihrt dann mit Wahrscheinlichkeit
a zur Ablehnung von H, und mit Wahrscheinlichkeit 1 — a zur Entscheidung, H, beizu-
behalten. Wegen

Esyp(X)=a fiir alle 1€ ©

ist auch die Gtitefunktion konstant gleich a.

Im Folgenden werden randomisierte Tests nur noch ausnahmsweise betrachtet. Der Grund
dafiir ist, dass das Vorgehen der Randomisierung von den Anwendern weitestgehend abge-
lehnt wird. Das ist ja auch verstidndlich. Die gleichen Daten konnen einmal zur Ablehnung
und zum anderen Mal zur Beibehaltung der Nullhypothese fiihren! Diese Ablehnung der
randomisierten Tests hat nichts damit zu tun, dass ihre Konstruktion dem ’theoretischen
Uberbau’ nicht entspriche. Das Problem liegt vielmehr in der von den Anwendern gefor-
derten eindeutigen Reproduzierbarkeit der Ergebnisse.

8.1.3 Einige gdngige Hypothesen

Liegt eine parametrische Verteilungsfamilie vor und ist der interessierende Parameter eindi-
mensional, ® C R, so sprechen wir von einseitigen Testproblemen, wenn O, und 0, Intervalle
sind, Oy = (a,¥],0; = (¥y, b) bzw. By = [Ty, b),0; = (a, ¥y). Gegebenenfalls werden die Hy-
pothesen in der Form

H()Z’l?fﬂo, H1:ﬁ>ﬂo 8.1)

bzw.
Ho:ﬂZﬁo, Hllﬂ<ﬁo (82)

angegeben. Zweiseitige Testprobleme entsprechen einer Partition von © geméal

H() : ﬁ:ﬁo, H1 . ﬁ;éﬂ() (8.3)
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Bei mehrdimensionalen Parametern wird oft nur eine eindimensionale Funktion betrach-
tet. Auch dann sprechen wir ggf. von einseitigen bzw. zweiseitigen Testproblemen. Fiir die
Testkonstruktion ist natiirlich der gesamte Parameterraum zu bertiicksichtigen.

Beispiel 8.1.10 drei Testpobleme fiir u
Sei X =(Xj,..., X)) eine Stichprobe aus einer .4 (u, 02)-Verteilung. Ist > unbekannt, so

sind die Hypothesen der drei Testpobleme fiir u zusammengesetzt:

Hy: u<ug, 0?>0 Hy: u>pg, 0?>0;

Hy: u>ug, 02>0 Hy: u<pgy, 0?>0;

Hy: u=ug, 02>0 Hy: u#ug, 0?>0.
Da nur der Lageparameter u interessiert, sind die ersten beiden Testprobleme einseitig
und das dritte ist zweiseitig.

Es ist vom Ansatz statistischer Tests her im Prinzip unméglich, die Gleichheit eines Parame-
ters mit einem vorgegebenem Wert oder die Gleichheit zweier Parameter statistisch 'nach-
zuweisen’. Dazu wiren die Hypothesen im Einstichprobenfall von der Form

H()Z’l??éﬂo, H]Zﬂ:ﬁo

zu wiéhlen, da die Ablehnung von H, die als zuverldssig angesehene Entscheidung darstellt.
Dass es fiir dieses Testproblem i.d.R. keinen sinnvollen Test gibt, illustriert das folgende Bei-
spiel.

Beispiel 8.1.11 zweiseitiger Test fiir u

Sei X =(Xy,..., X;;) eine Stichprobe aus einer .4 (u, 0?)-Verteilung. o2 sei bekannt. Das
Testproblem sei

Ho: p#po,  Hi:p=po.
Ein naheliegender Test basiert auf der Teststatistik +/7:(X — o)/ und hat die Gestalt

] falls —c < vn(X —uy)/o<c
p(x) = { 0 sonst )

Damit ¢ ein Test zum Niveau a wird, muss gelten:
E p(X)=Pu(—c<vn(X—po)/o<c)<a  (u# o)
Es ist leicht zu sehen, dass dies nur erreicht wird, wenn ¢ so gewahlt wird, dass
Py,(—c <vVn(X—po)/o <c)=a,
wenn also ¢ = zys4+4/2. Dann ist ¢ zwar ein Test zum Niveau «, jedoch ist a auch die

Chance, sich fiir H; zu entscheiden, wenn H, richtig ist. Wir kdnnten uns gleich auf der
Basis eines Wiirfelexperimentes entscheiden!
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In manchen Anwendungen mochte man trotz der eben dargestellten Problematik das Vor-
liegen eines Parameterwertes oder die Gleichheit der Parameter der Verteilungen zweier un-
abhéngiger Stichproben nachweisen. Das gilt etwa fiir Biodquivalenzstudien, in denen man
sich fiir die Wirkung eines Préparates bzw. den biologischen Abbau im Blut interessiert. Das
Problem l6st man dann so, dass unter H; nicht nur ein Wert sondern ein geeignetes Inter-
vall spezifiziert wird. Die Gleichheit wird also in eine ungefihre Ubereinstimmung aufgeldst.
Zum Beispiel tritt an die Stelle von Hy : u # uo, Hy : 4 = o das Testproblem

Hy: ué[uo— A o+ Az, Hy: p€uo— Ao+ Az (8.4)

Fiir nichtparametrische Verteilungsfamilien sind im Wesentlichen Hypothesen bzgl. der La-
ge von Interesse. Die Lage betreffende Hypothesen beziehen sich im Rahmen der bisher be-
trachten einfachen Stichproben auf den Median. Bei solch allgemeinen Verteilungsklassen
ist die Existenz des Erwartungswertes ja nicht ohne Weiteres gegeben.

Wir bezeichnen mit .7 die Klasse aller stetigen eindimensionalen Verteilungsfunktionen F
und mit {y den zu F gehorigen Median. Dann lautet das zweiseitige Testproblem

H()Z‘I:lF:‘l:l(), F€<g; H]Zﬂp}éﬂg, FeZ. (8.5)

Daneben spielt fiir einfache Stichproben die Hypothese der Symmetrie um Null noch ei-
ne grof3e Rolle. Diese resultiert aus der folgenden experimentellen Situation zum Vergleich
zweier Behandlungsmethoden, Verfahren oder Ahnlichem. Bei gleichartigen Paaren von Ver-
suchseinheiten werden jeweils Beobachtungen X; bzw. ¥; (i = 1,..., n) gemacht. Die paar-
weisen Differenzen X; — ¥; werden verwendet, um Aussagen tiber die Unterschiede der Be-
handlungen zu machen.

Beispiel 8.1.12  Steigerung der Lernfihigkeit

Zwei Behandlungsmethoden A und B zur Steigerung der Lernfahigkeit sollen miteinan-
der verglichen werden. Dazu werden 10 Paare von Schiilern zufillig ausgewdhlt, die sich
jeweils bzgl. der sozialen Stellung, der schulischen Leistung etc. moglichst stark gleichen.
Jeder Paarling wird einer der beiden Behandlungen unterzogen. Am Ende wird der Lern-
erfolg mittels eines geeigneten Vorgehens festgestellt.

Paarnr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Behandlung A (X) 72.6 70.1 66.0 95.0 57.2 60.8 83.3 67.3 68.8 70.0
Behandlung B (Y) 76.0 73.1 70.5 94.0 60.1 58.5 81.1 72.1 73.0 72.0
DifferenzA— B (X—Y)||-3.4 -3.0 -4.5 +1.0 -2.9 42.3 +2.2 -4.8 -4. -2.0

Speziell interessiert, ob die zugrundeliegenden Verteilungen von X und Y die gleiche Lage
haben. Sofern die Verteilungen identisch sind, ist die Differenz von X — Y symmetrisch um
Null verteilt. Mit der Unabhéngigkeit folgt ndmlich sofort:

PX-Y<a)=P(Y-X<a)=PX-Y>-a).
Fiir die Verteilungsfunktion von Z = X — Y bedeutet das:

Fz(—Z):l—Fz(Z) zeR.
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Ist 7 ={FIFe Z, F(a—x)+ F(i+x) =1, x € R, i € R}, so lautet das interessierende
Testproblem:
Hy: i=0und F € Z;; Hy: i#0oder Fe Z\7Z;. (8.6)

Fiir das nichtparametrische Streuungsproblem gibt es nur den Ansatz, Differenzen von Quan-
tilen, speziell den Quartilsabstand ¢ 75 — go.25, Zu betrachten.

Eine weitere Fragestellung betrifft das Vorliegen einer speziellen Verteilung oder Verteilungs-
familie:
HO:F:F(), HllF#Fo,

bzw.
HoZFego, H12F¢<g'.0.

Héufig ist dies damit verbunden, dass tiberpriift werden soll, ob auf einen Datensatz wei-
tere statistische Auswertungsverfahren, die gewisse Verteilungsvoraussetzungen haben, an-
gewendet werden diirfen. Hier soll also eine Zufallsstichprobe fiir mehrere Tests oder Konfi-
denzintervalle herhalten. Dies ist zundchst einmal nicht erlaubt. Ein Eckpfeiler der Theorie
der Konfidenzschédtzung und der Tests ist es, dass jede Stichprobe nur fiir einen induktiven
Schluss verwendet werden darf. Modifikationen, die dann doch mehrere Schliisse erlauben,
sprechen wir in Abschnitt 8.5 an.

Beim Vergleich von zwei oder mehr Stichproben handelt es sich im Rahmen parametrischer
Verteilungsfamilien darum, Vorstellungen oder Angaben bzgl. der Relation eines Parameters
in den beiden zugrundeliegenden Verteilungen zu {iberpriifen. Auch wenn wir im Folgenden
nur ein Beispiel fiir den Lagevergleich angeben, sind in parametrischen Verteilungsfamilien
die Vergleiche bzgl. aller Parameter moglich. Thre Sinnhaftigkeit hdngt vom Kontext ab.

Beispiel 8.1.13  Vergleich von Erwartungswerten

Sei X =(Xj,...,X,,) eine Stichprobe aus einer W(ul,af)-Verteilung und Y =(Y%,...,Y,)
eine aus einer .4 (u,, 0'3)-Verteilung. Die Testprobleme

Hy: i < o, Hy:py>po
Ho: yy = o, Hy: oy <up
Ho:pi=p2, Hi: i #e

konnen bei bekannten sowie - in den meisten Fallen realistischer — unbekannten o2
und o3 betrachtet werden. Bei unbekannten Varianzen ist zu unterscheiden, ob beide
als gleich angesehen werden konnen oder ob Ungleichheit zuzulassen ist. Einen 'guten’
Test fiir den letzten Fall zu finden, war lange Zeit Gegenstand intensiver Forschung. Es
handelt sich hierbei um das sogenannte Behrens-Fisher-Problem.

Fiir den nichtparametrischen Lagevergleich gehen wir von dem Vergleich der Erwartungs-
werte zweier normalverteilter Zufallsvariablen aus. Wenn die Varianzen als gleich angesehen
werden, ist die Hypothese Hy : u; < u, gleichwertig mit Fj(x) > E(x) (x € R), wenn F, und F
die zugehorigen Verteilungsfunktionen sind.

U1 < U2 bedeutet also, dass die aus F; stammenden Werte nicht nur im Mittel, sondern in
der generellen Tendenz kleiner sind als die aus F. Das fiihrt zu der folgenden Definition.
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ADbb. 8.3: X stochastisch grofser als Y

Definition 8.1.14  stochastische Gréfser-Relation

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit den Verteilungsfunktionen Fx und Fy. X heil$t
stochastisch grofser als Y, falls

Fx(x) < Fy(x) x €R.

Dafiir schreiben wir auch Fyx < Fy. Fy < Fy bedeutet Fx(x) < Fy(x) (x € R) und Fx(x) <
Fy(x) fiir mindestens ein x.

Der Lagevergleich resultiert also in der Formulierung der Hypothesen
Hy: Fx<Fy, (Fx,F)eY,  H:FK>F, (FF)EY; 8.7

dabei ist
9 ={(FG)FEGeZ, F<G oderG<F}.

Den Vergleich zweier Mediane erhalten wir aus der Einschriankung der zugelassenen Vertei-
lungen:
Hy: Fx(x)=Fy/(x+A), A>0, FyeZ;

H,: Fx(x)= Fy(x —A), A>0, FyeZ. 88

8.14 Uberschreitungswahrscheinlichkeiten

Der Festlegung des Niveaus, zu dem ein Test durchgefiihrt werden soll, haftet etwas Will-
kiirliches an. Es ist zwar Konvention, fiir a die Werte 0.05, 0.01, 0.001 etc. zu wihlen, aber
letztlich liegt die Wahl in der Hand und im Belieben des Anwenders. Fiir die gleiche Si-
tuation konnen verschiedene Personen den gleichen Test durchaus zu unterschiedlichen
Niveaus durchfiihren. Daher ist es inzwischen verbreitet, bei einer Anwendung nicht nur
die Ablehnung der Nullhypothese zum vorgegebenen Niveau, sondern auch die Uberschrei-
tungswahrscheinlichkeit, auch P-Wert oder empirisches Signifikanzniveau genannt, mit zu
berichten. (Veréffentlichungen ohne signifikantes Testergebnis sind sehr selten.) Die Uber-
schreitungswahrscheinlichkeit ist definiert als das kleinste Signifikanzniveau, zu dem der
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verwendete Test bei der vorliegenden Beobachtung x noch zur Ablehnung der Nullhypo-
these fiihrt. In der Regel beruhen die praktisch verwendeten Tests auf Teststatistiken 7(X).
Fiihren groBe Werte der Teststatistik zur Ablehnung von Hy : # € O, so ist es bei bei festem
Beobachtungsvektor x:

p(x) = sup Py(T(X) > 1(x)). (8.9)

€0y

Natiirlich kénnen wir die Uberschreitungswahrscheinlichkeiten auch formal als Varianten
zu den bisher betrachteten Tests betrachten. Dann sind sie jeweils mit den vorgegebenen
Niveaus zu vergleichen. Ist eine Uberschreitungswahrscheinlichkeit kleiner oder gleich dem
vorgegebenem g, so fiihrt der zugehorige Test zur Ablehnung der Nullhypothese.

Beispiel 8.1.15  Test auf den Parameter einer Poisson-Verteilung

Sei X = (Xj,...,X,) eine Stichprobe aus einer Poisson-Verteilung. Fiir den Parameter A
der 2 (A)-Verteilung liege das Testproblem H, : A < Ay, H; : A > A vor. Die Teststatis-
tik T(X) = Zl'.’zl X; ist wieder Poisson-verteilt, und zwar bei Giiltigkeit von A, mit dem
Parameter n - Ag. Mit dem Test

! T(x)>c
@(x)_{o T(x)<c’
bei dem c festgelegt ist als kleinster Wert mit

0 .
Z e—nlo(nkoy <a

=

il
j=c+1 I:

korrespondiert der auf der Uberschreitungswahrscheinlichkeit basierende Test:

1 i e "M (o) <a
@(x)= Pl J! .
0 sonst

Die Verwendung von Uberschreitungswahrscheinlichkeiten bringt in der Praxis verschiede-
ne Vorteile mit sich:

¢ Viele Computerprogramme berechnen die p-Werte p(x) und ermoglichen damit den
direkten Vergleich mit dem selbstgewahlten Signifikanzniveau «. Das Nachschlagen
nach den kritischen Werten fiir die Priifgr6en entfillt.

o Teststatistiken sind oft nicht direkt miteinander vergleichbar, weil sie verschiedene
Verteilungen unter der Nullhypothese haben. Sind die zugrundeliegenden Verteilun-
gen stetig, so sind die p-Werte zumindest fiir die ausgezeichneten Verteilungen, die
zur Bestimmung der kritischen Werte herangezogen werden, rechteckverteilt {iber dem
Intervall [0, 1]. Sie sind also quasi standardisierte Versionen, die sich gut vergleichen
lassen.
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e Es ist aus der vorangegangenen Diskussion klar, dass sich die p-Werte gut zur Da-
tenexploration eignen. An die Stelle der Signifikanz tritt dann die ,Merkwiirdigkeit’ in
dem Sinne, dass ein ,signifikantes Ergebnis‘ die Aufmerksamkeit auf sich ziehen soll-
te, um tiber Hintergriinde weiter zu spekulieren. (Aber nicht, um etwas als ,statistisch
bewiesen‘ zu berichten!)

8.2 Zur Konstruktion von Tests

Es sollen hier einige Vorgehensweisen fiir die Bestimmung von Ablehn- bzw. von Annah-
mebereichen aufgrund heuristischer Argumente besprochen werden. Diese Konstruktionen
sind mehr oder weniger systematisch. Oft ist man bei konkreten Fragestellungen schon zu-
frieden, wenn man tiberhaupt fiir ein Testproblem eine entsprechende Entscheidungsregel
findet.

8.2.1 Tests, die von Schitzfunktionen ausgehen

Eine naheliegende Mdoglichkeit, Tests zu konstruieren, beruht auf folgender Uberlegung:
Legt die Nullhypothese H, einen einzelnen Wert fest, d.h. 9 € ©, und ist #(X) eine geeignete
Schitzfunktion fiir 7, so deuten grolRe Unterschiede zwischen Schitzwerten #(x) und dem
hypothetischen Wert ¥, darauf hin, dass der wahre Parameterwert verschieden von # ist.
Diese Uberlegung ist im Einzelfall jeweils zu konkretisieren und entsprechend zu modifizie-
ren, wenn ©, aus mehr als einem Parameterwert besteht.

Beispiel 8.2.1 Test von Hy: u = uy gegen H; : u = u, bei Normalverteilung - Fortsetzung
von Seite 254

Im Beispiel 8.1.2 wurde der Ablehnbereich des Tests iiber die Schitzfunktion X festgelegt.
Bei der Bestimmung von ¢ wurde die Beziehung
_ n(X -

P, (X>c)=Py, <M > c’> =qa
ausgenutzt. Die Zufallsvariable /7(X — uo)/o ist unter H, standardnormalverteilt, so
dass ¢’ = y71(X — uo)/o aus der entsprechenden Tabelle bestimmt werden konnte.

Bei der Stichprobenfunktion /71(X — )/ geht der Vergleich zwischen Schitzwert und
hypothetischem Wert direkt ein. Da aullerdem ihre Verteilung unter Hy bekannt und ta-
belliert ist, wird sie als Teststatistik genommen.

Beispiel 8.2.2  Test fiir o bei Normalverteilung

Neben der Frage, ob bei der Produktion ein Normwert im Mittel eingehalten wird, in-
teressiert man sich auch dafiir, ob die Abweichung von diesem Wert nicht zu grof$ wird.
Dies fiihrt auf Tests fiir Skalenparameter.

X =(X,...,X,) sei eine Zufallsstichprobe aus einer Normalverteilung mit unbekanntem
Erwartungswert u. Es liege als Testproblem vor

Hy:0*<07, Hy:0%>07.
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Zur Bestimmung eines geeigneten Ablehnbereiches zum Niveau a gehen wir von der
Schitzfunktion 62 = Z?zl(Xi —X)?/(n—1) aus. Wegen E,:(62) = o2 wird H, abgelehnt,
wenn 02 zu grofe Werte annimmt. Um den zu der vorgegebenen Irrtumswahrschein-
lichkeit @ gehorigen kritischen Wert zu bestimmen, wird die Verteilung von 62 bzw. die
Verteilung einer aus % gebildeten Priifgrée unter Hy benétigt.

(n—1)-6%/0? ist y?-verteilt mit n—1 Freiheitsgraden. Zudem nimmt diese Statistik genau
dann groRe Werte an, wenn G2 dies tut. Ist die Varianz der X; gleich dem hypothetischen
Wert 03, so ist die Verteilung von (n —1)- 62 /02 bekannt und tabelliert. Somit kann ein

kritischer Wert ¢ mit
n-1_,
P, o0°>c|=a
0 a-g

aus der y?(n — 1)-Tabelle bestimmt werden.

Die Nullhypothese legt hier aber nicht nur einen Wert fest, sondern mehrere. Bevor (n —
1)62 /03 als PriifgroRe etabliert werden kann, ist also noch nachzupriifen, ob das vorge-
gebene Niveau eingehalten wird, d.h. ob fiir o < o3 ebenfalls gilt:

n—-1_,
P, ;- 0°>c | =
UO

Wegen o3/0? > 1 folgt fiir die Parameter aus dem unter H, festgelegten Bereich:

n—-1_, n-1_, 03 n-1_,
| ) —0°>c | =P 70> —C|<Pp|—F0">c|=a
(o o o o

Das Niveau wird also eingehalten. Der kritische Bereich des Tests ist:
K= {x

Beispiel 8.2.3 Marktstellung

n

s zc}.

i=1 0

Eine Firma untersucht, ob sich eine Marktstellung gedndert hat. Bei der letzten Unter-
suchung wurde festgestellt, dass von dem interessierenden Produkt 25 % der verkauften
Produkte von der Firma stammten.

Dieses Problem lésst sich formal folgendermaf3en formulieren. Es wird eine Zufallsstich-
probe Xj,..., X,, gezogen mit

X = { 1 Das verkaufte Produkt stammt von der Firma.
;=

0 Das verkaufte Produkt stammt nicht von der Firma.
Wenn p =P(X; = 1) gesetzt wird, ist dann zu testen:

Hglp:1/4, Hlp#1/4
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> i, X;/n ist eine erwartungstreue Schitzfunktion fiir p. Da ), X; binomialverteilt ist
mit den Parametern n und p, verwenden wir diese Stichprobenfunktion als Teststatistik.
Offensichtlich deuten zu kleine und zu groe Werte von Y X; darauf hin, dass H, falsch
ist. Dementsprechend sind hier zwei kritische Werte c¢; und ¢, zu bestimmen, so dass

n n
Ppo <ZX1 < C]) +Ppn <ZX1 > Cz) =a.
i=1 i=1

Nun gibt es zwei Probleme.

Zunichst hat Y X; eine diskrete Verteilung, so dass es unter Umstinden nicht méglich
ist, ¢; und ¢, so zu wihlen, dass oben die Wahrscheinlichkeiten zusammen genau den
Wert a ergeben. Dieses Problem lésst sich 16sen, indem ¢; und ¢, so gewéhlt werden,
dass das Niveau eingehalten wird:

n n
Ppo <le < C]) +Ppn <ZX1 > Cz) <a.
i=1 i=1

Unter Umstdnden wird es also nicht ausgeschopft. Das zweite Problem besteht in der
konkreten Wahl von c¢; und c¢,. Da Abweichungen nach unten genauso schwer wiegen
wie Abweichungen nach oben, wéhlt man schlieBlich ¢; und c; so, dass

po<zx<01> % p0<ZX >c2> %

Es ist klar, dass die kritischen Werte so vom jeweiligen Rand so weit weg wie moglich
liegen, ohne diese Bedingungen zu verletzen. Bei einem Stichprobenumfang von n =16
erhalten wir, wenn a = 0.05 bzw. a/2 =0.025 vorgegeben ist:

16
Py (ZX < 1) =0.0100
Py ZX <2> =0.0635

= ¢;=1 (maximales c;)

i=1

6 = (¢,=8 (minimales ¢,)

16
P4 <Z X; > 7) =0.0271

X; > ) =0.0074

i=1

8.2.2 Tests und Konfidenzintervalle

Punktschétzer bilden einen naheliegenden Ausgangspunkt, um Tests zu bestimmen. Kon-
fidenzintervalle konnen sogar direkt zum Testen von Hypothesen eingesetzt werden: Sei
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F = {F(; V)|V € ©} eine vom Parameter ¥ abhingige Verteilungsfamilie. [T;(X), T>(X)] sei
ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir ¢. Da das Konfidenzintervall den wahren Parameterwert
mit einer Wahrscheinlichkeit > 1 — ¢ tiberdeckt, ist durch

(8.10)

1 Ti(x) > oder T(x) <
PO=V 0 nw) =< B

ein Test zum Niveau « fiir das Testproblem
H():ﬁ:"l?o, Hljﬂgﬁﬁo

gegeben.

Fiir einseitige Testprobleme kénnen die untere bzw. die obere Konfidenzschranke herange-
zogen werden. Bei Hy : ¥ <, H,: U >, istdie untere Konfidenzschranke 7;(X) addquat.
Mit

Py(i(X)<H>1—-«a UASIC)

o()= { 1 Tx)>7,

ist

0 Ti(x) <

ein Test zum Niveau «. Fiir die andersherum formulierten Hypothesen sind die oberen Kon-
fidenzschranken zu nehmen.

Haben wir umgekehrt eine Schar von Tests ¢3,(X) zum Niveau « fiir die Testprobleme Hj :
0 =1y, Hy : ¥ #7), so ergibt sich ein Konfidenzbereich fiir 9 aus

CX)={'lpy(X)=0}.
Ist ndmlich ¥, der wahre Parameterwert, so gilt:
Py, (C(X)3T0) =Py, (¢5,(X)=0)=1—a.

Der realisierte Konfidenzbereich besteht also aus allen Parameterwerten 1, bei denen der
zugehorige Test ¢y aufgrund der Stichprobe x nicht zur Ablehnung fiihrt.

Konfidenzbereiche haben gegeniiber Teststatistiken den Vorteil, dass man bei Ablehnung
der Nullhypothese gleich {iber die Lage des unbekannten Parameterwertes informiert ist.
Die Pivot-Methode legt eine zentrale Verbindung zwischen Konfidenzintervallen und stan-
dardisierten Teststatistiken offen. Letztere enthalten ja in der Regel einen unter Hy fest-
gelegten Parameter, sind spezielle Pivots. Natiirlich gilt der angegebene Zusammenhang
zwischen Tests und Konfidenzintervallen allgemein. Er fiihrt nicht selten dazu, dass Konfi-
denzintervalle in den Lehrbiichern sehr am Rande oder sogar nur im Zusammenhang mit
Tests behandelt werden.

Beispiel 8.2.4 Marktstellung - Fortsetzung von Seite 268

Betrachten wir das Beispiel 8.2.3 im Zusammenhang mit dem Beispiel 7.2.8, so sehen
wir, dass hier die Aquivalenz des Tests auf eine Wahrscheinlichkeit mit dem tiber die
statistische Methode gewonnenen Konfidenzintervall vorliegt.
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Auch die in Abschnitt 7.2.2 betrachteten Konfidenzintervalle auf der Basis der Likelihood-
funktion fiihren sofort zu statistischen Tests. Da das damit verbundene Testprinzip aber von
grofler und weitreichender Bedeutung ist, soll es in einem eigenen Abschnitt behandelt wer-
den.

8.2.3 Likelihood-Quotienten-Tests
Wir haben bereits in Abschnitt 7.2.2 ausgenutzt, dass der Likelihoodquotient
_ X5 0)- - f(Xs 0)

FG D) f(Xn; 9)
eine sinnvolle Basis fiir die Einschidtzung der Ndhe von bzw. des Unterschiedes zwischen
dem Parameterwert ¥ und dem ML-Schétzer ¥ darstellt. Daher liegt es nahe, darauf einen

Test aufzubauen. Diese Methode, Tests zu konstruieren, wird zunidchst im Rahmen eines
Beispiels betrachtet.

£(0;X) (8.11)

Beispiel 8.2.5 Marktstellung - Fortsetzung von Seite 270

Wir gehen von der Situation des Beispiels 8.2.3 aus. Fiir das Testproblem Hy : p = po,
H; : p # po bestimmen wir einen Ablehnbereich unter Verwendung des Likelihoodquo-
tienten. Natiirlich ist fiir den Parameter ¥ in (8.11) jetzt der unter H, spezifizierte Wert zu
nehmen.

Bei einer Stichprobe x = (x1, ..., x,) ist der Likelihoodquotient, da > _ x;/n der Maximum-
Likelihood-Schétzwert fiir p ist:

pe (1= poy = _ p& = poyT

>oxi n=> xi DoXi(] _ )i
(%in) (1—%in) P =p)

Uber die allgemeinen Eigenschaften, die ¢(po;x) als Teststatistik verniinftig erscheinen
lassen, erhellt die folgende konkrete Interpretation diese Wahl.

t(po;x)=

Ist Hy : p = po richtig, so hat eine Stichprobe x mit x = > x; die Wahrscheinlichkeit
pi(1 — po)"~*. Diese wird mit der Wahrscheinlichkeit verglichen, die die Stichprobe bei
anderen Parameterwerten p hat. Ist sie bei py im Verhiltnis zu den anderen Wahrschein-
lichkeiten klein, so werden wir diese Stichprobe in der Regel entsprechend seltener unter
Hj als unter H; beobachten. Nun unterstellen wir wie schon bei der Maximum-Likelihood-
Schétzung auch im Einzelfall, dass wir beobachten, was in der Regel hdufiger eintritt.
Konsequenter Weise akzeptieren wir einen Parameterwert als bessere Erklarung der Rea-
litdt, wenn bei ihm das beobachtete Ergebnis hdufiger eintritt als bei einem anderen.
Folglich wird der Ablehnbereich aus den moglichen Stichproben gebildet, die im Ver-
héltnis unter H, die geringste Chance gegeniiber H, haben.

Fiir den Vergleich mit pg(1 — po)"~* kann das Maximum von p*(1 — p)"~* iiber alle p €
(0,1) genommen werden. Dies hat den Vorteil, dass das Maximum dann unter Ausnut-
zung des ML-Schitzers bestimmt werden kann. Die Argumentation bleibt dabei immer
noch giiltig. Fiir x = 0,1,...,n wird also das Verhéltnis ¢(py; x) gebildet. Dann sind die
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Werte von {(pg;x) der Grofle nach zu ordnen und die Stichproben mit den kleinsten
{(po; x) zum Ablehnbereich zusammenzufassen.

Fiir die im Beispiel 8.2.3 angegebene Konstellation n = 16, py = 1/4 erhélt man die in der
Tabelle 8.1 angegebene Verteilung.

X L(po;x)  Pu(X=x) Py (l(po;x) < l(po; x))
16 2.3-10719  0.0000 0.0000
15 3.0-1078  0.0000 0.0000
14 8.7-10~7  0.0000 0.0000
13 1.4-1075  0.0000 0.0000
12 0.00015  0.0000 0.0000
11 0.00117  0.0002 0.0002
10 0.00877  0.0014 0.0016
0 0.01 0.0100 0.0116
9 0.029 0.0058 0.0174
8 0.10 0.0197 0.0371
10.14 0.0535 0.0906
7 0.25 0.0524 0.1430
205 0.1336 0.2766
6 0.5 0.1101 0.3867
31 0.2079 0.5946
51 0.1802 0.7748
41 0.2252 1.0000

Tabelle 8.1: Verteilung des Likelihoodquotienten

Da das vorgegebene Niveau a = 0.05 nicht tiberschritten werden darf, ergibt sich als Ab-

lehnbereich
x; €10,1}, in <1 oder le- >7}.

K'= {(xlv---;xw)
K’ unterscheidet sich von dem im Beispiel 8.2.3 erhaltenen Ablehnbereich K. Es gilt:
KCcK/, K#K'.

Im obigen Beispiel wurde ein Ablehnbereich mit Hilfe von £(py; x) konstruiert. Es ist einsich-
tig, dass dieses Prinzip fiir alle Verteilungen mit einer Dichte anwendbar ist. Im stetigen Fall
ist die Interpretation wie bei der Maximum-Likelihood-Schétzung natiirlich nur noch néhe-
rungsweise giiltig.

Fiir den Fall, dass die Nullhypothese aus mehr als einem Parameter besteht, kénnen wir
im Zéhler das Maximum {iber alle ¥ € © bilden. Die Interpretation aus dem Beispiel bleibt
dann im Wesentlichen erhalten. Anstelle des Maximums nehmen wir aus formalen Griinden
jedoch das Supremum. (Das Maximum braucht nicht angenommen zu werden.) Als Teststa-
tistik ergibt sich damit:

sup f(x;9)
__ €6

~ sup f(x;9)
VISC)

£(x)
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Definition 8.2.6  Likelihood-Quotienten-Test

X = (X,...,X,) sei eine n-dimensionale Zufallsvariable mit der gemeinsamen Dichte
f(x;7), ¥ €O. Ein Test (zum Niveau ) mit einem Ablehnbereich K fiir das Testproblem

Hy: 176@0, H;: ﬁEG‘)\@g,
der gegeben ist durch

sup f(x;9)

€0y <c
sup f(x;9) ’
V€0

K= x|l(x)= (8.12)
heildt Likelihood-Quotienten-Test (zum Niveau ).

Auch wenn das Prinzip der Likelihood-Quotienten-Tests einleuchtend ist, kann im Einzelfall
die Bestimmung des Ablehnbereichs problematisch sein, da es oft nicht leicht ist, die Vertei-
lung von ¢(X) zu bestimmen. Bisweilen ldsst sich die Verteilung einer geeigneten Transfor-
mation von ¢ ermitteln. Dies wird im folgenden Beispiel vorgefiihrt.

Beispiel 8.2.7 Likelihood-Quotienten-Test fiir u

Sei X = (Xj,...,X,,) eine Zufallsstichprobe aus einer Normalverteilung mit den unbe-
kannten Parametern u und o?. Wir betrachten das Testproblem

Hy: p= o, Hy: u# uo.

Dafiir soll ein Likelihood-Quotienten-Test zum Niveau a hergeleitet werden.

Es ist
P 2
sup(2ro®) "texp |3 L S| gy exp Ly et
K(x): o->0 — = - .
sup (2mo?) "2 exp [—% >, (x’;—zﬂ)z} (2mS2)~"/2 exp {—% Yo (xs;zx)z}
o?>0,u

Dabeisind $2=3_"_ (x; —X)?/nund $2=3""_ (x; — uo)*/n. Vereinfachen ergibt:

82 n/2
e(x)z(@) :

bzw.
()2 = S_z _ Znyzl(xi —X) S Z?:l(xi —nJZ)Z
§2 0 DG — o) D0 XF — 20 Xi + nidg
B Yo (i — %) _ 1
D XF —nE g —2poni 4y (@ —Sfo)z '

Daher ist die Relation £(x) > ¢ gleichwertig mit vz — L(X — u)?/S? > ¢’ oder mit v¢’ <
Vi —1|%—pol/VS%. vn— 1(X—pu,)/VS? ist bekanntlich t-verteilt, falls 4 der wahre Para-
meterwert ist. Dementsprechend heilt der auf dieser Teststatistik basierende Test auch
t-Test. Er ist hier also dquivalent zum Likelihood-Quotienten-Test.
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Wir geben noch einen Likelihood-Quotienten-Test fiir ein speziell strukturiertes Modell, das
einer einfachen Varianzanalyse mit der gleichen Anzahl von Beobachtungen auf jeder Stu-
fe des Einflussfaktors entspricht, an. Dieses Beispiel ist exemplarisch fiir den Bereich der
linearen Modelle. In gewisser Weise verallgemeinert das folgende Beispiel das letzte.

Beispiel 8.2.8  Einfaktorielle ANOVA

In einem Versuch werden k verschiedene Bedingungen vorgegeben. Es interessiert, ob
die k Bedingungen alle die gleiche Auswirkung auf die Zielvariable haben. Zur Konkre-
tion kann man sich verschiedene Formen der Werbung in unterschiedlichen Gebieten
vorstellen, die sich moglicherweise auf den Umsatz eines speziellen Produktes auswir-
ken.

Als Modellannahmen unterstellen wir unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen X,
.,X]m,le,...,Xgm,...,Xkl,...,ka, fiir die gEItEZ

XijNJV(‘lli,Uz) i:1,...,k,j:1,...,l’l

Innerhalb einer Stufe sind also die Erwartungswerte gleich. Die unbekannten Varianzen
werden generell als gleich vorausgesetzt. Als Testproblem ergibt sich:

Hy: y1=p2=...= Uy, 02>0,
H, : Die Erwartungswerte sind nicht alle gleich, o2 > 0.

Mit © = {(u1, U2, ..., U, 02)| —o0o< u; <oo, i =1,...,k, >0} und

O = {(u1, U2y - s Ui, T2)(U1, U2y -+ o Uk, O2) EO Ay = U = ... = Ui} lautet das Testpro-
blem in der allgemeinen Schreibweise:

H()Z ﬁe@o, HI: ﬁe@\@()

Fiir die Bestimmung des Likelihood-Quotienten-Tests werden die Suprema in Zahler und
Nenner von /(x), x = (x11,..., Xk, ) getrennt ermittelt. Zunédchst wird der Zahler betrach-

tet:
1 k-m/2
- 2
oo () e |t (3

i=1 j=1

Das Supremum wird iiber die Nullsetzen der partiellen Ableitungen von In f(x; ) be-
stimmt. Wir erhalten

d1n f(x 9 _ ZZ -0

i=1 j=1

31nf(x;1?) k- m ZZ(X .
ij

do?
i=1 j=1

Nullsetzen dieser partiellen Ableitungen ergibt die Werte i und 2, bei denen das Supre-
mum unter H, angenommen wird. Diese sind:

k m k m
_ 1 = ~2 _ 1 =\2 2
—m Xij =X, g —m (xij—x) =S§".
i=1 j=1 i=1 j=1
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Einsetzen ergibt:

k-m k-myF Do (xip =X
sup f(x;9) = k m )2 exp k m £)2
€0y 27 Eizl Ejzl(xij _x) 221‘:1 Zj:l(xij —X)

k-m/2
k-m k-m
= T - — exp | ———|.
2my Ej:l(xij —X)

Analog erhalten wir bei der Bestimmung des Nenners die Werte iy, fiz, ..., i, und o2, bei
denen der Zdhler den maximalen Wert annimmt:

dlnf(x;®) 1 z’”: .
= Y () i=1,.k
o Wi o? =

k m

Jln f(x;7) k-m 1

20> 20? +ﬁzz(xij—m)2-
i=1 j=1

Nullsetzen ergibt die Losungen:

9
I
=
° b
g
™
7
:H
|
=

Einsetzen ergibt:

k-m/2
k-m k-m
sup f(x;9) = - — - exp [—T} .
€0 21y iy Doy (i — %)
Damit ist schlieBlich der Likelihood-Quotient:
kem/2

Z?:l Z;'n:l(xij —X;)?
k N
2ia Z]r'n:l(xij —X)?
Fiir den entsprechenden Ablehnbereich ist ein ¢ zu finden mit Py(¢(X) < ¢) < « fiir alle

U € 0y.

Die Verteilung einer mit {(X) zusammenhéngenden Stichprobenfunktion ist bekannt
falls H, gilt; dies ist

U(x)=

= 3F m&X-Xp

i=1

k(m—1) )
1 k 2
B i 2o (Xij — X

k—1

2(X)= (g(X)—l/(km) _ 1) _
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Es ist eine F-Verteilung mit (k — 1, k - (m — 1)) Freiheitsgraden. Speziell ist die Verteilung
von .Z(X) unabhéngig von 9 € 0. Aus der Tabelle der F-Verteilung kann also ein ¢’ be-
stimmt werden mit Py(Z(X) > ¢’) = a fiir alle ¥ € ©,.

Da die Transformation ¢ — % monoton ist, ist der resultierende Ablehnbereich K =
{x|£(x) > ¢’} dquivalent zu dem direkt auf ¢ basierenden.

Die Fragestellung dieses Beispiels wird als einfaktorielle Varianzanalyse, kurz als ANOVA
bezeichnet.

In Fillen, wo man nicht direkt oder mittels geeigneter Transformation die Verteilung der
Teststatistik unter H, bestimmen kann, muss man auf asymptotische Resultate zuriickgrei-
fen und sich mit einen ndherungsweisen Ablehnbereich begniigen. Die Grundlage dafiir bil-
det der folgende Satz, der den Satz 7.4.3 auf die schon im Beispiel betrachtete Situation zu-
sammengesetzter Nullhypothesen erweitert.

Satz 8.2.9 approximative Verteilung der Loglikelihoodfunktion

Sei X = (Xj,...,X,) eine Zufallsstichprobe aus einer Dichte f(x;7). ¥ € O sei ein r-
dimensionaler Parameter und O sei eine offene Teilmenge von R’. f(x; %) sei hinreichend
regulir, so dass insbesondere der Schitzer ¥ asymptotisch (multivariat) normalverteilt
ist.

Die Hypothese O, habe die Form 0, = {{#[# € ©, h;({#}) =0, j = 1,...,q}, wobei die
Restriktionen nicht redundant seien. Sei dann ¢(X) die Likelihood-Quotienten-Statistik
zum Testen von

Hy: 1?6@(), H]ZﬁEG\@o.
Ist dann H, : ¥ € ©y wahr, so ist —2In(¢(X)) approximativ )(3 verteilt.
Beweis: Siehe Rao (1973, S. 350 ft.)

Wird auf das asymptotische Resultat, also auf die Teststatistik —2In(¢(X)), zurtickgegriffen,
so ist zu beachten, dass bei dieser transformierten Teststatistik groffe Werte zur Ablehnung
der Nullhypothese fiihren.

Beispiel 8.2.10 Likelihood-Quotienten-Test bei Exponentialverteilung

Fiir den Parameter A einer exponentialverteilten Zufallsvariablen X liege das Testpro-
blem Hy: A=Ay, Hy : A # A vor. Auf der Basis einer Stichprobe vom Umfang 7 soll ein
Likelihood-Quotienten-Test zum Niveau a bestimmt werden.

Mit der Maximum-Likelihood-Schétzfunktion 4 = 1 /X erhalten wir:

f(x;20) Ad exp [—/10 E?:l xi} AN g=hon
[(x): : = " - — e —
sup f(x;A)  supAtexp[-ADT x;] & e

A>0 A>0

Logarithmieren ergibt

—2-Infl(x)=2n-(Agx —1)—2n-In(Apx).
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Da x konsistent fiir 1/A ist, weicht A¢x fiir groBe n nur mit einer kleinen Wahrscheinlich-
keit von 1 ab. Somit gilt approximativ:

=2-Infl(x)=2n-(Apx—1)—2n-In(1+ (Aox — 1))

. > oy Ao —1) - , Rox—1)
=2n(Aox—1)-2n UE:I(—I) IOT =2n U§:2(_1) OT
- AoX —1)?
=n(AX—17+2n) (—1)”%.

v=3

Aufgrund des zentralen Grenzwertsatzes ist v/72(AX — 1) asymptotisch standardnormal-
verteilt, so dass n(1oX — 1)? asymptotisch y2-verteilt ist mit einem Freiheitsgrad. Der
vorstehende Satz sagt gerade, dass der zweite Term des letzten Ausdruckes asymptotisch
vernachldssigbar ist.

Anhand dieses Beispiels ldsst sich auch die Bedeutung der Bedingung an die Nullhypo-
these ersehen. Fiir das Testproblem Hj: A < Ay, H; : A > A erhalten wir als Teststatistik
des Likelihood-Quotienten-Tests:

1
sup f(x;A) 1 falls = < A,
((x) = 0<A<2g _ X
sup f(x; 1) Alre=hons 1
A>0 Ee— falls - > A,()
X e " X

Es ist offensichtlich, dass —2In/(X) hier asymptotisch keine Standardverteilung haben
kann.

8.2.4 Der Wald- und der Score-Test

Um diese beiden Tests, die in jiingerer Zeit eine gréBere Bedeutung erlangt haben, zu moti-
vieren, wird von einer anderen Interpretation der asymptotischen Variante des Likelihood-
Quotienten-Tests ausgegangen.! Seine Priifgrofe ldsst sich auch in der Form

LQ=2-[InL(®) — InL(H)] (8.13)

schreiben, wgbei L(¥) = f(x;9) gilt, 9 der uneingeschriankte Maximum-Likelihood-Schétzer
fiir ¥ ist und ¥ der bedingte ML-Schiétzer, der die Nullhypothese spezifizierenden Bedingun-
gen erfiillt.

Zur besseren Veranschaulichung wird unterstellt, dass 9 ein eindimensionaler Parameter ist
und die Hypothese H, einfach, H, : ¥ = 1. Die Alternative sei H; : U # ¥y. Wird dann die
Loglikelihoodfunktion gezeichnet, so kann der Wert von

%LQ = In(L(®)) — In(L(8))

direkt aus der Grafik abgelesen werden, siehe Abbildung 8.4.

! Die Dartstellung in diesem Abschnitt basiert auf Buse (1982)
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)

)

-t

InL()

Abb. 8.4: Der Likelihood-Quotienten-Test

Aus der Abbildungist ersichtlich, dass der Abstand LQ/2 von der Differenz ¥—1,und von der
Kriimmung der Log-Likelihood-Funktion abhéngt. Die Kriimmung wird durch K(7), dem
absoluten Wert von

22InL(9)

o0 |yp

gemessen. Bei gegebener Kriimmung K(%) ist InL(?) umso weiter vom Maximum InL(#)
entfernt, mithin LQ/2 umso groBer, je groBer # — 9 ist. Umgekehrt gilt, dass bei gegebener
Differenz 1 — ¥, die Entfernung In L(}) — InL(¥};) mit wachsender Kriimmung gréer wird.

Der Wald-Test geht nun nicht von dem Abstand InL({}) — InL(1},) aus. Stattdessen basiert
er auf der intuitiv einleuchtenden Differenz  — 9. GroRe Unterschiede zwischen 9 und
1 werden als Evidenz gegen die Nullhypothese gewertet. Entsprechend der oben gefiihrten
Diskussion ist es von Vorteil, die quadrierte Differenz (# —1,)? noch mit der Kriimmung K (%)
zu gewichten. Ergeben sich bei zwei Stichproben A und B gleiche Werte der quadrierten
Differenzen, so ist diejenige Schitzung 9 als unvertriglicher mit Hy anzusehen, bei der die
Kriimmung K (%) groRer ist. In der Abbildung 8.5 ist dies verdeutlicht. Die Kriimmung bei

o & U

InL(9) 1

InLp(t) 1

InLa () 1

InL(9)

Abb. 8.5: Der Wald-Test

der Stichprobe A ist offenbar gréfer als bei der Stichprobe B, die Hypothese Hy : ¥ =1, ist
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bei A eher als unplausibel anzusehen.

Allerdings ist es tiblich, bei der Bildung der Priifgrofe die Kriimmung durch die erwartete
Kriimmung zu ersetzen. Dies ergibt

W = (& — 92 I(), (8.14)
wobei I(1) die Fisher-Information ist, I(#) = E((22InL(1))/073).

Der Wald-Test verwendet offensichtlich nur die ML-Schitzung aus dem vollen Parameter-
raum. Er hat daher unter dem Aspekt der Berechnung einen gewissen Vorteil gegeniiber dem
Likelihood-Quotienten-Test.

Die Idee des Score-Tests (auch Lagrange-Multiplikator-Test genannt) besteht darin, die Stei-
gung der Log-Likelihood-Funktion, S(#) = d InL(#)/ 81, an der Stelle W, als Indikator fiir den
Abstand zu nehmen. Bei 9 = 1 gilt S() = 0. Je mehr S(#,) von Null abweicht, desto mehr un-
terscheiden sich Schiatzung und hypothetischer Wert. Wie die Abbildung 8.6 deutlich macht,
ist aber auch hier die Einbeziehung der Kriimmung der Log-Likelihood angebracht. Jedoch
wird nun die Kriimmung an der Stelle 1, betrachtet. Das ergibt ein qualitativ anderes Bild
als beim Wald-Test: Beim Datensatz A, wo die Likelihoodfunktion die groRere Kriimmung
in ¥, aufweist, ist der Abstand zwischen ¥, und 9 geringer als bei B. Da hier das Vorzeichen
der Steigung irrelevant ist, stellt S()?> die geeignete Basisgroe fiir den Test dar. Nach den
l‘)O l(} A 19 B 0

InL()

AbDb. 8.6: Der Score-Test

Uberlegungen zur Kriimmung der Log-Likelihood ist S(1%)? mit der Inversen der Kriimmung
zu gewichten. Als Teststatistik erhalten wir also

LM = S(9,)2I(%,)". (8.15)

Beide Teststatistiken, W und LM, sind unter H, asymptotisch verteilt wie die Teststatistik des
Likelihood-Quotienten-Tests, ndmlich y?. Bei mehrdimensionalen Parametern dndern sich
die Freiheitsgrade der asymptotischen Verteilung entsprechend, vgl. Satz 8.2.9.

Beispiel 8.2.11  Score-Test bei einfacher linearer Regression

Gegeben sei das Regressionsmodell

Yi=PBo+pixi+U;, i=1,...,n,
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wobei die U; unabhingig seien mit U; ~ A4(0,0?).

Die Loglikelihoodfunktion lautet hier:

N
n n 1
In L(a?, Bo, p1) = 3 In(7) — 2 In(0®) — 202 ;(J’i —Bo—Brxi)’.
Das ergibt mit & = (02, By, f1)" den Score-Vektor
JIln L(9) n 1 5
o9, “307 g7 20 o= Prx)
| dlnL@®) | _ 1
S(0)= a0, |~ ;Z(Yi_ﬁo_ﬁlxi)
JIln L(9) 1
38, —5 D _i—Fo—Prxix;

und die Fisher-Informationsmatrix

noo1 , 1 1
oo TG DA i) A
621nL(17)> 1

1
“Gnen, )Sor| g n 2

=L D SE D S

10

mit z; =(y; — Bo — P1x:).
Es interessiere nun die Nullhypothese Hy : =1, =(1,0,0)”. Dann ist

_g —i—le? Zyi Zy,-x,-
I(90) = Z Vi n Z xi |
Z YiXi Z Xi Z Xi
und die approximativ y2-verteilte Teststatistik des Score-Tests lautet

S(00)" 1(8) 7' S(B) 1
—5 Y Y Y RPN

=(-4+iTwTnyn) | Y% on Y S,
Y Vixi  Doxi XX > Yix;

Nun betrachten wir die Nullhypothese Hy : 5, = . Fiir den Score-Test ist der Teilvek-
tor (02, Bo) mit der restringierten ML-Methode zu schitzen. Dazu wird in @ der unter
H, spezifizierte Wert eingesetzt und dann werden die restlichen Normalgleichungen ge-
16st. Bezeichnen wir die restringierte ML-Schétzung von #; unter Hy mit 9, und setzen
wir & = (5’,1?;)T, so hat die Score-Funktion S(9) i.d.R. an den Stellen Nullen, an denen
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die Koeffizienten geschitzt wurden. Fiir die unbekannten Parameter werden in der In-
formationsmatrix naheliegender Weise die restringierten Schiatzungen eingesetzt. Man
kann zeigen, dass dies unter Regularitdtsbedingungen erlaubt ist. Die Teststatistik des
Score-Tests ist dann S(O) T I(§)~1S().

Sei konkret Hy : 8, = 0. Dann erhalten wir die restringierten ML-Schitzwerte fiir o2 und

Po als Losungen von
n

1 n
07+ g1 20— B0 =0,
i=1

1 n
— > i=fo)=0
i=1
Das ergibt S, =7 und 62 = > i (yi —7)?/n. Die Teststatistik des Score-Tests ist damit

S(®)" 1(9)7'S(d) et 0 YT\ 0
n/2¢ i X)X

:&2-(0,0,§Z(E—Y)xi) 0 n Sx; 0
YYi=Y)xi Yoxi o Dox 3V —V)x;

_ n-(Yx—Y-X)7?
G2(x2—x2)—204(Yx - V- %)
Diese ist dquivalent zu der bekannten, auf der Steigung basierenden F-Teststatistik.
S(OT1(9)~1S(D) ist asymptotisch y2-verteilt.

8.2.5 Bedingte Tests

In mehrparametrischen Verteilungen liegt hdufig der Fall vor, dass das Testproblem nur ei-
ne Komponente des Parameters betrifft. Als Beispiel sei nur der Fall der Normalverteilung
genannt, bei dem es um das Testen einer Hypothese tiber den Erwartungswert geht, und
wo die Varianz unbekannt und beliebig ist. Bisweilen ist es moglich, von der Verteilung der
Stichprobenvariablen X zu einer bedingten Verteilung iiberzugehen, wobei der Wert einer
geeigneten Statistik T(X) gegeben ist. Bei diesem Ubergang verschwindet dann die Abhin-
gigkeit von dem nuisance Parameter, d. h. von den nicht relevanten Komponenten des Pa-
rameters. Das formale Problem, wann die einzelnen bedingten Tests zu einem Gesamttest
zuammengesetzt werden diirfen, soll hier nicht diskutiert werden. Der Leser sei dazu auf
Nolle (1967) verwiesen. Wenn das allerdings moglich ist, so ist der ,zusammengesetzte‘ Test
ein Test zum Niveau a:

Ey¢(X) = Ey(Es(¢(X)|T(X))) < Ep(a) = a. (8.16)
Der resultierende Test wird als bedingter Test bezeichnet.

Beispiel 8.2.12  verschobene Exponentialverteilung

X =(X,...,X,) sei eine Stichprobe aus einer verschobenen Exponentialverteilung, habe

also die Dichte )
Ae=Mx= x>
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Fiir den Parameter A sei das Testproblem
Hy: A<, Hi:A>
gegeben. Ausfiihrlich miissten wir dafiir schreiben:
Hy: (A, 7)Ao xR, Hy: (A,7)eA xR

mit Ag = (Ao, 00), Ay =(—00, Ao].

(U, T) = (Xy.n, X) ist eine suffiziente Statistik fiir diese Verteilungsfamilie. Da U zudem
der ML-Schitzer fiir ¥ ist, betrachten wir die bedingte Verteilung von X bei gegebenem
U = u. Mit der Randverteilung von U,

fulu; 1,9)=n(1 — Fx(u; A,9))" " Ae M=) = p e nAu=1) (u>1),

erhalten wir: )
Alle A 1 n—1 ,—nA(x
_ _ -1 ,—nA(x—u)
Ixpxlu)= Py n)t e .
Die bedingte Verteilung von X bei gegebenem Wert von U = u hingt nicht mehr von
¥ ab. Zudem ist T = X fiir den Parameter A der bedingte Verteilung suffizient. Somit
konnen wir nach Satz 8.1.10 fiir jedes feste u einen nur von 7 abhéngigen Test fiir unser

Testproblem angeben:

1 t—u>c(u)
‘N’”)_{o t—u<c(u)’

Bestimmen wir c¢(u) jeweils so, dass der bedingte Test ein Test zum Niveau « ist,
E;(¢(T,u)) < a, so gilt auch:

Eno(@(T,U)=E;s(Ex.(¢(T,U)|U)) < E;p(a)=a.

8.2.6 Permutationstests

Oft ist es unmdoglich, eine parametrische Familie von Verteilungen anzugeben, die das in-
teressierende Phdnomen addquat erfasst. Speziell die Annahme einer Normalverteilung ist
in vielen Fdllen dubios. Dann mag es sinnvoll sein, bei einer stetigen Zufallsvariablen alle
stetigen Verteilungen als mogliche Modelle zuzulassen. Bei der Betrachtung von Differen-
zen ldsst sich diese Klasse auf die symmetrischen stetigen Verteilungen eingrenzen. Beide
Verteilungsklassen sind nichtparametrisch, vgl. Abschnitt 8.1.3. Wir wollen in diesem und
dem néchsten Abschnitt Prinzipien fiir die Konstruktion von Tests fiir solche nichtparame-
trischen Verteilungsfamilien angeben. Wir unterstellen, dass die zugrundeliegenden Vertei-
lungen alle stetig sind. Dies ist in diesem Abschnitt nicht unbedingt erforderlich, erleichtert
aber die Diskussion erheblich. Am Ende sollte der geneigte Leser imstande sein, die notwen-
digen Anderungen fiir die Abschwichung dieser Voraussetzung selbst vorzunehmen.

Seien Xj,..., X, unabhingige Zufallsvariablen, die unter der Nullhypothese H, identisch
verteilt sind und die stetige Verteilungsfunktion F € %, C .Z mit der Dichte f haben. Die
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Alternativhypothese lege eine geeignete Abweichung von der unter H, spezifizierten Vertei-
lungsform bzw. -aussage fest.

S(X) sei suffizient fiir F € ;. Z, sei nun so umfangreich, dass die bedingte Verteilung jeder
Statistik T(X) gegeben den Wert S(X) = s lediglich iiber Enumeration aller dann noch mog-
lichen Realisationen bestimmbar ist. Der Ablehnbereich eines bedingten Tests ¢(X|S = s),
der auf einer Teststatistik T(X) basiert, kann dann ebenfalls tiber ein Abzdhlen der mogli-
chen Werte von T(X) bei jeweils gegebenem S(X) = s ermittelt werden. Oft basieren diese
Abzdhlungen auf Permutationen. Daher sprechen wir von Permutationstests. Da die beding-
te Verteilung von T(X) unabhingig von dem Parameter F ist, sind Permutationstests vertei-
lungsfrei.

Oft nimmt man als Teststatistik eine, die man aus der parametrischen Theorie 'gewohnt’
ist. Da zudem die Bestimmung aller Permutationen sehr aufwendig ist oder sogar praktisch
unmoglich sein kann, behilft man sich bei nicht so kleinen Stichproben mit einer Monte-
Carlo-Variante. Dazu werden ausreichend viele Permutationen (z.B. 10000) zufillig erzeugt
und der Wert der Teststatistik dafiir berechnet. Sei a* der Anteil der so erzeugten Werte von
T, die extremer sind als der aus der aktuellen Stichprobe erhaltene. Falls ¢* kleiner ist als das
vorgegebene Niveau, so wird Hj abgelehnt.

Natiirlich ist zu beachten, dass nicht alle ,gewohnten‘ Teststatistiken hier sinnvoll sind und
nicht alle Testprobleme mittels dieses Ansatzes behandelbar. Bei dem univariaten Lagepro-
blem z.B. kénnen wir nicht von dem arithmetischen Mittel ausgehen. Denn dieses ergibt ja
unter allen Permutationen denselben Wert.

Beispiel 8.2.13  Zweistichproben-Lageproblem

Beim Zweistichproben-Lageproblem liegen Stichprobenvariablen Xi,..., X, Xnt1,-.
X, vor. Die Verteilung der ersten m Zufallsvariablen sei F(x), die der letzten n — m sei
F(x — A), wobei F wieder eine stetige Verteilungsfunktion ist, F€ 7.

Wir betrachten die Hypothesen
Hy: A=0; H,: A#0.
Unter H, ist dann X.., = (X1.,,..., Xp:n) €ine minimalsuffiziente Statistik. Damit gilt fiir

jede Statistik T(X), wenn (iy, ..., i,) eine beliebige Permutation von (1,..., n) bezeichnet:

H(il’---’in)lT(xil’---!xi,l): tH

P(T(X)=t|X., =X.n)= l

(8.17)

Es liegt nahe, fiir den Betrag der Differenz X; — X, zu wihlen, wobei X; =" X;/m und
=31 o Xi/(n—m).
Wir haben also alle Permutationen der beobachteten Werte zu bestimmen und jeweils

aus den ersten m Komponenten X; und aus den letzten (n — m) Komponenten X, zu be-
rechnen. H, wird bei einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit o abgelehnt, wenn

k(|%; — X2 <

af = P(|X1 _X2| > tempirischlxlin =X1nyee s Xnin =Xnen) = 7l

a, (8.18)

wobei k(|X; —X;|) die Anzahl der Permutationen ist, bei denen die Teststatistik einen gro-
Reren Wert als den aus der vorliegenden Stichprobe x;,...,x, berechneten £, hat.
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Beispiel 8.2.14 Symmetrieproblem

Wir betrachten das Symmetrieproblem aus dem Abschnitt 8.1.3. Sei Z; = {F|F € #, F(j—
x)+ F(a+x)=1, x €R, i €R}. Das interessierende Testproblem laute:

Hy: i=0und F € Z;; Hy: i #0oder F e Z\Z;.

Ein Test basiert auf Beobachtungen x,, ..., x, einer geeigneten Zufallsvariablen. X;.,,...,
Xn:n ist suffizient fiir die unter Hy festgelegte Verteilungsfamilie #? = {F|F € 7, F(—x)+
F(x)=1,x € R}. T = X ist wegen der Symmetrie eine sinnvolle Teststatistik, jedoch ist
die Verwendung fiir feste Werte x,.,, ..., X, sinnlos. X ist ja fiir alle Permutationen der
Beobachtungen gleich groR. Die addquate suffiziente Statistik ist hier wegen der Symme-
trie auch eine andere. Mit der zu F gehorigen Dichte f gilt mit der Symmetrie um Null
unter Hy, wenn xj;., die i’te geordnete Statistik der Betrdge |x,|,...,|x,| bedeutet:

J)- flxn) = flxal)- ..o fllxn) = nt- fxn) ..o f(Xnpn)-

Halten wir also xji.p,...,X|u:n fest, so erhalten wir die verschiedenen Werte von X da-
durch, dass diesen Betrdgen zufillig positive oder negative Vorzeichen zugeordnet wer-
den. Nach den Uberlegungen im Abschnitt zur Kombinatorik gibt es 27 mégliche Vorzei-
chenfolgen — —...— —, —— ... =+, —— ...+ —, ., ++...++.

Damit ist die bedingte Verteilung von X unter H, gegeben durch

o {(i1,..., in)li; € 10,1}, > (= 1) x)ip. = X}
Po(X =X|X11:0 = X0y - Xinfin = Xjnpn) = : e znz i .

Zu grole und zu kleine Werte von X fiihren zur Ablehnung von Hj,.

Im Beispiel 8.1.12 sind bei n = 10 Beobachtungen 219 = 1024 Werte zu berechnen.

8.2.7 Rangtests

Eine wichtige spezielle Klasse von Permutationstests sind diejenigen, bei denen die Test-
statistik auf Rangen basiert. Zu einer Stichprobe X;,..., X,, gehorige Réinge Ry, ..., R, erhal-
ten wir, indem die zu der geordneten Statistik Xj.,, ..., X,,., komplementire Information be-
trachtet wird: X; = Xp,.,. Somit nimmt R; = R(X;) den Wert 1 an, wenn x; die kleinste Beob-
achtung ist, den Wert 2 bei der zweitkleinsten usw. bis zum Wert 7 bei der gréSten. Wegen
der vorausgesetzten Stetigkeit der zugrundeliegenden Verteilungen sind alle Beobachtun-
gen — theoretisch — verschieden.

Rénge benutzen nur die Information der Anordnung der beobachteten Werte. Damit sind
auf Rdngen basierende Tests auch fiir ordinal skalierte Variablen geeignet

Beispiel 8.2.15 Rangbildung

Eine Stichprobe vom Umfang n = 3 ergab folgende Werte: x; = 10, x, = 8.5, x3 = 15.
Dann sind x1.3 =8.5, X3 =10, x33 =15und rn=r(x;) =2, n=r(xy)=1, 3=r(x3)=3.
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Lemma 8.2.16  Gleichverteilung der Ranganordnungen

Sei X = (Xj,...,X,) eine Stichprobe aus einer stetigen Verteilung F mit der Dichte f.
Dann sind die Zufallsvektoren X.,, = (Xi.,...,X,.n) und R = (Ry,..., R,) stochastisch
unabhingig mit
P(R=r)= L (8.19)
n!
fiir alle Permutationen r =(ry,...,r,) von(1,..., n).

Beweis: Wir zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir eine spezielle Rangfolge gleich 1/n!
ist. O.B.d.A. wihlen wir (1,..., n).

P(R=(1,...,n)=P(X;<---<X,)

:/.../f(xl)-...-f(xn)dxl-...-dxnZ/---/%fxm(x)dx

Xy < <Xp X1<<Xp

1 T T 1

Die Unabhéngigkeit ist leicht zu sehen: Da R und X.., den Ausgangsvektor X eindeutig
bestimmen, gilt

f(rvx-:n):f(x):f(xl)'---'f(xn): %n!f(xlzn)'---'f(xn:n):f(r)'f(x-:n)-

Beispiel 8.2.17  ein Rangtest fiir das Zweistichproben-Lageproblem

Wir wollen einen plausiblen Test fiir das Zweistichproben-Lageproblem angeben. Xj, ...,
Xn, Xn+1,.--» Xnt+m seien dazu die Stichprobenvariablen, deren Verteilungen zu einer Lage-
Familie 7 = {F(-; A)|F(x; A) = Fy(x — A)} gehoren. Die Frage ist, ob die beiden Stichpro-
ben, bestehend aus den ersten n bzw. den letzten m Stichprobenvariablen, aus gegen-
einander verschobenen Verteilungen stammen. Als einseitiges Testproblem konnen wir
also etwa formulieren, wobei die Zuordnungen der A offensichtlich sind:

H():AISAz, F€<g; H1:A1>A2, Fe%Z.

Unter H, werden wir eher groBere Werte der ersten Stichprobe erwarten. Folglich fithren
grolRe Werte der Summe der Rénge der ersten Stichprobe

n
W= Z R; (8.20)
i=1

zur Ablehnung von H,. Dies ist die Teststatistik des Wilcoxon-Rangsummentests. Es lasst
sich leicht nachrechnen, dass fiir A =0 gilt:
n-m(n+m) n-m-(n+m+1)

E(W)=————,  Va(W)= 5

Zudem ist W asymptotisch normalverteilt, so dass die kritischen Werte approximativ be-
stimmt werden kénnen. Fiir kleine Stichprobenumfinge geben wir weiter unten ein Ver-
fahren zur Berechnung der exakten Verteilung an.
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Beispiel 8.2.18  Rangtests fiir das Zweistichproben-Skalenproblem

Einen plausiblen Test fiir das Zweistichproben-Skalenproblem erhalten wir folgender-
malken. Bei der gleichen Ausgangssituation wie im letzten Beispiel sei die Verteilungsfa-
milie jetzt eine Skalen-Familie, Z = {F(-; 7)|F(x; T) = Fy(x/7)}. Die Stichprobenvariablen
seien zudem positiv, F(0) = 0. Haben die Verteilungen der ersten n Variablen den Para-
meter 7, und die letzten m den Parameter 7, so beinhaltet die Alternativhypothese

Hy,: 71> 7o,

dass die Werte der ersten Stichprobe unter H; stédrker streuen als unter Hy: 71 < T».

Ordnen wir extremen Riangen R; kleine Werte a(R;) zu und mittleren Radngen grofere, so
deutet ein grofler Wert von
n
=Y a(R;)
i=1

auf die Giiltigkeit von H; hin. Die Wahl

a(i)=

n+m+1 . o n+m+1
2 2

ergibt den Ansary-Bradley-Test. Der Vorschlag von Mood lautet:

2
a(i)= (i— %’"“) .

Auf die asymptotische Normalverteilung und die exakte Berechnung der Verteilungen
unter H, fiir kleine Stichprobenumfénge gehen wir weiter unten ein.

Die in den beiden Beispielen betrachteten Tests sind spezielle lineare Rangtests. Diese haben

die allgemeine Form
n+m

L= cia(R). (8.21)
i=1

Dabei heillen die Konstanten a(1),...,a(n + m) die Scores und die c,, ..., ¢+, die Regressi-
onskonstanten.

Aus der allgemeinen Form erhalten wir z.B. W durch die Wahl

1 i=1,...,n N .
ci:{o i=n+l,...n+m’ a(i)=1i i=1,...,n+m.
Unterschiedliche Scores und Regressionskonstanten ergeben Tests mit unterschiedlichen
Eigenschaften. Wir wollen hier die Idee des Score-Tests zur Konstruktion von Rang-Tests fiir
den Vergleich von zwei Verteilungen ausnutzen. Dazu gehen wir von Lage- bzw. Skalenfami-
lien aus und leiten die Form der Rangtests her. Konkrete Wahlen der Verteilungen ergeben
Tests, die zwar alle verteilungsfrei sind, aber — wie wir spiter sehen werden - geeignet fiir
unterschiedliche Situationen.
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Die Verteilung sei fiir den Lagevergleich durch die Dichte f(x —A)bzw. durch f(x) charakte-
risiert, je nachdem, ob eine Stichprobenvariable zur ersten Stichprobe gehort oder aus der
zweiten stammt. Fiir die Zdhldichte des Rangvektors R =(Ry, ..., R+, ) erhalten wir:

fR(r;A)= / /kﬂﬂm A)

Dabeiist A={(x1,..., Xptm)Ir(x1)=711,..., T(Xpm) = I'ntm}. Setzen wir y,, = X;,.n4+m, SO ergibt
dies weiter:

s [ [T

N <+ <Vn+m =1

n+m

Hfu+m “dX -

i=n+1

n+m

II.fUGJ]dylﬂ-dyn+m

i=1

f(yr, n+m
G /lM+””II 107 1'lflﬂmﬂ¢me%m

N<+<Vn+m =1

[~ )
m+mrlH:(n)

Da(n+m) H"+m f(y,,) die Dichte der geordneten Statistik von n 4+ m unabhéngigen iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen ist, ist der Erwartungswert E, entsprechend zu interpretie-
ren.

Die Score-Teststatistik auf der Basis der Rédnge erhalten wir als Ableitung an der Stelle Null
der logarithmierten Ziahldichte. Zunéchst ist

sy~ IR
1 QAN o VAU (U
(n+m)l (aAH f(Yr,)> ; (Y, ]11_][¢ 7(%,) (8.22)

fon=a)\ f(%, = A)
m+mf<g ﬂm)) m+my<H:ﬂn)>

An der Stelle A =0 ist das gleich

U(0)= ZE [ f(’;Yr))] (8.23)

Mit a(r;)=E[-f(¥;,)/ f(¥;)] bzw. a(i) = E [~ f"(X;.n)/ f(Xi:n)] 1dsst sich die Teststatistik auch
in der Form )_7_, c¢;a(R;) angeben.

Wenn wir von der Likelihoodfunktion selbst ausgehen, erhalten wir {ibrigens fiir die Scores

—f(xi)/ fxi).
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Beispiel 8.2.19  Rangscores auf Basis der logistischen Verteilung
Wir betrachten den Fall, dass die Scores durch die logistische Verteilung mit der Dichte

ex
fGm= e T0<x <0
erzeugt werden. Hier ist f/(x)/f(x) = 1 —2e*/(1 + e*) = 1 — 2F(x). Dabei ist F(x) die
zu f(x;0) gehorige Verteilungsfunktion. F(X) ist nun gleichverteilt tiber [0, 1]. Daher gilt
E(F(X;.n+m)) =1/(n+ m+1). Folglich erhalten wir
2i

a(i)=———-1.

n+m+1

Diese Scores sind offensichtlich gleichwertig mit denen der Wilcoxon-Teststatistik.

Die Behandlung des Skalenproblems erfolgt ganz analog zum Lageproblem. An die Stelle
von f(x — A) tritt f(x/o). Das fithrt dann zu

n
—f'm.)]
Uul)= E {Yl. = (8.24)
; "R

. N _f/(Xi:n+m) . . . — . ndm
Mit a(i) = E| Xj.p4m —————— | lédsst sich die Teststatistik auch in der Form > c¢;a(R;)

f(Xi:IH—m) i=1

angeben.

Beispiel 8.2.20 Savage-Scores

Sei X exponentialverteilt mit dem Parameter A, f(x;A) = Ae~**, x > 0. A ist hier ein Ska-
lenparameter. Fiir A = 1 erhalten wir:

fy)_—e _
fly) e

Damit ist: )
1

a(i)=EXinsm)= Y

j=1

1
e ——
n+m-—j+1

Der auf diesen Savage-Scores basierende Test wird als Lograng-Test bezeichnet.

Satz 8.2.21 Erwartungswert und Varianz einer linearen Rangstatistik

Seien (cy,...,c,)und (a(1),...,a(n)) zwei gegebene Vektoren von Konstanten mit

n

1 1 1
_ . _ 2 . _12
a———g al(l), C———E ci, O ———E a(t)—ajl-.
() ilz a ]il[() ]

i=1

Weiter seien (r1,..., r,) eine Zufallspermutation von (1,...,n) und

n
T= Z c;a(r;).
i=1
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Dann gilt

n
E(T)=n-a-¢, Var(T)=o0? Z[Ci —¢)?,
i=1
wobei Erwartungswert und Varianz bzgl. der Gleichverteilung {iber alle Permutationen
gebildet werden.

Beweis: Siehe Hajek/Sidak (1967, S. 61).

Lineare Rangstatistiken sind unter Hy bei nur schwachen Annahmen asymptotisch normal-
verteilt. Fiir eine exakte Formulierung der asymptotischen Aussagen sind die Regressions-
konstanten sowie die Scores vom Stichprobenumfang abhéngig zu machen. Wir schreiben
daher fiir die Regressionskonstanten c,(i) statt c;. Fiir sie wird nur gefordert, dass keine ein-
zelne Konstante die anderen dominiert. Die entsprechende Noether-Bedingung lautet

> leni)—nl?
i=1

N -2
max [c,(i)— Cp]
1<i<n

(8.25)

Fiir die Scores a(i) unterstellen wir die folgende Form:

a(i)=u+u-<p(n+rl) 1<i<n.

Dabeiist ¢ :(0,1) — R eine schwach monoton wachsende Funktion oder schwach monoton
fallend auf (0, #y) und schwach monoton wachsend auf (#, 1). Weiter wird fiir ¢ die Integra-

tionsbedingung
1

0< /[ga(t) —@]*dt <00

0

mit ¢ = fol (t)dt vorausgesetzt. Wir bezeichnen dann ¢ als quadratisch integrierbare Sco-
refunkion.

Beispiel 8.2.22  zum Rangsummentest von Wilcoxon

Fiir den Rangsummentest von Wilcoxon ist

(i)= 1 i=1,...,n
=90 i=n+1,...n+m "

Die Noether-Bedingung wird hier mit ¢ =(n — m)/n zu

n 2 n 2
n|{l-— +m|0—
n+m n+m n-m-(n+m)
_

{ n \? 7 \2 max{n?, m?}
max 1— , 10—
< n+m) ( n+m>
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Dasist erfiillt, wenn n und m gegen unendlich gehen.
Fiir die zu den Scores des Wilcoxon Tests gleichwertigen Scores aus dem Beispiel 8.2.15
erhalten wir iiber die Scorefunktion ¢(#)=2¢ —1:

1 1

4

gbz/(Zt—l)dtzO, /(2t—1)2dt:§.
0 0

Damit ist hier die Voraussetzung der quadratischen Integrierbarkeit der monoton wach-
senden Scorefunktion erfiillt.

Beispiel 8.2.23  zum Ansary-Bradley-Test

Die Regressionskonstanten der Rangtests im Beispiel 8.2.18 fiir das Zweistichproben-
Skalenproblem sind die gleichen wie im vorangehenden Beispiel. Die Scores des Ansary-
Bradley-Tests sind gleichwertig mit den Scores

1
t'__
2

)

1
a(l): E —

zu denen die Scorefunktion ()=t —1/2| gehort. ¢(t) erfiillt die andere Monotoniefor-
derung mit £y =1/2.

Die Scores des Lograng-Tests sind jedoch nicht von der hier angegebenen Form.

Satz 8.2.24 asymptotische Normalverteilung linearer Rangstatistiken

Sei T, eine lineare Rangstatistik der Form
n r
T,=> cali)|u+v-o( —— 8.26
; ;n()( “’(n+1>) (8.26)

mit einer quadratisch integrierbaren Scorefunktion, die die oben angegebene Monoto-
nieeigenschaft besitzt. Wenn die Regressionskonstanten die Noether-Bedingung erfiil-
len, ist T asymptotisch normalverteilt,

T,—n-a,-c
P<M §t> =®(1).
Unu

Dabei ist
n 1
(ria:Z[cn(i)—én]z/ [p(t)— p)*dt. (8.27)
i=1 0

Beweis: Hajek/Sidak (1967).

Siehe Hajek (1969, S. 84) zur asymptotischen Normalverteilung der Lograng-Teststatistik un-
ter H.
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Fiir kleinere Stichprobenumfinge lédsst sich die exakte Verteilung der linearen Rangteststa-
tistiken zum Vergleich zweier Stichproben leicht berechnen. Grundlage dafiir ist die Gleich-
verteilung der Permutationen der Rédnge unter der Nullhypothese Hy: A=0bzw. Hy: o =1.

1

P(R1ve Rusn) = (s Fasn )= s

(8.28)

Dabher gilt

n'm!h,n(t,n)
P(Tym=1)= army (8.29)

Dabei ist n die Anzahl der 1’en im Vektor x und m die der 0’en. h,,,,(t, m) bezeichnet die
Anzahl der Teilmengen {i,,...,i,} vom Umfang n aus {1,..., n+ m} mit

t=a(i))+...+alip).

Zur rekursiven Berechnung der Verteilung von 7, ,, bei gegebenen n, m betrachten wir n +
m unabhingige %(1,1/2)-verteilte Zufallsvariablen X;. Dann ist mit 7= X;a(i):

P(T,m =1)=P(T =t|EX; = n).

Fiir die gemeinsame Verteilung von T und ) X; gilt:
P(T:t,ZXi:n):P(T:t‘ZXi:n)P(in:n)
_n'm!hyy(t,n) (n+m 1 n+m_h (t.n) 1 ek
T (n+m) n 2 = emtB I 5 )

Zudem ist

n+m n+m n+m-—1 n+m-—1
P(Za(i)Xizt,ZXi=n> :P< Y aiXi=t—aln+m), Y Xl-:n—l,Xn+m:1>

i=1 i=1 i=1 i=1

n+m-—1 n+m-—1
+P< S alixi=1, Y Xl:n,xwm:o)
1 n+m-—1 n+m-—1
=§{P< Z a(i)X;=t—a(n+m), Z X,-=n—1>

i=1 i=1
n+m-—1 n+m-—1
+P< > alxi=t, Y Xl-:n)}.

Das bedeutet fiir die Hiufigkeiten h,,(u, n):

Rusm(t,n)=hpym-1(t —a(n+m),n—1)+ hyppm-a(2, n). (8.30)
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8.2.8 Anpassungstests

Als eine der gidngigen Hypothesen haben wir die Festlegung einer Verteilung angegeben,
ohne dass die zugelassenen Verteilungen sich auf eine parametrische Klasse einschranken
lieRen. Fiir dieses Anpassungsproblem kann nun ein Test auf der Basis des Satzes 7.4.5, des
Satzes von Kolmogorov, angegeben werden. Die verteilungsfreie Grenzverteilung ldsst sich
zum Testen von Hypothesen vollstindig spezifizierter Verteilungen ausnutzen. Der Satz von
Glivenko-Cantelli sichert dann, dass der Test konsistent ist.

Fiir das anwendungsrelevante Problem des Testens einer Verteilungsfamilie ist zu beachten,
dass die Teststatistik nicht mehr verteilungsfrei ist. Daher gehoéren zu jeder Verteilungsfa-
milie andere Grenzverteilungen. Speziell fiir Normalverteilungen ohne vorgegebene Werte
fiir y und o2 und fiir Exponentialverteilungen ohne bekannten Parameter A sind kritische
Werte mittels Simulationen bestimmt worden. Zu anderen, auf der empirischen Verteilungs-
funktion basierenden Tests sei auf Durbin (1973) verwiesen.

Ein weiterer Anpassungstest geht von einem Vergleich von erwarteten und beobachteten
Haufigkeiten aus. Er ist fiir diskrete bzw. fiir klassierte stetige Verteilungen sinnvoll. Die Basis
liefert

Satz 8.2.25 Pearsons X?-Statistik

(Ny,...,N)sei A(n, p,..., pr)-verteilt. Dann ist die Statistik
 (Ni—npi)
x2=Y P 8.31)
P npi

fiir n — oo asymptotisch y?2-verteilt mit k — 1 Freiheitsgraden.

Beweis: Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach der Anzahl der Klassen k. Fiir k =2
haben wir die Umformung

2 22: (Ni=npi)® _ (Ni=np)®  (n=Ni—n(l—p))p

Py npi np: n(l1—pi)
2
_ (Ni—np1)* "—p
Conpi(l-p1) pnl-p)

n

Mit dem zentralen Grenzwertsatz folgt die Behauptung in diesem Fall unmittelbar.

Die Induktionsvoraussetzung fiir festes k > 2 hat als Konsequenz, dass bei k + 1 Klassen
mit festgehaltenem N, die Summe

k+1

S:Z (N; —(n—Ny)p;)?
-

(n—N1)p;
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mit p} = p;/(1— p) fiir groBe (n — N;) approximativ yz_, -verteilt ist. Um diese Indukti-
onsvoraussetzung verwenden zu konnen, zerlegen wir X? in S und ein Restglied:

X?=

3
(Ni—np? | (Ni=npi} | py py*(1 - p1)1/2ﬁ< Ny —np, )

npi(1—p1) npx n—N vnpi(1—p1)

k+1

oA p—a P _ Wiz b
pl(l pl /71(1_’)1 lzz:( z ﬂpl(l—p)

Aufgrund der Induktionsvoraussetzung ist S asymptotisch unabhéngig von (N; — np;)?/
(np1(1 — p1)). Mit der asymptotischen y2-Verteilung dieses Summanden folgt die Be-
hauptung aus der Reproduktionseigenschaft der y2-Verteilung, wenn der dritte und vier-
te Term auf der rechten Seite fiir n — oo gegen Null gehen. Dies ist aber erfiillt, weil dann
vn/(n — Np) gegen Null geht und es fiir jedes ¢ > 0 eine Konstante r gibt, so dass die
Zufallsvariablen A und B in den beiden relevanten Termen die Beziehung P(|A| < r) >
1—¢, P(|B|<r)>1-—c¢erfiilen.

Will man mit diesem Test die Nullhypothese einer vollstdndig spezifizierten stetigen Vertei-
lung tiberpriifen, so ist von einer geeigneten Klasseneinteilung auszugehen, um das Problem
in den Rahmen einer Multinomialverteilung zu stellen. Dann gilt p; = Fy(x}) — Fo(x}_,). Fiir
Anwendungszwecke gibt es die Faustregel, dass die Approximation hinreichend genau ist,
wenn der Stichprobenumfang n so groR ist, dass fiir alle Wahrscheinlichkeiten gilt np; > 5.
Gegebenenfalls miissen auch bei diskreten Verteilungen Kategorien zusammengelegt wer-
den.

Der grof3e Vorteil des y2-Anpassungstests besteht darin, dass die asymptotische Null-Vertei-
lung auch bekannt ist, wenn Parameter geschitzt werden miissen. Grob gesprochen redu-
ziert sich dann die Anzahl der Freiheitgrade um die Anzahl der geschétzten Parameter. Siehe
dazu Fisz (1978, S. 512f).

8.2.9 Testkonstruktion und Testanwendung

Wir haben in diesem Abschnitt verschiedene Konstruktionsprinzipien fiir statistische Tests
vorgestellt. Wesentlich sind dabei natiirlich auch die zuvor tiberblicksméllig angegebenen
Hypothesen im Zusammenhang mit den zugrundeliegenden Verteilungen. Im folgenden
Abschnitt werden wir uns mit der Giite von Tests auseinandersetzen. Zuvor soll aber noch
darauf hingewiesen werden, dass der Testkonstruktion und der Suche nach einem optima-
len Test die Testanwendung gegeniibersteht. Wie die auf Wilrich (1979) zuriickgehende ta-
bellarische Ubersicht deutlich macht, sind fiir die Anwendung verschiedene Fragen zu kl&-
ren, fiir die die theoretischen Ergebnisse grundlegend sind. So etwa die Frage nach dem
Stichprobenumfang, die ohne Kenntnis der Giitefunktion nicht beantwortbar ist. Daneben
gibt es zahlreiche weitere Probleme wie etwa die Umsetzung der Stichprobenziehung. Diese
sparen wir hier aus.
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8.3

Testkonstruktion

. Voraussetzungen iiber die

Grundgesamtheit

. Hypothesen formulieren

. Teststatistik T konstruieren

. kritischen Bereich abgrenzen

. Entscheidungsregel

formulieren

. Glitefunktion bestimmen

. Eigenschaften (Konsistenz,...)

untersuchen

. Effizienz mit anderen Tests

vergleichen

Testanwendung

Sachproblem formulieren
a. Voraussetzungen kldren
b. zu testende Hypothesen
aufstellen

Zu verwendendes Testver-
fahren auswihlen

Signifikanzniveau a festlegen
(Berticksichtigung der Folgen
des Fehlers 1. Art)

Stichprobenumfang festlegen
(Berticksichtigung der Folgen
des Fehlers 2. Art bzw. der
Kosten)

Stichprobe ziehen

Wert der Teststatistik
errechnen

Entscheidungsregel
anwenden

Entscheidung deuten

GleichmiRig beste Tests

[ Problem-

formulierung

T Planung

| Daten-

gewinnung

1 Auswertung

Wir haben in Abschnitt 8.1 gesehen, dass die Giitefunktion eines Tests die zentrale GroRe fiir
die Bewertung seiner Eigenschaften ist. Die dortige Diskussion weist auch darauf hin, dass
jeweils der Test mit der grofleren Glite vorzuziehen ist; bei seiner Verwendung besteht ja die
groflere Chance, tatsdchliche Abweichungen von der Nullhypothese auch zu entdecken.

Ist die Alternative ©, zusammengesetzt, so ist die Entscheidung zwischen zwei Tests nur
dann leicht, wenn sich die Gitefunktionen in ©; nicht schneiden, sondern die Giite des
einen Tests gleichmilig groRer ist als die des anderen.

Beispiel 8.3.1

einseitiges Testproblem fiir u - Fortsetzung von Seite 257

Fiir den Parameter u einer .4'(u, o)-Verteilung wurde im Beispiel 8.1.6 der GauB3-Test

p1(x)=

. X—Up

0 fir ——<
Yo =°¢
fiirx_‘uo>c

o/vn

(8.32)
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fiir das Testproblem Hy : u < uo, Hy : u > o diskutiert. Fiir die Giitefunktion des Tests

erhielten wir:
Mo —H
E X)=1-o .
up1(X) <C+a/ﬁ>

c ist so zu bestimmen, dass 1 — ®(¢) = a.

Bei einer Stichprobe vom Umfang 7 ist die Anzahl Y der Beobachtungen, die groRer sind
als g, binomialverteilt mit den Parametern n und p = P(X > o). Ist der wahre Para-
meterwert u groler als ug, so werden wegen P(uy < X < u) > 0 etliche Beobachtungen
zwischen p und y liegen. Folglich werden unter H; mehr Beobachtungen grofler als ug
sein als unter Hy. Damit erhalten wir einen zweiten Test fiir unser Testproblem:

1 fir V=3l ou(xi)=y>c’
o) = (8.33)

0 firY=3"Ioou(t)=y<c
¢’ ist entsprechend dem vorgegebenem Niveau ¢ und dem Stichprobenumfang n aus der

%B(n,0.5)-Verteilung zu ermitteln. Bei der Normalverteilung ist ja u zugleich der Median,
Pu(X>u)=0.5.

Der Test (8.33) wird als Zeichentest bezeichnet. Der Zeichentest ist natiirlich nicht an die
Voraussetzung der Normalverteilung gebunden.

Y hat unter der Alternative dann wieder eine Binomialverteilung, jedoch mit dem Para-
meter p =P, (X > uo). Die Giitefunktion von ¢, ist dann

Eupo(X)=Pu(pa(X)= )=P,(Y > )= > (’i’)pi(l—p)"-f.
i=c'+1

Somit liegen nunmehr mit ¢; und ¢, zwei Tests zum Niveau a = 0.002 fiir das Testpro-
blem Hy: u < uo, Hy: u> U Vor.

1.0

0.8
Eu¢1(X)
0.6
0.4

0.2

0.0
Yo H] u

Abb. 8.7: Giitefunktionen des Gaufs- und des Zeichentests
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Die Giitefunktion der Tests ist fiir die Werte @ = 0.002, n = 25 und den resultierenden
Wert ¢’ = 18 in der Abbildung 8.7 dargestellt. Die Graphik zeigt, dass die Giitefunktion
des Tests ¢; im ganzen Bereich der Alternative tiber der des Tests ¢, liegt. Egal welcher
Wert von u unter H; richtig ist, stets ist die Chance dies zu erkennen, mit ¢; groer.

Allgemein zeichnen wir Tests, die alle Konkurrenten bzgl. der Giite dominieren, als optimal
aus.

Definition 8.3.2  gleichmydifSig bester Test

Gegeben sei eine Stichprobe X = (Xj,...,X,,) aus der vom Parameter ¥ € © abhingigen
Verteilung Py. Ein Test ¢* heil’t gleichmdifSig bester Test zum Niveau a, kurz GB-Test, fiir
das Testproblem

H()Z ﬁe@o, HI: ﬁe@\@(),

wenn er ein Test zum Niveau « ist, d.h. wenn er fiir alle ¥ € ©
() Epp'(X)<a
erfiillt und wenn fiir alle Tests ¢ (X) zum Niveau « fiir dieses Testproblem gilt
(i) Eypp*(X)>Esp(X) fiir alle ¥ € ©\Oy.

Im Fall ®\0, = {1} sprechen wir von einem besten Test zum Niveau a.

Die Frage, fiir welche Situationen es GB-Tests gibt, studieren wir in den folgenden Abschnit-
ten. Dies geschieht in der Form, dass wir in aufsteigendem Schwierigkeitsgrad Situationen
angeben, fiir die geeignete Tests existieren. Wir werden sehen, dass wir zum Teil Einschran-
kungen bei den Konkurrenten vornehmen miissen, um die Existenz optimaler Tests zeigen
zu konnen.

Auch im Bereich der Tests spielt die Suffizienz eine wichtige Rolle. Sie wird der Charakteri-
sierung, dass eine suffiziente Statistik die gesamte Information einer Stichprobe erhilt, hier
dadurch gerecht, dass es zu jedem Test auf der Basis einer Stichprobe X einen Test gibt, der
nur von der suffizienten Statistik abhédngt und die gleiche Giitefunktion wie der auf X basie-
rende besitzt. Bei der Konstruktion von und der Suche nach besten Test werden wir uns also
auf solche beschrénken kénnen, die von einer suffizienten Statistik abhéngen. Allerdings ist
dies nur fiir randomisierte Tests korrekt. Da die Randomisierung nur bei diskreten Verteilun-
gen tatsdchlich bedeutsam ist, stellt es bei stetigen Verteilungen keine Einschrankung dar,
wenn wir hier vor allem an nichtrandomisierte Tests denken.

Satz 8.3.3 Testfunktion und Suffizienz

Sei X = (X, ..., X,) eine Stichprobe aus einer Verteilung, die von einem Parameter 9 € ©
abhdngt. T(X) sei eine flr ¥ suffiziente Statistik. Ist ¢(x) ein Test fiir das Testproblem
Hy:9€0©y, H, :17e€0,sogibtes einen Test i, der nur von T abhdngt und der die
gleiche Giitefunktion wie ¢ besitzt:

V9 €0: Eyp(X)=Egp(T).
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Beweis: Wir setzen y(t) = E.(¢(X)|T(X) = t). Wegen der Suffizienz von T(X) ist ¢ eine
vom Parameter ¥ unabhéngige Testfunktion, fiir die natirlich gilt: 0 < ¢(¢) < 1. Zudem
gilt:

V9 €0: Egp(X) = EyE.(p(X)| T(X)) = Eytp (T(X)).

8.3.1 Einfache Hypothesen

Bei der Entwicklung der Situationen, fiir die optimale Tests existieren, wird zunéchst das
Problem des Testens einer einfachen Hypothese gegen eine einfache Alternative betrachtet.
Dies ist keine so sehr praktisch relevante Problemstellung. Relevant sind aber Folgerungen
aus seiner Losung.

Das Testproblem sei also
Ho: f(x)=fo(x),  Hi: f(x)=fi(x),

d.h. es soll auf Basis einer Stichprobe X =(Xj,..., X,,) entschieden werden, ob die zugrunde-
liegende Zufallsvariable X die Dichtefunktion fy(x) oder f1(x) hat. Es ist klar, dass das Pro-
blem gleichwertig mit der gemeinsamen Dichte der Stichprobenvariablen formuliert wer-
den kann:

Hy: f(x)= fo(x), H;: f(x)= fi(x).

Der folgende Satz beinhaltet, dass fiir das hier betrachtete Testproblem stets ein bester Test
existiert. Dieser ist ein Likelihood-Quotienten-Test. Weil fy(x)/ max{ fo(x), f1(x)} < c 4quiva-
lent ist mit f1(x)/ fo(x) > ¢/, konnen wir den Ablehnbereich auch mittels des zweiten Quoti-
enten beschreiben.

Satz8.3.4 Fundamentallemma von Neyman-Pearson

Sei ¢p*(x) der Test, der im oben formulierten Testproblem H, ablehnt, wenn der Likelihood-
Quotient den Wert k, 0 < k < oo, liberschreitet:

1 filx) >k
« fo(x)
pr(x)= : (8.34)
0 fl(x)<k
fo(x) -

Dann ist ¢* der beste Test zum Niveau « := Py(f1(X)/fo(X) > k), fiir jeden Test ) mit
Eoy(X) < a gilt also
E1y(X) <E19*(X).

Beweis: Es wird gezeigt, dass fiir jede Funktion y(x) mit 0 <1(x) <1 und Eoy(X) < a die
behauptete Ungleichung erfiillt ist. Damit gilt die Aussage auch fiir randomisierte Tests.
Wir fithren den stetigen Fall aus. Der diskrete geht analog.

Sei also v entsprechend gegeben. Der Stichprobenraum wird gemal§ der unterschiedli-
chen Definition von ¢* in zwei Bereiche zerlegt:

A={x|fitx)> k- folx)} und B={x|fi(x)<k- fo(x)}.
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Die Differenz der Erwartungswerte wird entsprechend aufgespalten:

El[sa*(X)—l/J(X)]ZA,’[w*(x)—w(x)]fl(x)dx
=/A[so*(x)—w(x)]fl(x)dx+/B[90*(x)—¢(x)]f1(x)dx=a+b-

Fiir x € A gilt nun p*(x) =1 > y(x). Mit der Definition von A folgt daher:

azk /A (") — ()] o) dx.

Wegen ¢*(x) =0 fiir x € B ist
P (x)—y(x)<0 fiirallex < B.

AuBerdem ist fi(x) < k- fo(x) fiir x € B und k > 0. Somit folgt:

bk /B ["(x) — ()] folx) dx.

Zusammen ergibt dies die Behauptung:
E1¢9"(X)-Eyp(X)=Ei [¢"(X) - ¢(X)]|=a+Db
> k /R 9" () = ()] folw)dx = k- Eolp*(X) — (X))
=k-{fa—Eyy(X)}>k-0=0.

Die letzte Ungleichung folgt dabei aus der Voraussetzung, dass y/(x) ein Test zum Niveau
a ist, also Egy(X) < a gilt.

Die Formulierung des Fundamentallemmas erfolgte unter Beriicksichtigung des Sachver-
haltes, dass bei diskreten Zufallsvariablen der Likelihood-Quotient nur diskrete Werte an-
nehmen kann und somit nicht zu jedem Niveau 0 < a < 1 ein bester (nichtrandomisierter)
Test existiert. Im stetigen Fall ist es dagegen moglich, zu vorgegebenem « die Schranke k mit
Po(f1(X) > k - fo(X)) = @ zu bestimmen. Dann gibt es zu jedem vorgegebenem Niveau einen
besten Test.

Korollar 8.3.5 Unverfilschtheit des besten Tests fiir einfache Hypothesen

Der beste Test aus Satz 8.3.4 ist unverfilscht, d.h. es gilt:
E1¢*(X) = Eop™(X). (8.35)
Beweis: Wir setzen im Beweis von Satz 8.3.4 i/(x) = «. Dann folgt:

E1p*(X)>EY(X)=Eja=a.



8.3 Gleichmillig beste Tests 299

Beispiel 8.3.6  Einfache Hypothesen bei Normalverteilung - Fortsetzung von Seite 267
Im Beispiel 8.1.2 wurde das Testproblem bzgl. des Parameters u einer normalverteilten
Zufallsvariablen X betrachtet:

Ho:pu=po, Hi:p=p  (o<p1).

Die Varianz war als bekannt vorausgesetzt, o> = 1. Es wurde von einer Stichprobe vom
Umfang n ausgegangen.

Das Problem kann umformuliert werden zu

I%:f00=(3%§> ﬁp<—%§:@rﬂmf>

i=1

Hy: f(x)= <\/%_7t> exp <_%Z(xi _H1)2> .
i=1

Um den besten Test zum Niveau « fiir dieses Problem zu ermitteln, wird zunédchst k > 0
bestimmt mit

Po(f1(X)> k- fo(X))=a.
Es gilt

1 " 1 n 1 n 1 n
<x/T_7T> exp <_§;(xi_.ul)2> >k<‘/7_n) exp <—5;(xi_‘uo)z>

- - 1 < In(k)+ n(u? — u2)
= =) (—w)P>In(k)=> (xi—m) <= — > x> 1" M)
iz:l: i — U1 lz:l: i — Uo N lzzl: i 21t — o)

Dann ist ¢ aus PO(Z:’:IXI- > ¢) = a zu bestimmen. Dies ist gerade der im Beispiel 8.1.2
heuristisch motivierte Test.

8.3.2 Einseitige Hypothesen

Das Fundamentallemma von Neyman-Pearson soll nun ausgenutzt werden, um gleichmai-
Rig beste Tests fiir Testprobleme der Form

H():ﬁfﬂo, Hllﬂ>ﬁo (bZW.HO:ﬁZﬂo, Hliﬁ<ﬂ0)

zu bestimmen. Zunéchst behandeln wir diese Frage in Form eines Beispiels.

Beispiel 8.3.7  Testproblem bei Poisson-Verteilung
X =(Xy,...,X,) sei eine Zufallsstichprobe aus einer Poisson-Verteilung. Als Testproblem
liege vor:
Hy: A=, H: A>Ag.
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Mit dem Fundamentallemma erhalten wir den besten Test zum Niveau « fiir das redu-
zierte Problem
H()Z)t:)t(), Hi:)tzll,

wobei A, > A, gewdhlt wird. Dafiir ist ein k > 0 zu bestimmen mit
P, (f(X;A)> k- f(X; M) < a.

Es gilt, wenn s =) 7| x; gesetzt wird:

AS
flx;\)=e " )
X! xp!
Damit folgt:
S
e_’”lli/li >k-e—”7“’7Aé = M > k- e~
X1!eoooxy! X1l oxy! Ao

In(k)+ n(A — o) o
In(A,/20) B

< s-In (%) >In(k)+n(A —Ay) < s>
0

DaS= El'.’:l X; eine Poisson-Verteilung hat mit dem Parameter 7 - A, kann k’ entspre-
chend bestimmt werden aus
Pn?to(s > k/) <a.

Der beste Test fiir Hy gegen H ist dann:

1 s= Z?:l x; >k’
pr(x)= :
0 s=y . %<k

A1 wurde mit A, > A, bei der Bestimmung von ¢*(x) als fest vorgegeben vorausgesetzt.
Betrachten wir die Herleitung, die zu ¢* fiihrt, und den Test selbst, so sehen wir, dass
zwei Punkte wesentlich sind:

- Die Form des Ablehnbereichs ergibt sich mit 1y < A; wegen der Aquivalenz
Fs 202k - f(x;20) & s =3 xi2k".

- Die Wahl von k” hdngt nur vom Niveau a und vom hypothetischen Wert A, ab.
(k hdngt auch von A, ab. Aber verschiedene A, fithren zum gleichen k’.

Daraus folgt nun, dass fiir jede Wahl von A; mit A; > A, ¢*(x) als bester Test resultiert.
Die Giitefunktion von ¢* hat daher fiir alle A; > A, jeweils den grof3ten Wert von allen
Tests zum Niveau ¢ fiir das jeweilige Problem Hy: A = 24, gegen H; : A= A,. Somit ist ¢*
sogar gleichmiRig bester Test zum Niveau « fiir das Testproblem

H()ZA:A(), H12A>Ao.

Die néchste Frage ist, ob auch die Nullhypothese ,aufgeblasen‘ werden kann zu Hy: A <
Ao. Dann wire der nach dem Fundamentallemma bestimmte Test fiir einfache Hypothe-
sen sogar gleichmil3ig bester Test fiir die einseitigen Hypothesen. Dazu ist zu zeigen:

Ey¢'(X)<a fiiralle A’ <A,.
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Dies ergibt sich aber sofort aus der Tatsache, dass ¢*(x) aufgrund seiner Struktur nach
den bisherigen Uberlegungen bester Test ist fiir das Testproblem:

Hy: A=X, Hi: A= 2.

Das Niveau ist dabei @’ = E; p*(X). Da ¢* bester Test zum Niveau o’ fiir Hj gegen H] ist,
folgt mit dem Korrollar 8.3.5:

Ex¢*(X)<Ej ¢ (X).

Fiir Poisson-Verteilungen wurde in dem Beispiel gezeigt, dass der beste Test fiir einfache Hy-
pothesen sogar gleichméRig bester Test fiir die einseitigen Hypothesen ist. Die Frage, die sich
anschlieft, ist nattirlich folgende: Welche Eigenschaft der Poisson-Verteilung ist wesentlich,
um die Erweiterung der Hypothesen zu erméglichen?

Wie eine genauere Betrachtung zeigt, wurde ausschliefflich verwendet, dass die besten Tests
zu beliebigem Niveau « fiir

H()ZA:A(), Hlllzll

bei jeder Wahl von A, und A; mit Ay < A; die gleiche, auf der Aquivalenz

fx2) > ~ >,
f(x;/lo)zk = ;xlzk

basierende Form haben. Die Aquivalenz beruht darauf, dass der Quotient auf der linken Sei-
te monoton von der PriifgréBe > x; abhingt. Fiir zwei Stichproben x und x” gilt:

SN Fa)  fA)
I;Xl<l;Xi - f(x;/lo)<f(x’;7to)'

Liegt diese Eigenschaft bei einer Verteilung (mit eventuell anderer Statistik 7(X)) vor, so
kann das fiir Poisson-Verteilungen erhaltene Resultat offenbar {ibertragen werden.

Definition 8.3.8  monotoner Likelihoodquotient

X = (Xy,...,X,) sei eine n-dimensionale Zufallsvariable mit der gemeinsamen Dichte-
funktion f(x;%), ¥ € ® c R. Dann haben die Verteilungen von X - oder kurz X selbst —
einen monotonen Likelihoodquotienten in T(X), wenn fiir jedes Paar ¥, ¥, mit ¥, < th
gilt:
flx;0h) - fx/;01)
fx;80)  f(x"50)

= T(x)<T(x)).
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Beispiel 8.3.9 monotoner Likelihoodquotient bei Exponentialfamilien

Als eine grof3e Klasse von Verteilungsfamilien haben einparametrige Exponentialfami-
lien einen monotonen Likelihoodquotienten in . T(x;), wenn bei der Dichtefunktion
fx)=-expl[c(¥)- T(x)+d(0)+S(x)]- Ia(x) c(¥) monoton wachsend in 7 ist. Fiir ¥y <
gilt dann namlich fiir (x4,...,x,) € A:

[l %) _ exple(®)- 3 T(xi)+n-d(@)+3 S(xi)]
fx;00)  exple(Po)- > T(xi)+n-d(Po)+ > S(x;)]

=exp |(c(B1) = c(Bo)- Y Tx:)| -expln-(d(91) — d(B).

Mit der Monotonie der e-Funktion und mit c¢(;)—c(¥) > 0 folgt die Behauptung unmit-
telbar.

Ist ¢(9) monoton fallend, so hat die Familie einen monotonen Likelihoodquotienten in
- E T(xi).

Ein bei Heyer (1973, S. 88) angegebener Satz zeigt, dass die Exponentialfamilien sich durch
einen besonders ausgeprigten monotonen Likelihoodquotienten auszeichnen.

Nun kann die allgemeine Losung der einseitigen Testprobleme formuliert werden.

Satz 8.3.10 gleichmdifsig bester Test bei monotonem Likelihoodquotienten

X =(Xy,...,X,) sei eine n-dimensionale Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f(x;),
U € ® und O C R. Die Verteilung von X moége einen monotonen Likelihoodquotienten
in T(X) haben. Dann gibt es bei gegebenem a einen gleichmifig besten Test ¢*(x) zum
Niveau o* < ¢ fiir das Testproblem

H():ﬁfﬂo, Hllﬂ>ﬁo.

o 1 T(x)>k
)= 0 Tx)<k.

Er ist gegeben durch

Dabei wird k als grote Zahl bestimmt, fiir die
Ej, " (X)=Py,(T(X) > k)=a" < a.

Beweis: Es sind lediglich die Ergebnisse von Beispiel 8.3.7 allgemein zu formulieren. Sei-
en also 7, > U, beliebig. Dann gibt es einen besten Test fiir

H{):ﬁ:ﬂo, Hiﬂ:ﬁl
Wegen 9, < ¥ gilt fiir gegebenes k:

f(x;91)
f(x;90)

>k < Tx)>k.
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Der optimale Test hat nach Satz 8.3.4 die Form

o 1 T(x)>k
)= 0 Tx)<k’

wobei k als der grofSte Wert bestimmt wird mit
Py, (T(X)>k)=a" < a.

Die Bestimmung von k ist unabhéngig von der speziellen Wahl von ;. ¢* ist somit fiir
alle t; > ¥, bester Test zum Niveau a*, also GB-Test fiir

H(/)Z’l?:ﬁ(), H]Zﬂ>’l70.

Weiter gilt Ey p*(X) < Ey, *(X) fiir ¥ < 9. Dazu wird bei speziellem ' < 9, das Testpro-
blem

Hy:9=1, H: =1,
zum Niveau o’ = Ey ¢*(X) betrachtet.

Der beste Test ist von der gleichen Struktur wie ¢*. Die Wahl von o’ ergibt sogar, dass ¢*
der beste Test zum Niveau o’ fiir Hj gegen H ist. Nach Korollar 8.3.5 muss daher gelten:

& =By (X)<Ep 0" (X)=a".

p* ist also GB-Test fiir H : 7 =ty gegen H; : ¥ > ¥, und hilt zusitzlich das Niveau ein
fiir ¥ < 9. Daraus folgt die Behauptung.

Haben die Verteilungen von X =(Xj, ..., X,,) einen monotonen Likelihoodquotienten in T'(X),
so auch in T(X) = h(T(X)), wenn h(t) selbst eine streng monoton wachsende Funktion ist.
Wir werden die Priifgroe nach Mdglichkeit so wihlen, dass der kritische Wert k aus einer
geeigneten Verteilungstabelle bestimmt werden kann. Dass der gleiche Test ¢* resultiert, ist
offensichtlich.

Wir haben uns bei der Betrachtung der einseitigen Testprobleme auf solche der Art Hy : 7 <
U9, Hy: 9> 7, beschriankt. Es ist klar, dass unter denselben Voraussetzungen auch opti-
male Tests fiir Ay : ¥ > 1, gegen H, : # < ¥, angegeben werden kénnen, die von analoger
Gestalt sind.

Beispiel 8.3.11  Ausschussstiicke in einem Fertigungslos

In der Wirtschaft bezeichnet das Wort Los oder Fertigungslos eine Menge eines Erzeug-
nisses, die hintereinander ohne Unterbrechung durch andere Produkte erstellt wird. Bei
einem Los vom Umfang N = 200 mogen M Ausschussstiicke sein. Sei X die Zahl der
schlechten Stiicke, die in einer Stichprobe vom Umfang n =5 vorgefunden werden. Da-
bei werde die Stichprobe ohne Zuriicklegen gezogen. Dann ist X hypergeometrisch ver-

teilt,
(M) (N—M)
s M)=Py(X=x)= 2 "1/

(x)
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Es soll fiir das Testproblem
Hy: M <10, Hy: M>10

ein GB-Test zum Niveau a = 0.01 bestimmt werden.

Zundchst ist zu untersuchen, ob es eine Statistik 7(X) gibt, so dass die hypergeome-
trischen Verteilungen einen monotonen Likelihoodquotienten in 7T(X) haben. Sei dazu
My < M,.Dann ist

M\ ([N=M;\ /N\"
ey () ) ()
fOMo) (M) (N =M, (N

(026

N Mo!(N — Mo)(My —x)-...-(Mg—x+1)

Je groer x wird, desto groBer wird (N —My—n+x)-...-(N—M; —n+x + 1) und desto
kleiner wird (M —x)-...-(Mo—x+1). Daher hangt f(x; M)/ f(x; My) monoton von x ab.
Der beste Test fiir das Problem hat also die Form

) 1 x>k
x)= .
4 0 x<k

k ist dabei konkret fiir My = 10 zu bestimmen aus

Py, (X>k)<0.01, Py, (X>k—1)>0.01.

Wegen
P, (X >1)=0.02084, P, (X >2)=0.00087

ist k=2.

Um zu verdeutlichen, dass die Voraussetzung des monotonen Likelihoodquotienten in der
Tat der Schliissel fiir die Existenz gleichméRig bester Tests fiir einseitige Probleme ist, wird
das folgende Beispiel betrachtet. Es zeigt, dass Cauchy-Verteilungen keinen monotonen Li-
kelihoodquotienten haben, und dass es auch zu gewissen Niveaus keine gleichmaf3ig besten
Tests fiir einseitige Testprobleme gibt.

Beispiel 8.3.12  einseitiges Testproblem bei Cauchy-Verteilung

X habe eine Cauchy-Verteilung mit dem Parameter u € R,

flou)=

1
- —00< X <00.
T 14 (x—u)?
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Die Cauchy-Verteilungen haben keinen monotonen Likelihoodquotienten in X. Fiir den
Quotienten f(x;u1)/ f(x; uo) gilt ndmlich im Fall py < p;:

-1 fiirx - —o0

l; <1 fiir x = o
fw) 7w 1+(x—u )2 1+ —p)? )
= = =1 fiir x = (uo + 2.
fspe) 1 1 i (x—wm ) ) (o + 1)/
T 14(x—po) >1  firx=u
—1 fiir x — 400

Also ist der Likelihoodquotient nicht monoton in x. Es gibt auch keinen gleichmillig
besten Test fiir das einseitige Testproblem. Sei zur Vereinfachung

Hy: u=0, Hy:pu=0.
Wir betrachten wieder ein vereinfachtes Testproblem:
Hy: u=0, H:u=1.

Nach dem Fundamentallemma hat der beste Test hier die Gestalt :

flx;m)
Y e "
(%)= ) .
0 Flx; ) <k
f(x;10)

Der Likelihoodquotient ist in der folgenden Abbildung dargestellt. Schon die Grafik macht
deutlich, dass der Ablehnbereich ein endliches, abgeschlossenes Intervall ist, wenn k
groler als 1.5 gewdhlt wird.

e

Abb. 8.8: Likelihoodquotient bei Cauchy-Verteilung
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Speziell erhalten wir fiir k = 2:

flp)>2 flxip) <= 1+x>2- (1+(x - 1)) <= x* —4x +3< 0= (x —2)* <1
—1l<x<3.

Es folgt
1 1
P,,(1 <X <3)=—-arctan(3) — — -arctan(1) = 0.14758.
s s

Geben wir also dieses Niveau vor, so erhalten wir einen Test mit dem Ablehnbereich (1;3).
Da mit u die Verteilung verschoben wird, ist klar, dass die Wahrscheinlichkeit fiir dieses
Intervall gegen Null geht:

lim P,(1 <X <3)=0.
p—00

Der beste Test fiir Hy : 4 =0 gegen H; : u = 1 ist also nicht gleichmé&Rig bester Test fiir
Hj : u <0 gegen H; : u > 0; dies zeigt sich schon daran, dass er fiir das allgemeinere
Problem verfdlscht ist.

Der GB-Test fiir die einseitigen Hypothesen wurde tiber das Neyman-Pearson Lemma ge-
wonnen, also aus einem Likelihood-Quotienten-Test. Den Zusammenhang zwischen allge-
meinen Likelihood-Quotienten-Tests und gleichmaRig besten Tests fiir einseitige Fragestel-
lungen beleuchtet der folgende Satz.

Satz8.3.13  Optimalitdit des Likelihood-Quotienten-Tests
Sei X =(Xj,..., X,) eine Zufallsstichprobe aus einer Verteilung mit der Dichte f(x;) und
sei ¥ ein reellwertiger Parameter. T(X) sei eine suffiziente Statistik. Weiter gelte:
- fle)= H?:l f(x;;7) habe einen monotonen Likelihood-Quotienten in T(X).

- [ )/ f(x;890) = f(2;01)/ f(£;80) =: L(¢;0) sei eine nicht-fallende Funktion von ¢
fiir ¥ < 9. Dabei ist ¥ der Maximum-Likelihood-Schétzer.

- 9 =49(t) ist eine nicht-fallende Funktion von ¢.

Dann ist der Likelihood-Quotienten-Test fiir Hy : ¥ <, gegen H; : ¥ >, der gleichmai-
Big beste Test zu seinem Niveau fiir dieses Testproblem.

Beweis: Siehe Birkes (1990)

Beispiel 8.3.14  GB-Tests bei Exponentialfamilien

Exponentialfamilien erfiillen die Voraussetzungen des Satzes, wenn sie die im Beispiel
8.3.9 genannten Eigenschaften aufweisen.

Beispiel 8.3.15  GB-Tests bei Gleichverteilung

Die Gleichverteilung tiber dem Intervall [0; ¥] hat die Dichte f(x;9) =971 I;p,;5(x). Man
tiberlegt leicht, dass die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind.
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8.3.3 Einfache Hypothesen gegen zweiseitige Alternativen

Es werden nun Testprobleme fiir eindimensionale Parameter 7 € © untersucht, die folgende
Struktur haben:
H()Z’l?:ﬁ(), H]Zﬂ?éﬁo.

Zundchst wird mittels eines Beispiels gezeigt, dass i. Allg. fiir solche Probleme kein gleich-
mailig bester Test zu einem vorgegebenen Niveau existiert.

Beispiel 8.3.16  Normalverteilung mit bekannter Varianz

X sei normalverteilt mit bekannter Varianz o2. Als Testproblem liege vor:
Hy: u=0, Hy: u#0.

Dieses soll bei vorgegebenem Niveau a auf Basis einer Stichprobe vom Umfang n ent-
schieden werden. Fiir

Hy: u=0, Hi:u>0
gibt es einen gleichm@Rig besten Test (3(x) zum Niveau a.

Da jeder Test zum Niveau « fiir Hy gegen H; auch ein Test zum Niveau « fiir Hy gegen
H; ist und umgekehrt, kann kein Test ¢ fiir das urspriingliche Problem bei u > 0 eine
groBere Giite haben als p;(x). Allerdings ist ¢ dem analog gebildeten, fiir das Problem
Hy: u=0gegen HY : u <0 optimalen Test ¢}(x) fiir u <0 unterlegen. Offensichtlich gibt
es keinen gleichmillig besten Test zum Niveau a.

Wie in dem Beispiel existiert fiir viele Testprobleme kein gleichmiig bester Test zu einem
vorgegebenem Niveau. Um dann noch einen moglichst guten auszuzeichnen, wird die Men-
ge @ aller zur Konkurrenz zugelassenen Tests zum Niveau a geeignet eingeschriankt. Nahe-
liegend ist es, bei zweiseitigen Testproblemen nur unverfilschte Tests zuzulassen, da gleich-
mailig beste Tests ja stets unverfélscht sind. Die auf unverfilschte Tests eingeschrankte Men-
ge von Tests sei ®¢. Unter den Tests aus ®¢ suchen wir den optimalen, d.h. den gleichma-
Rig besten unter allen unverfélschten Tests, kurz den gleichmdifSig besten unverfélschten Test
oder GBU-Test. Fiir andere Testprobleme sind andere Restriktionen zu wihlen, um in den
eingeschrankten Mengen von Tests sinnvoll nach einem besten suchen zu kénnen.

Mit der Beschrankung auf unverfilschte Tests werden auch die Tests, die fiir die einseiti-
gen Probleme optimal sind, ausgeschieden. Dies ist sinnvoll, da sie nur formal Tests fiir die
zweiseitigen Probleme sind. Konstruiert wurden sie jedoch nur zur Aufdeckung von Abwei-
chungen nach einer Richtung.

Um einen gleichmillig besten unverfilschten Test zum Niveau « fiir Hy : ¥ = U, gegen H; :
9 # U, zu konstruieren, konnen aber die optimalen einseitigen Tests ausgenutzt werden. Die
Verteilungen von X = (Xj,...,X,) mégen wieder einen monotonen Likelihoodquotienten
in T(X) haben. ¢;(x), @,(x) seien die gleichmé&RBig besten Tests zu den Niveaus a; bzw. o,
fir Hy : 9 = 9, gegen H} : ¥ < ¥ bzw. H/ : ¥ > 1. Einen Test, der Abweichungen nach
beiden Seiten aufdeckt, erhalten wir offensichtlich, wenn die Ablehnbereiche von ¢; und ¢,
zu einem vereinigt werden. Der daraus resultierende Test ¢ ist

1 T(x)<ky, T(x)> ko
p(x)=
0 k1 < T(x)< k>
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Die Niveaus a; und a, und entsprechend die kritischen Werte k; und k, sind dabei so fest-
zulegen, dass fiir i =1, 2 gilt:

Es, ¢i(X) < a; und Eyp;(X) > a; fiir alle ¥ € ©\0,.
Die Frage ist nun, ob es eine derartige Wahl von ¢, und ¢, iiberhaupt gibt und wenn, ob der
Test ¢ dann ein gleichmaRig bester unverfalschter Test ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Voraussetzung des monotonen Likelihoodquotienten
zu schwach ist, um die Existenz eines optimalen Tests zu sichern.

Beispiel 8.3.17  eine Verteilung mit drei moglichen Parameterwerten
X sei eine stetige Zufallsvariable, deren mégliche Verteilungen durch die Dichten f(x;), U €
{—1,0, 1} festgelegt sind:
flx;—-1) = —2x+2 0<x<l,
f(x;0) =1 0<x<l,

F1) X 0<x<0.5,
x; =
5x —2 05<x<l1.

Es ist leicht zu verifizieren, dass die Verteilungen monotonen Likelihoodquotienten in X
haben.

Gegeben sei nun das zweiseitige Testproblem Hy : ¥ =0, H,; : ¥ # 0, fiir das ein Test
zum Niveau a = 0.1 auf der Basis einer Beobachtung bestimmt werden soll.

Die optimalen Tests fiir die beiden Testproblemen Hj: # =0, H;j:9¥=-1und Hj: #=
0, HYy:¥=1,seien p; und y;,. Sie sind gegeben durch

1 firx<a q 1 firx>1—-«a
x)= un x)= .
i) 0 firx>a 2l 0 firx<l-a

Der zusammengesetzte Test fiir das Ausgangsproblem hat dann die Form

1 ﬁirx<k1,x>k2
p(x)= :

0 fﬁrklixsz

k1 und k, sind nun so festzulegen, dass das Niveau eingehalten wird und ¢(x) nicht nur
unverfilscht ist, sondern auch moglichst groe Giite in ¥ =1 bzw. ¥ = —1 hat. Die Forde-
rung des Einhaltens der vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit fiithrt zu

a= E()SU(X) = Po(X < kl) +P0(X > kz) = kl +(1 - kz)

bzw. kx =k, +1—a.
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Die Werte der Glitefunktion an den Stellen 7 = %1 sind, wenn 0 < a < 1/8 vorausgesetzt
wird:
Eo1p(X)=2(1—a)k, +a?,

E ¢(X)=—2k?+(5a —3)k +3a —2.5a2.
Der Test soll noch unverfélscht sein, d.h. es muss gelten: E_;p(X)>a, E;p(X)>a.
Die erste Ungleichung ergibt sofort: k; > /2. E; p(X) > a fiihrt zu

5¢—-3 +/5a®>—14a+9 5a—3 5a2—14a+9
<k < .

4 4 shs——+ 4

Allerdings folgt aus a < 1/8 bereits k; < 1/2. Damit ist ¢(x) nicht eindeutig bestimmt.

Fiir das Testproblem Hj: # =0, Hj: %=1 erhalten wir, dass k; moglichst klein gewéhlt
werden muss, um eine grofle Giite in # = 1 zu erreichen. Fiir das Testproblem H{ : ¥ =
0, Hj:v¥=-1muss k; dagegen moglichst groR sein. Das fiihrt bei & = 0.1 zu folgenden
konkreten Tests mit sich 'schneidenden’ Giitefunktionen:

1 x <0.05, x>0.95
Y'(x)=
0 0.05<x<0.95

1 x<0.066, x >0.934
p"(x)=
0  0.066<x<0.934.

Der heuristische Ansatz fiithrt also nicht allgemein fiir Verteilungen mit monotonem Like-
lihoodquotienten zu einem gleichméllig besten unverfdlschten Test. Im obigem Beispiel
liegt das daran, dass f(x;0)/ f(x; —1) anders von x abhangt als f(x;1)/f(x;0).

Um mit dem Ansatz zum Ziel zu kommen, muss eine stdrkere Voraussetzung gemacht wer-
den, die eine geeignete 'Gleichartigkeit’ der Likelihoodquotienten sichert. Diese ist bei ein-
parametrigen Exponentialfamilien gegeben. Darauf beschranken sich die weiteren Betrach-
tungen. Zudem unterstellen wir, dass die Exponentialfamilie in Abhdngigkeit von ihrem na-
tlirlichen Parameter betrachtet wird, also in kanonischer Form vorliegt:

flx1,...,xp;m)=exp lnz T(xi)+d(n)+ZS(x,-)1 X Ia(X1,...,%pn).
i=1 i=1

Bei Exponentialfamilien ist die Giitefunktion jedes Tests differenzierbar. Die Forderung der
Unverfélschtheit des zweiseitigen Tests, E,¢(X) > «a fiir n # n,, ergibt mit der Bedingung
Ej, ¢(X) = a, d.h. dass das vorgegebene Niveau ausgeschopft wird:

7
%Ens@(x) =0. (8.36)

n="o

Anstelle des GBU-Tests wird der beste Test unter allen Tests zum Niveau a bestimmt, deren
Ableitung im Punkt n = n gleich Null ist. Die Menge dieser Tests umfasst nach dem eben
Gesagten die unverfilschten.

Zur Vorbereitung bendtigen wir noch ein technisches Lemma.
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Lemma 8.3.18
Gegeben sei eine einparametrige Exponentialfamile mit der Dichte
fx;n)=expnU(x)+d(n)+ V(x)] X Ia(x1,...,%n).
Mit U(x)=>_"_, T(x;)und V(x)=>_""_ S(x;). Dann gilt fiir jeden Test ¢ (X):

J
—Epp(X)

an =Ep, [¢(X)- UX)] - Ey, [UX)]Ep, p(X). (8.37)

n=no

Beweis: Zur Vereinfachung der Schreibweise wird der Beweis fiir den stetigen Fall ausge-
fiihrt:

0 0 0
5 EP= 5 / o) fxin)de = / P2 5= fxin)ds

0
= /Sﬁ(x)-a—eXP[TIU(de(TI)JrV(x)]dx
A n
= /ASﬂ(x)-(U(x)+d/(n))-eXP[TIU(x)+d(TI)+V(x)]dx

- / (%) Ux)- flm)dx + / () d'(n)- flxim)dx
A A
— B, [p(X): UX)] = B, UX) - Ey p(X)

Dabei wurde die in Satz 3.1.19 bewiesene Relation d’(n) = —E, T(X) ausgenutzt.

Nun kann das Resultat {iber die Existenz von gleichmiflig besten unverfilschten Tests bei
zweiseitigen Testproblemen formuliert werden. Dabei beriicksichtigen wir wieder, dass es
bei diskreten Verteilungen zu Problemen mit dem Ausschépfen des Niveaus kommen kann.

Satz 8.3.19 optimale Tests bei einparametrigen Exponentialfamilien

X =(Xj,...,X,)sei eine n-dimensionale Zufallsvariable mit einer Verteilung, die zu einer
einparametrigen Exponentialfamilie gehore. Die gemeinsame Dichte sei

fxsn)=expnT(x)+d(n)+S(x)]-Ia(x) neeo.
Fiir das Testproblem
Hy: n=no, Hy:n#no
ist ein Test von der Form
. 1 T <k, T(x)> K
pix)=
0 ki <T(x)<k

gleichmiRig bester unter allen Tests zum Niveau a = E,, (¢*(X)), fiir die gilt

d
_En@(X)

an :ETIO[SD(X)T(X)]_aET]nT(X):O

n=no
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Beweisskizze: Die wesentlichen Punkte des Beweises sind, fiir eine eindimensionale Zu-
fallsvariable X formuliert, folgende.

Zundchst ist nachzuweisen, dass es zwei Konstanten k; und k, gibt, so dass fiir den zu-
gehorigen Test p* gilt:

En 0*(X) =Py (T(X) < k1) + P, (T(X) > k2) = «a,

E,0*(X)- T(X)—a-E,, T(X)=0.
Dann ist ihre Eindeutigkeit zu zeigen. Dieser Teil wird nicht weiter ausgefiihrt. Seien k;
und k; als entsprechend bestimmt vorausgesetzt.

Sei i ein anderer Test zum Niveau a mit E, y(X)- T(X) = a-E,, T(X). Dann st fiir n, €©
Zu zeigen:
Ej, ¢"(X) 2 Ep, y(X).

O.B.d.A. sei n; > 1. Analog zum Beweis des Fundamentallemmas 8.3.4 wird der Stich-
probenraum in die Teilmengen zerlegt:

A={x|T(x)<ki}, B={x|T(x)>ks}, C={xlk;<T(x)<ks}.

Mit der Konvexitit des Likelihoodquotienten

fle;m)
=exp[(n1 —no)- T(x)]
fline) PR
folgt die Existenz zweier Konstanten a > 0,b > 0, so dass fiir die Gerade a + b T(x) gilt:
flam) >(a+b-T(x)) fiiralle x € AU B,
f(x;m0)
flx;m)

Fx10) <(a+b-T(x)) firallex eC.

Wir erhalten weiter:
By ¢ 00~y 0= [ (906) = ) Cxim)dn

= (¢*(x) — P (x)) f(x;n1)dx + /C(so*(x) —(x))f(x;n1)dx.

AUB
Wegen ¢*(x) =1 fiir x € AU B folgt mit ¢*(x) — y(x) > 0:
i B(so*(x) — (X)) f(x;m)dx > ’ B(so*(x) —P(x))(k] + k- T(x)) f(x;10) dux.

Da ¢p*(x) —y(x) <0 fiir x € C gilt, ist auch hier

/C(ﬂﬂ*(X)—llJ(X))f(x;m)dxZ/C(w*(X)—IP(X))(ka;-T(X))f(xmo)dX-
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e(m—no)T(x)

a+b-T(x)

A C B

1

|
k1
Abb. 8.9: Illustration zur Konvexitdt des Likelihoodquotienten

Zusammen ergibt das unter Verwendung des vorangegangenen Lemmas:

Ey, ¢"(X) = Ep (X)) = a - By, [9™(X) = (X)] + b - Ep, [(¢"(X) — (X)) - T(X)]
>ala—a)+b(a-E, T(X)-a-E,, T(X))=0.

Beispiel 8.3.20 zweiseitiger Test auf u

X sei eine normalverteilte Zufallsvariable mit bekannter Varianz o2 = 1. Auf Basis einer
Stichprobe vom Umfang 7 soll bei vorgegebenem a zwischen den Hypothesen Hy: u=0
und H, : u # 0 entschieden werden.

Die gemeinsame Verteilung der Stichprobenvariablen X, ..., X, ist

v (Y o LIS
flp) = («/ﬁ) eXp[ 2;(% n)

(\/%_TJ exp [—%ZX?—F?;ZZ_S()‘C_H)Z] .

i=1
Sie gehort zu einer Exponentialfamilie mit dem Parameter y und mit 7'(x) = x.
Der gleichmilig beste unverfélschte Test fiir Hy gegen H,; hat also die Gestalt:
1 i<k, x>ks
o= { 0 k<i<k
k1 und k, sind zu bestimmen aus den beiden Bedingungen

B p(X) =P, (X <k1)+Py(X> k)=« (8.38a)
Eu,¢(X)- T(X)—a-E,, T(X)=0. (8.38b)
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Die Symmetrie der Normalverteilung legt die Wahl k; = —k, nahe. Da T(X) = X wie-
der normalverteilt ist mit dem Erwartungswert u und der Varianz 1/n, ergibt dies: k, =
Z1-g/2/+/n. Damit ist (8.38a) offensichtlich erftillt. Fiir (8.38b) ergibt sich zusétzlich zu
E,, T(X) = 0 mit der Symmetrie der Verteilung und des kritischen Bereiches E, ¢ (X) -
T(X)=0.

Birkes (1990) untersuchte auch den Zusammenhang zwischen Likelihoodquotiententests
und gleichméRig besten unverfélschten Tests fiir das zweiseitige Problem. Fiir einparamet-
rige Exponentialfamilien zeigte er, dass ein Likelihoodquotiententest genau dann gleichma-
Rig bester unverfélschter Test seines Umfanges ist, wenn er unverfélscht ist.

8.3.4 GBU-Tests in mehrparametrigen Exponentialfamilien

Einen wichtigen Teil der angewandten Probleme stellen die Testprobleme fiir einen eindi-
mensionalen Parameter in mehrparametrigen Verteilungsfamilien dar. Die anderen Para-
meter sind dann Nuisance-Parameter, d. h. stérend. Sind diese Familien nun Exponential-
familien, so lassen sich auch fiir diese erweiterten Probleme GBU-Tests angeben. Wir skiz-
zieren hier nur die wesentlichen Punkte der Theorie. Fiir Details sei auf Lehmann (1986)
verwiesen.

X =(Xj,...,X,) sei eine Stichprobe, deren gemeinsame Verteilung eine zweiparametrige Ex-
ponentialfamilie bilde, also eine Dichte der Form

[0, &) =exp[0U(x)+EV(x)+ d(9,£)+ S(x)] - Ia(x)

habe. Von Interesse sei ein Testproblem fiir die erste Komponente des natiirlichen Parame-
ters (1, £). Wir nehmen als Beispiel das Testproblem

Holﬂfﬁo, Hliﬁ>ﬂ0,

das ausfiihrlicher geschrieben lautet, wenn E der gesamte Bereich der zweiten Komponente
des Parameters ist:
Holﬂfﬁo,gea, Hliﬁ>ﬂ0,€65.

Da (U, V) eine suffiziente Statistik ist, reicht es, das Testproblem bzgl. der Verteilung dieser
Statistik zu betrachten. Diese gehort wieder zu einer Exponentialfamilie:

flu,v;9,8)=exp[Pu+Ev+d(V,E)+S(u,v)] - Iu(u, v).

Die in Abschnitt 8.2.5 eingefiihrten bedingte Tests resultierten gerade aus solchen Situatio-
nen. Nach der dort gefiihrten Diskussion liegt es nahe, V als bedingende Statistik zu wihlen
und zunédchst bedingte Tests bei jeweils gegebenen V = v zu betrachten.

Die bedingte Verteilung von U bei gegebenem V = v bildet jeweils eine einparametrige Ex-
ponentialfamilie:
flulv;)=exp[u+d,(0)+S(u,v)] x Ii(u,v).

Daher kénnen die Ergebnisse der beiden vorangehenden Abschnitte fiir die bedingten Si-
tuationen ausgenutzt werden. Es existieren somit GB (randomisierte) Tests fiir die jeweiligen
bedingten Situationen:

1 u>c(v)

po(u)=q r(v)  u=c().
0 u<c(v)
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Interpretieren wir nun die Schaar ¢,(u) der bedingten Tests als einen Test, der von u und v
abhingt, dann ist der so erhaltene Gesamttest ein GBU-Test fiir das Ausgangsproblem:

1 u>c(v)
plu,v)=9 rlv) u=c).
0 u<c(v)

Die Randomisierung bei den bedingten Tests ist wesentlich, da bei diskreten Verteilungen
die einzelnen bedingten Tests ohne Randomisierung ja alle ein unterschiedliches Niveau
< a haben kénnen. Um sie zu einen GBU-Test zusammensetzen zu kdnnen, miissen sie alle
den gleichen Umfang haben.

Analoges Vorgehen fiihrt bei anderen Testprobleme fiir den Parameter ¥ zu entsprechenden
GBU-Tests.

Satz 8.3.21 GBU-Tests bei zweiparametrigen Exponentialfamilien

X =(X,...,X,) sei eine Stichprobe aus einer Verteilung, die zu einer zweiparametrigen
Exponentialfamilie gehore, also eine Dichte der Form

f(x;:9,8) =exp[0U(x) + EV(x)+d(D,E)+ S(x)] - 14(%).

Fiir die Testprobleme
HO . peal,  HO. gl
mit @f)l) = (—o00,7y], @gz) = [, 00) und @ff” = {Uy} gibt es GBU-Tests zum Niveau a.

Dies ergeben sich aus den jeweiligen randomisierten GBU-Tests zum Niveau « fiir die
bedingten Situationen, bei denen V(x) festgehalten wird. Sie haben die Gestalt:

1 u>k(v)
pi(u,v)=9 r(v) u=k(),
0 u<k(v)
1 u<k(v)
wa(uw,v)=4q r(v) u=k(),
0 u>k(v)
1 u<ki(v), u>kyv)

r1(v) u=k(v)
72(v) u=ky(v) '
0 ka(v) < u < kyo(v)

()03(”’ U):

mit u =U(x), v=V(x).

Beweis: Siehe Lehmann (1986, S. 147).
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Beispiel 8.3.22  Vergleich zweier Wahrscheinlichkeiten

X und Y seien unabhéngige binomialverteilte Zufallsvariablen mit den Parametern n, p
bzw. m, q. Als Testproblem liege vor:

Hy: p<gq, H :p>gq.

Um dies in dem Rahmen dieses Abschnittes zu behandeln, identifizieren wir die ge-
meinsame Verteilung von X und Y als zugehorig zu einer Exponentialfamilie: Fiir x =
0,1,...,n,y=0,1,...,mgilt:

n m X(1 _ )X M-
f(x,y;p,c/)=<x)<y)p(l p) g (1—g)"™Y

_ | (ra-q) q e
_exp_ln((l_p)q)x+ln(l_q)(x+y)+n In(1—p)

+m-In(1—¢gq)+In (:) +In (T)} ~Ia(x,y)

) .
=exp _ln(g(—p?q)) -x—ln(—lfq> (x+y)
p(l—q) q

a <(1—p)q’ﬁ> +S(x’y)] )

=exp[ix —&(x+y)+d(0,8)+S(x,y)] - 1a(x, y);

dabei sind ¥ = In(p(1 —gq)/(1 —p)q), E =In(g/1—g)und A = {(x,y)|x =0,1,...,n, y =
0,1,...,m}.

Unser Testproblem l&sst sich dquivalent mit dem Parameter 7 formulieren:
H()ZﬁSO, H;:9>0.

Wir kénnen somit den letzten Satz ausnutzen und den GBU-Test tiber die bedingten Si-
tuationen bestimmen. Mit den Statistiken U = X und T = X + Y haben wir die bedingte
Dichte von X bei gegebenem T = ¢ zu bestimmen.

Die Verteilung von T ist, wie leicht nachzurechnen ist:
e m
f@=>" < ) ( .>pf(1—p)”‘fc/t‘f(l—c/)’"‘“‘”
I ] r—j
(L) (M) (B=2Y - pra-gr
“\1-¢ i)\i—j)\a=pq) " P

j=0
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Fiir die bedingte Verteilung von X bei gegebenem T = ¢ folgt:

n m P(l—q) X ) .
<X) (t_x> ((1—p)q> (I_P) (l—q)
' /n m p(1—q) i ] -
(") () 0-rraa
(%) ()
x)\t=x) \(1=p)q
0 ()
VAR VAN 21

Sie hdngt also nur von ¥ = p(1 — g)/q(1 — p) ab. Zudem bilden diese Verteilungen bei
festem t eine Exponentialfamilie:

fxlt)=exp[#-x +d(#)+S(x)] - Ia(x)

mitd(ﬁ):—ln(zj._o M) (p(l—q))j)’ S(X)Zln((Z)(rTx)) und A={0,1,...,t}.

fxlt;p,q) =

]

J (1=p)q
Der bedingte Test ist also von der Gestalt:

1 x> c(t)
plxlr)=q r(t)  x=c(1).
0 x <c(t)

c(t)und y(t) sind dabei so festzulegen, dass fiir =0 gilt:

PX>c(t)T=t)+7(t)- PX=c(t)IT=t)=a.
U =0 ist ja nun dquivalent mit p = g. Dann ist

R O G I 3 [ v |
() )

j=0

Die bedingte Verteilung von X ist fiir = 0 also eine hypergeometrische Verteilung. Das
macht die Bestimmung von ¢(t) und y(#) einfach.

In den Anwendungen wird wie erwdhnt nicht gerne auf die Randomisierung zurtickge-
griffen. Dann verliert der Test seine Optimalitdtseigenschaft. Dennoch ist der nichtran-
domisierte Test bei kleinen Stichprobenumféngen der am héufigsten durchgefiihrte fiir
die vorliegende Situation. Je groBer die Stichprobenumfinge sind, desto geringer ist na-
ttirlich die Rolle, die die Randomisierung spielt. Bei grolen Stichproben kann er schlie3-
lich tiber eine entsprechende Normalapproximation als approximativer Test durchge-
fithrt werden.

In manchen Situationen ist die direkte Angabe des GBU-Tests iiber die entsprechenden be-
dingten Tests recht kompliziert und unpraktisch. Dann ist es bisweilen moglich, den Test in
einer unbedingten Form in Abhéngigkeit von einer geeigneten Teststatistik anzugeben. Die
Basis dafiir bildet der folgende Satz.
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Satz 8.3.23 GBU-Test bei einer Exponentialfamilie

Die Verteilung von X sei gegeben durch die Dichte f(x;%,&) = exp[dU(x) + EV(x) +
d(¥, &)+ S(x)] - I4(x). Die Statistik T = h(U, V) sei fiir ¥ = ¥y unabhéngig von V. Dann
gilt:

(i) Ist h monoton wachsend in u fiir jedes feste v, so ist der Test

1 fﬁrt>ko
pi(t)=4 1o furr=ko,
0 fiirt <kg

fiir geeignet bestimmte Gréen ko und yo der GBU-Test fiir das Testproblem Hj :
ﬁfﬂo, H%:ﬂ0>ﬁo.

(i) Der GBU-Test fiir H2 : ¢ > ¥,, H? : ¥ < ¥, ergibt sich analog zu (i) unter der
0 1 g g
gleichen Voraussetzung an .

(iii) Falls t = h(u,v)=a(v)u+b(v)gilt, ist

1 fiir t <k, oder t > k»
71 fﬁrt:kl

T2 ﬁirt:kz

0 firki <t <k,

p3(t)=

der GBU-Test fiir Hy : 9 = ¥y, H; : ¥ # . ki, k2,71 und 7, sind dabei wieder
geeignet zu bestimmen.

Beweis: Siehe Lehmann (1986, S. 190).

Beispiel 8.3.24  Test auf u bei unbekanntem o>

In dem Beispiel 8.3.16 haben wir Testprobleme fiir den Parameter u einer Normalver-
teilung bei bekanntem o2 betrachtet. Realistischer ist es i.d.R. von einem unbekannten
o? auszugehen. Dies wollen wir nun tun. Sei also X normalverteilt mit dem Parameter
¥ =(u,0?). Als Testproblem liege vor:

Hy: u<po, 0®>>0,  Hp:u>u, o?>0. (8.39)

Der Ubergang zu X — uo = (X1 — o, ..., Xn — o) zeigt, dass wir 0.B.d.A. uy = 0 annehmen
kénnen.

Um den Satz 8.3.23 anwenden zu kdnnen, schreiben wir die Dichte der Zufallsstichprobe
X =(Xy,...,X,)in der Form

fip,0%) = exp [—% y B éln(znaZ)]

i=1

n n
u 1 nu 1
= exp [; E xi—r._z X?—ﬁ—EIH(ZTCUZ)] .

i=1 i=1
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Mit & = u/o?, £ =—-1/(20?), U=>_X; und V =3 X7 haben wir die Ausgangssituation
des Satzes vorzuliegen. Das Testproblem 8.39 lautet nun dquivalenter Weise:

H()Z’l?SO, H1:ﬁ>0.
Die Statistik

U/vn vnX

T=h(U,V)= =
VV=U%/n)/(n-1) \/(lez —nX2)/(n—-1)

ist fiir u = 0 bzw. ¥ = 0 unabhingig von V =Y X? und fiir jedes feste v ist 4~ monoton
wachsend in u. Daher ist der GBU-Test fiir das einseitige Problem der klassische t-Test:

N 1 fiir t > In—1l:a
pilt)= { 0 firt<tpiq "

Fiir das zweiseitige Problem betrachten wir die Statistik S = U/n+'V. Diese ist fiir u =
0 ebenfalls unabhingig von V. Zusétzlich ist S linear in U. Wegen der offensichtlichen
Symmetrie der Verteilung von S in diesem Fall hat der Test die Form

()= 1 fiir |s| > ¢
P3ttI=1 0 firls|<c "’

Weil schliefllich fiir
_V(m-Dn-S JnX

S ViIes sz -nyn-1)

gilt: |T| ist eine monoton wachsende Funktion von |S|, erhalten wir auch fiir das zweisei-
tige Testproblem den t-Test.

T

8.4 Weitere Eigenschaften von Tests

Die Ausfithrungen in Abschnitt 8.3 zeigen, dass die Existenz gleichmé&Rig bester Tests nur
in ausgezeichneten Situationen gesichert ist. Dazu sind teilweise die zur Konkurrenz zuge-
lassenen Tests einzuschrianken. Zum anderen konnen wir uns auf Tests beschrianken, die
nur iiber eine suffiziente Statistik von den Beobachtungen abhéngt, vgl. Satz 8.3.3. Neben
dieser, alle Information in der Stichprobe erhaltenden Reduktion durch Suffizienz spielt die
Reduktion durch Invarianz eine grof3e Rolle bei der Suche nach besten Tests. Diese Form
der Reduktion bringt tatsdchlich einen Informationsverlust mit sich. Jedoch ist fiir manche
Testprobleme ein angemessener Informationsverlust nicht problematisch.

Um anhand einer konkreten Situation zu diskutieren: Die relevante Information bei einem
Lageproblem Hy : u < uo, H; : u > po wird dann erhalten bleiben, wenn die Stichprobe —
und die zugehorigen Parameter u — linear transformiert werden. Die Transformation Y =
a+ bX fithrt zu dem gleichwertigen Testproblem Hy: a+bu<a+bu, H,: a+bu>a+by,
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und es ist offensichtlich egal, welche Form des Testproblems man betrachtet. Das bedeutet,
dass man sich bei der Suche nach besten Tests auf die Klasse von Tests zuriickziehen kann,
die von dquivarianten Stichprobenfunktionen ausgehen, von Stichprobenfunktionen also,
fur die gilt T(a+bX)=a+ b T(X).

Genaueres zu der Reduktion durch Invarianz findet sich bei Witting (1985).

Liasst sich kein bester Test zum Niveau « fiir das u.U. eingeschrankte Testproblem finden,
so ist es plausibel, wenigstens die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art
moglichst klein zu halten, sich also gegen den schlimmsten Fall so gut es geht abzusichern.
Dies ist dquivalent dazu, infyee, Ey ¢ (X) zu maximieren. Ein Test ¢*, der das leistet, also

;Qefl Eyp*(X)= i}ég ﬁlégl Esp(X) (8.40)

erfiillt, wobei zu ® nur Tests zum Niveau a gehoren, wird als Maximin-Test zum Niveau a
bezeichnet.

Damit dieser Ansatz sinnvoll ist, miissen die Null- und Alternativhypothese geeignet weit
auseinander liegen. In unserem Standardbeispiel des Tests auf den Erwartungswert einer
Normalverteilung ist die Giitefunktion der Tests ja stetig, so dass bei der tiblichen Formu-
lierung des einseitigen Testproblems Hy : u < po, H; : y > pyo fiir Tests mit E, ¢(X) = a
gilt:

inf Ep,(X)=a.

u>to

Damit wiren alle diese Tests Maximin-Tests. Hier ist also ein Indifferenzbereich uo < u < u;
zwischen der Nullhypothese Hy : u < uo und der Alternativhypothese H, : u > u, festzule-
gen.

Diese Form der Optimalitidt und geeignete Verallgemeinerungen davon werden vor allem in
der auf A. Wald zuriickgehenden Entscheidungstheorie betrachtet. Dort erlaubt man auch
die Berlicksichtigung von Vorinformationen bzgl. des Parameters, die die Form einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung haben. Das fithrt zu Bayes'schen Verfahren; siehe dazu Wald (1950)
und Berger (1980).

In Fillen, wo kein optimaler Test existiert, bleibt nur, Tests paarweise zu vergleichen und ihre
relative Effizienz geeignet zu bestimmen. Das ist fiir endliche Stichproben oft nicht einfach,
da sich die Giitefunktionen der Tests ja schneiden kénnen und der endliche Stichprobenum-
fangi.d.R. eine allgemeinere Aussage erschwert. Wir betrachten daher nur die asymptotische
relative Effizienz, kurz ARE.

Dazu seien (¢,) und (y,,) zwei vom Stichprobenumfang n abhéngige Folgen von Tests fiir
das Testproblem Hj : 9 € @y, H; : ¥ € ©;. Es ist nun nicht sinnvoll, die Tests fiir festgehaltene
Parameterwerte unter H; direkt zu vergleichen, da ja fiir konsistente Tests fir 7 € 9, gilt:

Eyp(X) =1,  Epp(X)— L

Da es auch bei gro8en Stichproben am schwierigsten ist, Abweichungen von der Nullhypo-
these zu entdecken, die in der Ndhe von H, liegen, betrachtet man Folgen von Parameter-
werten ¥, € O, die gegen die 9, konvergieren. Sind nun, wie es fiir zahlreiche Tests gilt, die
zugrundeliegenden Teststatistiken auch unter der Alternative asymptotisch normalverteilt,
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so konnen die Giitefunktionen durch geeignete Wahl der Stichprobenumfinge ineinander
uiberfiihrt werden. (Dies gilt speziell fiir lineare Rangtests und auch fiir andere, in der nicht-
parametrischen Statistik betrachtete Tests. Daher wird das Konzept der ARE auch vor allem
dort behandelt.) Das Verhéltnis der Stichprobenfunktionen ist dann die ARE. Der Wilcoxon-
Vorzeichen-Rangtest hat beispielsweise im Verhéltnis zum t-Test eine ARE von 0.95, wenn
die zugrundeliegende Verteilung die Normalverteilung ist. Das bedeutet, dass man, verein-
facht gesagt, einen Stichprobenumfang von 100 bendétigt, um mit diesem nichtparametri-
schen Test die gleiche Giite zu haben wie bei dem t-Test bei einem Stichprobenumfang von
95. Im Ubrigen sinkt die ARE bei keiner stetigen Verteilung unter 0.864 und ist bei Verteilun-
gen mit mehr Wahrscheinlichkeitsmasse in den Flanken wesentlich groer als eins. Analoge
Aussagen gelten fiir den Wilcoxon-Rangsummentes im Vergleich mit dem Zweistichproben-
t-Test.

Die ARE wird bei Biining & Trenkler (1994) und ausfiihrlicher bei Randles & Wolfe (1979)
behandelt.

Genauso wie bei der Paramerterschétzung stellt sich fiir statistische Tests die Frage nach
der Auswirkung von Abweichungen von den Modellvoraussetzungen und dem Einfluss ein-
zelner, extremer Beobachtungen. Auch hier gibt es einen quantitativ und einen qualitativ
orientierten Zugang zu der Robustheit statistischer Tests.

Den Ausgangspunkt fiir die quantitative Untersuchung von Robustheitseigenschaften und
den Begriff der Robustheit tiberhaupt bildet eine Arbeit von Box (1953) tiber die Varianzana-
lyse bei nicht-normalverteilten Stérungen. Den Bediirfnissen der Anwendung entsprechend
wird einmal die Auswirkung auf das Niveau von Tests untersucht. So ist der t-Test als Test
auf den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariablen relativ a-robust beim zwei-
seitigen Testproblem. Auf einzelne, extreme Werte reagiert er aber mit einem drastischen
Giiteverlust. Auch sonst ist er nicht effizienz-robust, wenn die zugrundeliegende Verteilung
starkere Flanken hat als die Normalverteilung. Bei der Laplace-Verteilung sinkt seine relative
Effizienz zum Zeichentest auf 1/2 (von 71/2 bei der Normalverteilung)! Da Rangtests keiner-
lei Schwierigkeiten mit dem Einhalten des Niveaus haben und etliche von ihnen, wie z.B.
die Wilcoxon-Tests, sowohl unter der Normalverteilung als auch fiir Verteilungen mit viel
Wahrscheinlichkeitsmasse in den Flanken eine hohe Effizienz aufweisen, bilden sie unter
Robustheitsgesichtspunkten eine addquate Alternative zu den jeweiligen besten parametri-
schen Tests. Als andere Moglichkeit wird die Entfernung von Ausreilfern aus der Stichprobe
empfohlen. Eine ausgezeichnete Behandlung der praktisch relevanten Gesichtspunkte fin-
det sich bei Miller (1995). Biining (1991) gibt einen breiten Uberblick iiber den quantitativen
Zugang zur Robustheit von Tests und betrachtet auch robustifizierte Varianten klassischer
parametrischer Verfahren.

Der qualitative Zugang geht von Umgebungen der Verteilungen aus, welche unter Hy und H,
festgelegt sind und untersucht, wie sich die Glitefunktionen der Tests verhalten. Qualitative
Robustheit liegt bei einem statistischen Test vor, wenn bei Verteilungen aus geeignet kleinen
Umgebungen nur kleine Anderungen passieren. Diesbeziiglich sind Rangtests robust, vgl.
Rieder (1982).

Um den qualitativen Zugang etwas zu verdeutlichen, sei ein Resultat von Huber (1965) an-
gefiihrt. Er betrachtet das Testproblem einer einfachen Hypothese gegen eine einfache Al-
ternative:

Hy: f(x)=fo(x),  Hi: f(x)= fi(x).
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Es sei die Monotonie des Likelihood-Quotienten f;(x)/fo(x) vorausgesetzt. Der nach dem
Neyman-Pearson Lemma optimale Test hat die Gestalt

filxi)
0 Hfo(x)_

fl(x)
! Hfo(X)

p(x)=

Dieser Test wird durch einzelne extreme Werte stark beeinflusst, da extreme Werte mit Fak-
toren f1(x;)/ fo(x;) in der Ndhe von Null oder von extremer Grof3e leicht den Wert von ¢(x)
und damit die Testentscheidung determinieren konnen.

Lassen wir nun auch Verteilungen zu, die jeweils 'in der Ndhe’ von fy(x) bzw. fi(x) liegen.
Damit wird aus dem Testproblem einfacher Hypothesen eines mit zusammengesetzten. Zu-
dem sind die in Abschnitt 8.3 unterstellten Strukturen hier nicht vorhanden, da wir z.B. als
Umgebung von f;(x) mit der Verteilungsfunktion F;j(x) alle Verteilungen zulassen kénnen,
die einen geeigneten Kolmogorov-Abstand sup_ ., .. | Fj(x) — F(x)| < 6 haben. Jedoch hat
Huber gezeigt, dass der modifizierte Test

n

0 HQ(xi)SC
p(x)= - (8.41)
1 HQ(Xi)>C,
i=1

mit g(x) = max{c’, min{c”, f1(x)/fo(x)}}, 0 < ¢’ < ¢” < 00, ein Maximin-Test zum Niveau
a ist, wenn die Konstanten ¢/, ¢” und C geeignet gewéhlt werden. Die Modifikation des
Likelihoodquotienten entspricht gerade der von ihm vorgeschlagenen -Funktion fiir M-
Schitzer.

Ausfiihrlich ist dies bei Huber (1981) und Witting (1985) dargestellt. Rieder (1994) gibt eine
geschlossene Abhandlung der robusten Statistik vom asymptotischen Blickwinkel her.

8.5 Multiple Tests!

Selten findet sich der Statistiker in der gliicklichen Lage, dass ein Versuch geplant, durchge-
fiihrt und ausgewertet werden kann mit dem Ziel und dem endgiiltigen Ergebnis, dass nur
eine Frage — eine statistische Hypothese — zu beantworden ist. Fiihrt etwa ein Test fiir das
Problem Hy : ¥ =0, H,: ¥ # 0 bei einem mehrdimensionalen Parameter zur Ablehnung
der Nullhypothese, so mochte der Anwender natiirlich auch wissen, welche der Komponen-
ten signifikant von Null verschieden sind. Dann stellt sich aber die Frage nach einer Irrtums-
wahrscheinlichkeit fiir die Gesamtaussage, die am Ende steht.

I Die Ausfithrungen dieses Abschnittes halten sich ganz eng an die beiden Arbeiten von Sonnemann (1981,1982).
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Wir sprechen von einem multiplen Testproblem, wenn fiir eine Verteilungsfamilie & = { F(-, 9| €
O} k> 2 Testprobleme gegeben sind:

H}: €0, H!:9€06\0},
(8.42)

Hf: 9 €©f, HE: 9 €0\6f.

Mit einem multiplen Testproblem ist nun die Aufgabe verbunden, eine Entscheidungsvor-
schrift zu bestimmen, die fiir jede Stichprobe x =(x,,...,x,) zu jedem einzelnen der k Test-
probleme eine Testentscheidung liefert.

Definition 8.5.1 multipler Test

Ein multipler Test oder auch eine multiple Testprozedur ist eine Abbildung
¢: R"—{0,1}F (8.43)

mit den Komponenten ¢; : R" — {0, 1}. Bei ¢;(x) = 0 wird die Hypothese H} beibehalten,
bei ¢;(x)=1 entscheiden wir fiir H|.

Beispiel 8.5.2  Qualitdtskontrolle von Uhrenfedern

Bei einem Versuch der Qualitdtskontrolle tiber die Giite von Uhrenfedern sollten gleich-
artige Federn von drei Firmen verglichen werden. Von jeder Firma wurden vier Federn
untersucht. Das Messverfahren bestand darin, an die Uhrfedern genormte Gewichte zu
hangen und die Dehnung der Feder zu messen. Es ergaben sich folgende Werte (in in-
ches):

Feder Nr.
1 2 3 4

A]0.053{0.055]|0.061|0.055
Firma B|0.055|0.055|0.057{0.050
C|0.043|0.052]0.061|0.050

Es soll ein Test zum Niveau a durchgefiihrt werden, um zu entscheiden, ob die Federn
der drei Firmen im Mittel dieselbe Dehnung aufweisen (a = 0.05).
Als Modell werden unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen X;; i =1,2,3; j = 1,2,3,
4 mit X;; ~ ./ (u;,0?) unterstellt. Als Testproblem ergibt sich nun, dass unter Hy die Er-
wartungswerte der Firmen gleich sind und unter H;, dass dies nicht gilt. Mit ¥ = (u1, 2, us,
o?)und © =R3 x R; lauten die Hypothesen:

Hy: 0 €0y = {(u1, 2, 43, 0)|(1, to, 3, 02) €O, py = U = s},

H;: 9€06\0,.
Kurz kénnen wir dafiir schreiben:
Ho: py =2 = s,
Hy:uy#u, oder u;#us oder up#us.
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Dies kann auch als ein multiples Testproblem formuliert werden. u; = u, = us gilt ja
genau dann, wenn u; = Uy, 4, = Us und u, = us. Somit ldsst sich die Frage auch in die
folgende Form bringen:

Hy:pr=u2,  Hl: oy # o
Hi:py=ps,  H?:py # us;
Hy:pp=ps,  Hy:po# us.

In dieser Form ist das Testproblem fiir den Anwender viel interessanter. Kann doch am
Ende (hoffentlich) detaillierter erkannt werden, welche der Firmen sich von welcher un-
terscheidet, nicht nur, dass ein globaler Unterschied besteht.

Im einzelnen Testproblem H} : ¥ € ©], Hi: 1 €©! wird ein Fehler 1. Art begangen, wenn
man sich fiir H] entscheidet, obwohl der wahre Parameter in ©! liegt. Im multiplen Testpro-
blem ist es naheliegend, die Formulierungen im Beispiel riickwérts zu lesen und einen Feh-
ler 1. Art dadurch zu charakterisieren, dass die globale Nullhypothese H), die genau dann
gilt, wenn alle H} gleichzeitig gelten, falschlich abgelehnt wird. Zur Vereinfachung unter-
stellen wir, dass die globale Nullhypothese nicht leer ist, dass also ﬂle(aé # (. Diese Ver-
einbarung, die auch im weiteren gelten soll, bedeutet, dass diese Nullhypothesen sich nicht
gegenseitig ausschlieBen.

Dann heift ein multipler Test ¢ fiir das multiple Testproblem H} : ¥ € ©}, Hi:9€0\0}, (i =
1,..., k) ein Test zum globalen Niveau o, wenn gilt

k k
Vieoy=(10): Py||JipX)=1}|<e. (8.44)

i=1 i=1

Die Aufteilung des Parameterraums in nur zwei disjunkte Teilmengen ©, und ©\0,, wie sie
bei Tests zum globalen Niveau erfolgt, erscheint beim multiplen Testproblem aber wenig an-
gebracht. Durch den Riickgriff auf ein einfaches Testproblem geht ja wieder die Méglichkeit
einer Detailbetrachtung verloren. Ein multipler Test ist im Gegensatz zum einfachen Test
keine Abbildung in die zweielementige Menge {0, 1}, sondern in die 2*-elementige Menge
{0,1}%.

Eine alternative Beschreibung der moglichen Fehler erhalten wir, wenn wir von den rich-
tigen Entscheidungen ausgehen. Bei einem multiplen Testproblem H} : 7 € ©), Hi:¥ e
G){ =0\0!, (i=1,..., k) liefert ein multipler Test ¢ = (¢, ..., ¢x) genau dann auf allen Kom-
ponenten eine richtige Entscheidung, wenn der wahre Parameterwert # in ©; N.. .ﬂ@fk liegt,
(i1,...,ix) €10,1}%, und wenn gilt: ¢(x)=(i1,..., ix). Es ist bei einem multiplen Testproblem
offensichtlich méglich, auf einer Komponente einen Fehler 1. Art zu begehen und gleich-
zeitig bei einer anderen einen Fehler 2. Art. Lassen wir dieses zu, so gelangen wir zu der
folgenden Definition.

Definition 8.5.3  multiple Fehler

Gegeben sei ein multiples Testproblem H) : ¥ € ®i, Hi: 9 €©! =0\0}, (i=1,...,k)
und ein multipler Test ¢ = (¢,..., 9r). Ein multipler Fehler 1. Art tritt genau dann auf,
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wenn fiir den wahren Parameterwert ¥ gilt
Jiefl,...,k}: 9€O) und ¢;(x)=1.

Ein multipler Fehler 2. Art tritt genau dann auf, wenn fiir den wahren Parameterwert
gilt
Jiefl,...,k}: €0 und ¢;(x)=0.

Da nun die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art héchstens a betragen soll, darf die
Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eine wahre Nullhypothese (fdlschlicherweise) abge-
lehnt wird, a nicht tiberschreiten. Etwas formaler gesprochen: Fiir jede mdégliche Parame-
terkonstellation, d.h. fiir jedes ¥ € ©® mit ¥ € @f) fiir mindestens ein i, muss die Ablehnung
der dazugehorigen Nullhypothesen insgesamt durch a beschrankt sein. Andersherum ldsst
sich das auch so ausdriicken, dass die Wahrscheinlichkeit, alle wahren Nullhypothesen an-
zunehmen, gleichgiiltig welche und wie viele gelten, mindestens 1 — a betragen muss.

Definition 8.5.4  Test zum multiplen Niveau

Gegeben sei ein multiples Testproblem (8.42) und ein zugehoriger Test ¢ gemal Defini-
tion 8.5.1. Sei I = {1,..., k} und I(9) := {i|i € I,9 € ©}}. Dann heilt ¢ ein (multipler) Test
zum multiplen Niveau o, wenn er

vieo, I0)#0: Py | | ivX)=1}] <« (8.45)
icl(®)

erfullt.

Da ein multipler Test zum multiplen Niveau a auch dann das Niveau einhélt, wenn nur eine
der Nullhypothesen gilt, ijl ij=1fir(iy,...,ix) €{0, 1}¥, ist jede Komponente ¢; ein Test
zum Niveau « fiir das zugehorige Testproblem.

Es ist offensichtlich, dass die Bedingung (8.45) die Forderung, die an einen Test mit globa-
lem Niveau gestellt wurde, umfasst. Ein simultaner Test zum multiplen Niveau « ist immer
auch ein Test zum globalen Niveau a. Die Definition 8.5.4 stellt jedoch wesentlich héhere
Anforderungen an einen Test.

Lemma8.5.5 Vereinigungs-Durchschnittsprinzip von Roy
Gegeben sei das multiple Testproblem H} : # € ©), Hi: 9% €0l =0\0), i€l =
{1,...,k}, und ein multipler Test ¢ = (¢1,..., k). ¢ ist genau dann ein Test zum mul-
tiplen Niveau @, wenn fiir jede Durchschnittshypothese Hj : # € ©) =n 1e7O) mit J #

und ©] # 0 der nach dem allgemeinen Vereinigungs-Durchschnittsprinzip von Roy abge-
leitete Test ¢ ; mit dem kritischen Bereich

o =1}:=Jip; =13

jes
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ein Test zum Niveau « ist. Formal:

VICL J#0: V9e€0]:=0}:
(8.46)
Py (Uje]{spj = 1}) <a.

Weiter ist ¢ genau dann ein Test zum multiplen Niveau ¢, wenn fiir jede Durchschnitts-
hypothese Hj : 7 € @) = N;e;0) mit J # 0 und ©) # 0 der nach dem allgemeinen
Vereinigungs-Durchschnittsprinzip von Roy abgeleitete Test ¢; mit dem kritischen Be-
reich

for=11=|Jly; =13
Sl
ein Test zum Niveau « ist.

Beweis: Sei ¢ ein Test zum multiplen Niveau a, und sei # € @} fiir eine nichtleere Teil-
menge J von I. Dann gilt J C I(¥})

Py U{Sﬁjzl} <Py U{gajzl} <a.

jeJ JEI(®)

Umgekehrt folgt aus (8.46) mit der jeweiligen Wahl J = I(1) sofort die Eigenschaft (8.45).
Die zweite Aussage folgt offensichtlich aus der ersten.

Beispiel 8.5.6  Bonferroni-Test

Gegeben sei ein multiples Testproblem der Form (1). Zu jedem einzelnen Testproblem
Hi:9€0@), Hi:9%€0i(i=1,...,k) moge ein Test ¢; zum Niveau a/k existieren:

Viell,..,k}: Voeo!: P,y(gai(X)zl)S%.

Wir fassen nun die einzelnen Tests ¢; zu einem Test zusammen: ¢ = (¢;,..., k). Da-
mit haben wir einen multiplen Test. Dieser ist auch ein Test zum multiplen Niveau, der
sogenannte Bonferroni-Test.

Der Nachweis des multiplen Niveaus ist elementar. Wir benétigen lediglich die Bonferroni-
Ungleichung und die Voraussetzung, dass die einzelnen Tests das Niveau «/k einhalten.
Sei J C {1,...,k} und ¥ €, ©}. Dann gilt:

| Utei=13 | <X Rittpi= =l T <a

ie] i€]

Die verwendete Bonferroni-Abschétzung ist scharf, wenn die Ereignisse disjunkt sind,
sie ist sehr grob, wenn sich beispielsweise alle Wahrscheinlichkeit im Durchschnitt der
Ereignisse konzentriert. Auch bei der Abschétzung (| /|- a/k) < a verschenkt man umso
mehr, je kleiner | /| ist. Dies fiihrt zu der verbesserten Methode, die weiter unten angege-
ben wird.
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Beispiel 8.5.7  Einseitige und zweiseitige Tests

Als konkretes Beispiel fiir den Bonferroni-Test diene ein Zweistichprobenproblem, in
dem die Erwartungswerte u; und u, zweier Normalverteilungen mit gleichen, aber un-
bekannten Varianzen auf der Basis der Beobachtung der Stichprobenvariablen X, ..., X,
Xm+1,---, X, verglichen werden sollen. Es wird also unterstellt, dass X; ~ A (u;,02) (i =
I,...,m)und X; ~ A (uy,02) (i = m+1,...,n). Das Ziel sei nicht nur das Priifen von
Hy: py =y, gegen Hi @ uy # U, vielmehr soll eine Entscheidung getroffen werden zwi-
schen den drei Aussagen:

U <uz, M1=U2, MU1>U2.
Dann fassen wir dies als multiples Testproblem auf:

Hj iy < o, H: oy > ;

HZ: iy > o, H?: iy < .

Als Tests verwenden wir die t-Tests, die auf der Teststatistik
X —-X n
7= - 2
(o) m(n—m)

1 m 1 n 1 m n
XIZE ' Xi, XZ:E_Z Xi, 6ZE{Z(Xi—X1)2+ Z (Xi—Xz)z}

i=1 i=m+1

basieren. Fiir u; = u; ist sie t-verteilt mit n — 2 Freiheitsgraden.

Soll das multiple Niveau a eingehalten werden, so sind die beiden einzelnen Tests zum
Niveau a/2 durchzufiihren:

1 T> tn—2;1—a/2 1 T< _tn—2;1—a/2
p1(x)= und  p2(x)=
0 sonst 0 sonst.

Wir erhalten also die gleichen kritischen Werte wie beim zweiseitigen Test.

Von einem multiplen Test sollte man nicht nur verlangen, dass er ein Test zum multiplen
Niveau ist. Er soll natiirlich auch keine widerspriichlichen Aussagen liefern. Gabriel (1969)
hatin seiner grundlegenden Arbeit dafiir die Begriffe der Kohédrenz und Konsonanz gepragt.
Einmal soll mit einer Nullhypothese H; kohédrent auch jede weitere Nullhypothese abgelehnt
werden, die eine Teilmenge spezifiziert. Wenn die Nullhypothesenfamilie abgeschlossen ist
gegeniiber der Durchschnittsbildung, so méchte man zusitzlich Konsonanz erzielen: Wenn
eine Nullhypothese abgelehnt wird, zu der andere Nullhypothesen echte Obermengen spe-
zifizieren, so soll auch mindestens eine dieser umfassenden Nullhypothesen abgelehnt wer-
den. Daumfassendere Nullhypothesen spezieller sind, bedeutet Konsonanz, dass man einen
globaleren Unterschied auf mindestens einen speziellen zuriickfithren kann.

Unverfélschtheit multipler Testprozeduren wird bei Gather, Pawlitschko & Pigeot (1995) dis-
kutiert.
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Definition 8.5.8 kohdrente und konsonante Tests, durchschnittsabgeschlosses Testproblem
Gegeben sei ein multiples Testproblem der Form (8.42) und ein zugehoriger multipler
Test ¢ =(¢1,..., k). Der Test ¢ heillt kohdirent, wenn

Vijel: ©)cel = f{p;=1}C{p;=1} (8.47)
Das Testproblem bzw. die zugehorige Familie von Nullhypothesen heilt durchschnitts-
abgeschlossen, wenn gilt:
VicIi={1,..,k}: diel: [ej=6]. (8.48)
jeJ

Ist das Testproblem durchschnittsabgeschlossen, so heilt ¢ konsonant, wenn

Viel: 3jel: ©jco) = {p=13c |J fg;=1} (8.49)
j:0}ce)

In einer Hypothesenfamilie H| : ## € ©], (i =1,..., k) bezeichnen wir als Elementarhypothe-
sen diejenigen, die keine echte Obermenge haben. Genauer ist ©} eine Elementarhypothese,

falls es keinen Index j # i gibt mit ©) C o).

Beispiel 8.5.9  Qualitdtskontrolle von Uhrenfedern - Fortsetzung von Seite 322

Gegeben seien drei elementare und eine globale Nullhypothese

HY?: oy =ps HP: puy=us HZ: uy =3

Hy? s py = pp = i3

Diese Familie von Nullhypothesen ist offensichtlich durchschnittsabgeschlossen. Wir be-
zeichnen mit ¢;; die zugehdorigen Tests und ordnen die Entscheidungen bzw. die Reali-
sationen der Testfunktionen entsprechend zu dem obigen Hypothesenschema an. Der
Test ¢ = (12, P13, P23, P123) ist kohdrent, wenn — bis auf Permutationen in der oberen
Zeile — nur folgende Entscheidungen moglich sind:

000 000 100 110 111
0 1 1 1 1

Die zweite Entscheidungsmoglichkeit muss ausgeschlossen sein, damit der Test auch
konsonant ist. Konsonanz bedeutet ndmlich, dass man einen globalen Unterschied auf
mindestens einen speziellen zurtickfithren kann.

Wir wollen nun ein allgemeines Prinzip formulieren, wie aus einzelnen Tests zum vorgege-
benem Niveau « ein kohdrenter multipler Test zum multiplen Niveau a konstruiert werden
kann.
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Definition 8.5.10 Abschlusstest

Gegeben sei ein multiples Testproblem mit der durchschnitsabgeschlossenen Nullhypo-
thesenfamilie H} : 7 € ©},...,Hf : 9 € ©F und ein multipler Test ¢ mit den Kompo-
nenten ;. Die ¢; seien sdmtlich Tests zum Niveau « fiir die zugehorigen Testprobleme
Hi:9€06), H:9€0Ol.
Der Abschlusstest 1)(¢) = (y1,...,%'«) lehnt die Hypothese H| : # € ©] genau dann ab,
wenn alle Hypothesen H} : # € ©) mit ©) €O} durch ihre ¢; abgelehnt werden. Formal:
1 Vjel:[0lcei: p(x)=1]
J 0= " ¥j (8.50)

Viel, VxeR": l/!i(x):{
0 sonst .

Satz8.5.11 Kohdrenz des Abschlusstests

Es seien die Bedingungen der vorstehenden Definition gegeben. Dann gilt:
(i) Istder Test ¢ kohérent, so ist ¢ ein Test zum multiplen Niveau a.
(ii) Der Abschlusstest 1/(¢) ist ein kohdrenter Test zum multiplen Niveau a.

Beweis: Wir bezeichnen mit I wieder die Menge {1,...,k}.

zu (i):

Seien 9 € © und I(?) = {i|i € I, ¥ € ©}}. Wir unterstellen, dass I(#) # 0. Dann folgt aus
der Durchschnittsabgeschlossenheit der Nullhypothesen:

djel: o)=() e
iel(®)
Damit gilt wegen der Kohédrenz: Vi€ I({): {p; =1} C{p; =1}.
Wegen j € I(1) folgt weiter:
fp;=11c |J fpi=11cip; =1t
iel(9)

Damit folgt die Behauptung:

Py | | fer=13 | =Ps(p;=1)<a
iel(9)

zu (ii): .
Der Abschlusstest ist per definitionem kohérent, da aus (5) fiir ) C O] direkt folgt:
== (] tee=1 < [) foe=1={y;=1}.
k:0kco) k:0kce)]
Seine Komponenten sind wegen {y; = 1} C {¢; = 1} sdmtlich Tests zum Niveau a, so

dass () die Voraussetzungen von Teil (i) erfiillt.

Der Abschluss-Test ist also per definitionem kohérent. Ob er auch konsonant ist, hdngt von
den verwendeten Niveau-a-Tests ab. Siehe dazu die Literatur.
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Beispiel 8.5.12  Zur Durchfiihrung des Abschluss-Tests

In den Anwendungen ist es i. Allg. nicht notwendig, die Komponenten des Abschluss-
Tests explizit zu bestimmen. Bei endlichen Hypothesenfamilien fithrt man die gegebe-
nen Niveau-a-Tests sequentiell durch, indem man in dem Hypothesenverband schritt-
weise vorgeht. Dies sei am Beispiel dreier Elementarhypothesen H) : # € ©), H}: 1€
@i (i = 1,2,3) verdeutlicht, wobei die Nullhypothesenfamilie auch alle Durchschnitte
der ©) umfasse. Das schrittweise Vorgehen ldsst sich nun folgendermaRen darstellen:

H! H? H3

0 0 0 3.Stufe
H12 HI3 H23
0 0 0 2.Stufe
(,012:1? (,013:1? @23:1?
H323
12 1.Stufe
P123 = L¢

Fiihrt auf diesem Stufenweg ein Test zur Beibehaltung der zugehérigen Nullhypothese,
so werden auch alle Nullhypothesen beibehalten, die diese umfassen. Der Abschlusstest

kann also folgende Entscheidungsmuster ergeben (abgesehen von Permutationen der
Hi):
0

m @ 6 @ 6 ®’ @ @ ©
000 000 000 000 000 100 100 110 111
000 000 100 110 111 110 111 111 111
0o 1 1 1 1 1 1 1 1

Daran ist die Kohédrenz direkt abzulesen. Konsonanz gilt genau dann, wenn héchstens
die Muster (1),(6),(8) und (9) auftreten.

Beispiel 8.5.13  Einseitige und zweiseitige Tests - Fortsetzung von Seite 326

Die beiden Nullhypothesen im Beispiel 8.5.7 bilden noch keine durchschnittsabgeschlos-
sene Nullhypothesenfamilie. Daher erweitern wir sie um die globale Nullhypothese. Dann
haben wir die Nullhypothesen:

Ho: p = o, Hy: iy < pha, H = o
Wir haben dann drei t-Tests zum Niveau a:

1 T> tn—z;l—a
wl(x) = )
0 sonst

1 T< _tn—2;1—a
(Pz(x) = )
0 sonst

1 T<—tyo1-ap2 T>1h 2100
ps(x)= )

sonst
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Der Abschlusstest beginnt dann mit der Anwendung von 3. Fiihrt dieser Test zur Ab-
lehnung von H,, so fiihrt auf der zweiten Stufe ebenfalls einer der beiden Tests zur Ab-
lehnung seiner einseitigen Nullhypothese. Lehnt andererseits 3 die Hypothese Hj nicht
ab, so lehnt der Abschlusstest keine der drei Nullhypothesen ab.

Betrachtet man das Problem von einer anderen Seite, so hat der Abschlusstest zur Folge,
dass man lediglich den zweiseitigen Test durchzufiihren hat. Fiihrt dieser zur Annahme,
entscheidet man sich fiir Hy. Erhilt man eine Ablehnung, so entscheidet man sich fiir A}
bzw. Hf, jenachdem ob T' < —t,_5,1¢/2 0der T > t,_51_q/2. Die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler 1. Art bleibt durch a beschrénkt

Beispiel 8.5.14  Bonferroni-Holm-Test

Wie im Beispiel 8.5.6 gezeigt wurde, kann man fiir jedes multiple Testproblem den Bonfer-
roni-Test nutzen. Er ist ein Test zum multiplen Niveau ¢, und man benétigt als Voraus-
setzung nur die Kenntnis der kritischen Werte c; fiir die Tests ¢; der einzelnen Nullhypo-
thesen H} oder die zugehdrigen Uberschreitungswahrscheinlichkeiten p;. Uber das Ab-
schlussprinzip ldsst er sich jedoch gleichmélig zum Bonferroni-Holm-Test verbessern.
Dieser sieht in seiner sequentiellen Form zuné&chst einmal sehr {iberraschend und un-
plausibel aus. Daher geben wir ihn erst einmal in dieser Form an und fiihren die forma-
len Betrachtungen im Anschluss durch.

Die Testprobleme seien wieder durch Paare nicht leerer und zueinander komplementa-
rer Teilmengen des Parameterraums gegeben:

H}: 9€0), H:%e0! iel={1,...,k}.

Fiir jedes einzelne Testproblem H{ gegen H! gebe es eine reellwertige Teststatistik 7; =
T;(X), die zu groReren Werten tendiere, wenn die Nullhypothese H falsch ist. Wir wer-
den den Test aus Ubersichtlichkeitsgriinden mit den zugehérigen Uberschreitungswahr-
scheinlichkeiten p;(x) = P(T;(X) > T;(x)) formulieren; dabei ist x = (x,...,x,) die reali-
sierte Stichprobe. Fiir die p; gilt:

Viel={l,..,k}: Vmef{l,.. k}: VieOi:

P < a < a
9\ Pi> m) = m
Diese Voraussetzungen gentigen, den Bonferroni-Holm-Test, auf die folgende Weise durch-
zufiihren:
Die fiir die einzelnen Nullhypothesen im Experiment beobachteten Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeiten p; = p;(x), i = 1,..., k, werden der Grofle nach geordnet, so dass
gilt
Pa) <P <--- <P

Die zugehorigen Testprobleme werden entsprechend angeordnet und dann mit
H:HY, B 1, 5P 5

bezeichnet. Damit finden wir die Entscheidung sofort in dem in der Abbildung darge-
stellten Entscheidungsbaum.
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Der durch die beschriebene Vorgehensweise und die Abbildung definierte Bonferroni-
Holm-Test ist ein Test zum multiplen Niveau a. Er ist gleichmalig besser als der klassi-
sche Bonferroni-Test in dem Sinne, dass alle die Nullhypothesen, die der Bonferroni-Test
ablehnt, auch von ihm abgelehnt werden, aber im Allgemeinen noch einige zusétzlich.
Bindungen in den p(;) = p(;)(x) bereiten keine Probleme. Gilt etwa p(;)(x) = p(i+1)(x), so
folgt aus p(;)(x) > a/(k —i+1), dass H(()i) und damit auch H(()Hl) angenommen wird, und
aus pj(x) < a/(k —i+1) folgt die Ablehnung von H(()” und wegen

a a
. — . < — <
Pin(X)=pu(x) < P —

auch die Ablehnung von H(()Hl). Gleiche Uberschreitungswahrscheinlichkeiten fiihren al-
so unabhéngig von ihrer Anordnung zu ein und derselben Entscheidung. Wir wollen jetzt

|

nein}
[ po>a/-ne | o, HY, HY, ..., HY
nein}
[ po>ak-2r | o, 1
nein|
‘ Plk-m+1) > a/m ? ‘i’ HY, . HE
nein|
‘ P >ajl? ‘i’ HY,.. =Y, H
‘ nein
i HY,.. oY

Abb. 8.10: Entscheidungsfindung beim Bonferroni-Holm-Test

zeigen, dass diesem Vorgehen ein Abschlusstest zugrunde liegt. Wir erweitern zunichst
die k gegebenen Testprobleme zu einer durchschnittsabgeschlossenen Familie von K
Testproblemen, indem wir fiir J € I ={1,..., k} setzen:

/. 9col =Ne
H): 90} =)0
ies

Gemdl} dem Vereinigungs-Durchschnittsprinzip von Roy definieren wir dann die zuge-
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horigen Tests
a

1 fir minp;(x) < —
@ ]( x) = Jj€] |] | 3

0 sonst

Diese K Tests sind offensichtlich alle Tests zum Niveau a. Damit ist der aus den ¢/ re-
sultierende Abschlusstest ein kohdrenter Test zum multiplen Niveau . Nach dem Ab-
schlussprinzip werden mit der ersten Hypothese H(()l) auch alle Hypothesen verworfen,
die aus einem Schnitt mit @E}) resultieren. Insbesondere ist dies auch fiir die Globalhy-
pothese H : 1 € 05;1@3 der Fall. Im zweiten Schritt kommen nur noch solche Testpro-
bleme vor, die aus Schnitten von héchstens k — 1 Ausgangshypothesen resultieren. Dazu
brauchen wir nur noch die Uberschreitungswahrscheinlichkeiten mit a/(k — 1) zu ver-
gleichen. Die Fortsetzung dieser Uberlegung zeigt die Behauptung.

Es ist offensichtlich, dass der Bonferroni-Holm-Test auch konsonant ist, reicht doch jede
Ablehnung bis zu mindestens einer Elementarhypothese.

8.6 Aufgaben

Aufgabe 1

Der Anpassungstest von Kolmogorov ist bei diskreten Verteilungen konservativ, d.h. er
darf angewendet werden, jedoch fiihrt er unter H seltener zur Ablehnung als das Niveau
eigentlich zulésst.

Uberpriifen Sie zum Niveau ¢ = 0.01 die Hypothese, dass die Verteilung der Endziffern
beim Ablesen von 733 Fieberthermometern eine diskrete Gleichverteilung besitzt:

Ziffer 0 1 2 3 456 7 89
Hiufigkeit(%)[14.5 8.2 12.5 9.9 9.9 8.0 8.5 8.8 9.5 10.2

Aufgabe 2

Ein Produkt wird auf finf verschiedene Weisen, die mit 7 = 1,2,3,4,5 gekennzeichnet
sind, hergestellt. Je nach Herstellungsweise gibt es unterschiedliche Ausschusswahrschein-
lichkeiten. Genauer gilt fiir die Zufallsvariable

U
X= 0 falls das Produkt kein Ausschussist =~ x| 1 2 3 4 5
~ | 1 falls das Produkt Ausschuss ist " 0(0.90.70.503 0.1
1/0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

In einer Lieferung werden n = 3 Produkte daraufhin untersucht, ob sie Ausschuss sind.

i) Bestimmen Sie den Likelihood-Quotienten-Test zum Niveau a = 0.225 fiir das Test-
problem
Hy:9 <2 gegen H;:U>2.

ii) Bestimmen Sie die Giitefunktion des Tests.
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Aufgabe 3

Der Kaffeegeschmack (= X) habe drei Realisationsméglichkeiten: -1="schlecht’, 0="mit-
tel, 1="gut..

Bei vier Kaffeesorten (¢ = 1,2,3,4) einer Firma sind die Verteilungen des Geschmacks
unter den Kdufern bekannt:

Ui
x|1 2 3 4
—1/0.6 0.4 0.3 0.1
0 (0.3 0.50.4 0.3
11{0.1 0.1 03 0.6

Bei einer Lieferung fiir ein Biiro, das eine Sorte angefordert hatte, fehlen die Aufkleber auf
den sonst bei allen Sorten gleich aussehenden Packungen. Um festzustellen, ob der ge-
lieferte Kaffee zu einer der beiden besseren Sorten (¥ > 2) gehort, sollen zwie Biiroange-
stellte unabhéngig voneinander den Kaffee einer Packung kosten und ihre Einschéitzung
abgeben.

(i) Geben Sie alle Tests zum Niveau a = 0.13 fiir Hy : 9 <2 gegen H; : ¥ > 2 an.
(i) Geben Sie die Giitefunktion der Tests an.
(iii) Welche Tests sind unverfilscht?

(iv) Gibt es einen besten unter diesen Tests?

Aufgabe 4

Kunde Konig drgert sich, dass in einem Supermarkt 8 andere Kunden vor ihm an der Kas-
se stehen. Der Arger riihrt auch daher, dass in der Werbung versprochen wurde, dass im
Mittel nur 3 andere Kunden jeweils an der Kasse stiinden. Bevor sich der Kunde Konig be-
schwert, will er priifen, ob diese lange Warteschlange eine Ausnahme ist, ein "AusreifSer’
gewesen sein kann.

Fiir die Uberpriifung will er einen statistischen Test durchfiihren. Da jeder vor ihm an
der Kasse stehende Kunde als Misserfolg bei dem Versuch, selbst dranzukommen, anzu-
sehen ist, unterstellt er eine geometrische Verteilung fiir die Anzahl der vor ihm an der
Kasse wartenden Kunden, i.Z.: X ~ ¢ & 0(p). Die Anzahlen Xj, ..., X,, bei verschiedenen
Einkdufen kénnen als unabhéingig angesehen werden. Die Fragestellung lautet dann for-
mal:

Hy: Xi~%980(1/4) iefl,...,n}

Hy: X;~98001/4) ie€fl,...,n}/{ie}, Xiy~9%E0(p)mitp <1/4.

a) Geben Sie einen auf X(,) basierenden Test zum Niveau « fiir H, gegen H; an.

b) Wie lautet die Testentscheidung bei @ = 0.15 unter Verwendung der Aufzeichnun-
gen der letzten 4 Eink&ufe, die Warteschlangen von 4,2,3,8 (vor ihm wartende) Per-
sonen ergaben?
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¢) Herr Konig hat gehort, dass i.d.R. mehr Daten ein schérferes Resultat liefern. Er be-
zieht daher die folgenden Einkdufe bei einer erneuten Testdurchfiihrung mit ein.
Die Warteschlangenldnge von > 8 hat er dabei nicht mehr beobachtet. Wie lautet
nun sein Ergebnis?

d) War Kunde Konig gut beraten, seine Beobachtungsserie zu vergrof3ern, d.h. liefert
der Test eher ein gerechtfertigtes signifikantes Ergebnis, wenn der Stichprobenum-
fang wéchst? Beantworten Sie diese Frage fiir die Grenzsituation n — oo.

Aufgabe 5

Eine Erhebung bei 2 000 Personen ergab folgende Verteilung der Anzahl von Einheiten
eines bestimmten Produktes, die in einem halben Jahr gekauft worden waren:

x,-|1 2 3 45 6 78910111213
n,-|164714228171212976 3 3 5

Zudem wurden die Werte 14,16,19,20,21,22,24,26 je einmal beobachtet.
Fiir die Verteilung derjenigen, die mindestens einmal diese Produkt kaufen, wird die lo-
garithmische Verteilung als sinnvolles Modell angesehen:

av”®

Py(X=x)= mitx=1,2,3,...

Dabeiist 0 <9 <1 und a = —In(1 — 7). Wie beurteilen Sie die Eignung?

Aufgabe 6

Das Gewicht von Kork-Reserven von 28 Baumen (in 100steln Gramm) wurde fiir jede der
4 Himmelsrichtungen ermittelt. Gibt es einen signifikanten Unterschied zwischen den
vier Himmelsrichtungen?

Nord Ost Siid West|Nord Ost Siid West|Nord Ost Siid West
72 66 76 77 | 91 79 100 75 | 32 30 34 28
60 53 66 63 56 68 47 50 63 45 74 63
56 57 64 58 79 65 70 61 54 46 60 52
41 29 36 38 | 81 80 68 58 | 47 51 52 43
32 32 35 36 78 55 67 60 39 36 39 31
30 35 34 26 46 38 37 38 50 34 37 40
39 39 31 27|39 35 34 37| 43 37 39 50
42 43 31 25 32 30 30 32 48 54 57 43
37 40 31 25 60 50 67 54
33 29 27 36 35 37 48 39
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Aufgabe 7
Die Zufallsvariable X habe eine Cauchy-Verteilung,

1 1

= e T G =

Bei bekanntem p = 0 soll der optimale Test fiir die Nullhypothese Hj : A = 1 gegen die
Alternative H; : A =2 zum Niveau a = 0.1 bestimmt werden.

1
Hinweis: F,2(x)=0.5+ p arctan(x/A), arctan(—x) = — arctan(x).






Anhang A
Das Riemann-Stieltjes-Integral

Wir wollen hier einige Grundlagen der Theorie der Riemann-Stieltjes-Integrale angeben.
Es erlaubt eine einheitliche Sprech- und Schreibweise fiir diskrete und stetige Verteilun-
gen. Eine ausfiihrlichere Diskussion des Riemann-Stieltjes-Integrals findet sich bei Smirnow
(1976).

Als Ausgangspunkt betrachten wir das bestimmte Riemann-Integral. Sei f eine auf [a, b] de-
finierte, beschriankte Funktion. Es gilt also |f(x)| < K fiir alle a < x < b fiir eine geeignete
Konstante K. Dann sei eine Zerlegung %,, des Intervalls [a, b] in Teilintervalle (x;_;,x;] (1<
i < n)gegeben mit

a=xp<x1<...<x,=hb.

Zu einer Zerlegung wird jeweils die Riemann-Summe

R(z))=)_ f(ENx —xi1)

i=1

gebildet; &; ist dabei ein Zwischenwert aus dem Intervall [x;_;,x;], x;—; < &; < x;. Mit A; =
x;—x;_ ist das (Riemann-) Integral dann definiert als der Grenzwert aller Riemann-Summen
fir A; —0:

b n
/ flx)dx = ggloglf(a)(xi —ia1).

Es ldsst sich zeigen, dass dieser Grenzwert unter bestimmten Bedingungen unabhéngig von
der Wahl der Zerlegungen und der Wahl der Zwischenpunkte &; ist.

Die Verallgemeinerung, die vom Riemann-Integral zum Rieman-Stieltjes-Integral fiihrt, be-
steht nun darin, dass die Intervall-Ldngen gewichtet in die Summenbildung eingehen. Dies
geschieht mittels geeigneter, auf dem gleichen Intervall definierter Funktionen.

Definition A.1  Riemann-Stieltjes-Integral
Gegeben seien zwei beschriankte Funktionen f und g iiber dem Intervall [a, b]. Die Zer-
legungen von [a, b] u. s. w. seien wie oben eingefiihrt. Als Riemann-Stieltjes-Summe be-
zeichnen wir den Ausdruck

ST FENg) - gxis)  mit xio <& <xi.
i=1

Sofern der Grenzwert der Riemann-Stieltjes-Summen fiir alle Zerlegungsfolgen mit
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max{A;|]1<i<n}—0

und alle beliebigen Zwischenpunkte &; existiert und gleich ist, heillt er dann das
Riemann-Stieltjes-Integral von f bzgl. g tiber [a, b]. Wir schreiben dafiir

b n
[ rage- m > F(E e i)

Man nennt g auch die integrierende Funktion oder die Belegungsfunktion. Fiir g(x) = x liegt
gerade der Fall des gewdhnlichen Riemann-Integrals vor.

Zuerst stellt sich die Frage, wann ein Riemann-Stieltjes-Integral existiert.
Satz A.2 Existenz des Riemann-Stieltjes-Integrals

Die integrierende Funktion g sei monoton und beschrankt.

(1) Ist f stetig auf [a, b], dann existiert das Riemann-Stieltjes-Integral von f in Bezug
auf g.

(2) Ist f stiickweise stetig und fallen die Unstetigkeitspunkte von f und g nicht zusam-
men, so existiert das Riemann-Stieltjes-Integral von f in Bezug auf g.

Der Satz ist fiir uns bedeutsam, da Verteilungsfunktionen monoton und beschrankt sind.

Beim Riemann-Stieltjes-Integral ist es — anders als beim Riemann-Integral — wichtig anzuge-
ben, ob die Intervallgrenzen mit zum Integrationsbereich gehoren oder nicht. Das Integral
von f beziiglich g iiber [a, b] kann sich ndmlich vom Integral von f beziiglich g tiber (a, b]
unterscheiden. Wir treffen daher die folgende Vereinbarung bzgl. der Schreibweise:

a —0: Die untere Intervallgrenze a gehort zum Integrationsbereich.
a +0: Die untere Intervallgrenze a gehort nicht zum Integrationsbereich.

Mit dieser Vereinbarung gilt

b b
/f(X)dg(X)—/f(X)dg(X)Zf(a)(g(a +0)—g(a —0)).
a—0

a+0
g(a+0)— g(a —0)ist gerade der ggf. vorliegende Sprung der Funktion g im Punkt a.

Wenn nichts anderes gesagt ist, wird der rechte Eckpunkt der Intervalle zum Integrationsbe-
reich gehorig betrachtet, der linke nicht. Es ist also, wenn b + 0 entsprechend dahingehend
interpretiert wird, dass die obere Integrationsgrenze zum Integrationsbereich gehort:

b b+0
/ flx)dg(x):= / flx)dg(x).
a a+0

Fiir die Verbindung mit den Verteilungsfunktionen sind die beiden folgenden Aussagen es-
sentiell:



Das Riemann-Stieltjes-Integral 339

Satz A.3

(i) Sei h beschrdankt und g monoton wachsend auf [a, b] und konstant auf jedem der
Teilintervalle (x;_;,x;) (1<i<n)wobeia=xy<x;<...<x,<b.Danngilt

b

/ h(x) dg(x) = h(a)g(a+0) - g(a))

a

+  h(x)(g(xi+0)— glxi —0))+ h(b)(g(b) - g(b—0).

i=1
(i) Sei h auf [a,b] Riemann-Stieltjes-integrierbar bzgl. g, wobei g eine stetige Ablei-
tung auf [a, b] habe. Dann gilt:

b b

/ hx) dg(x) = / hx)g/(x) dx.

a a

Beweis: Siehe Khuri (1993, S. 235).

Teil (ii) des Satzes bleibt richtig, wenn g monoton und g’ stiickweise stetig ist.

Da Verteilungsfunktionen F monoton sind, existiert nach Satz A.2 fiir stetige und stiickweise
stetige Funktionen & das Riemann-Stieltjes-Integral von h beziiglich F.

Fiir h(x) =1 gilt wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von F

b b+0
/ dF(x)= / dF(x)= F(b)— F(a).
a a+0

Fiir die Verteilungsfunktion F einer kontinuierlichen Zufallsvariablen erhalten wir mit Satz
A.3, da aufgrund der Eigenschaften des Riemann-Integrals fast tiberall F'(x) = f(x) gilt:

b

b
/ h(x) dF(x) = / h() flx) d,

a

und speziell fiir h(x)=1:
b

b
/dF(x):/f(x)dx.

a
Wir sind also wieder in den vertrauten Gefilden des Riemann-Integrals.

Betrachten wir nun die Verteilungsfunktion F einer diskreten Zufallsvariablen mit den Reali-
sationsmoglichkeiten x;, x; < x;1;, (i =1,2,...). F hat Spriinge in den Punkten x;; zwischen
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diesen Punkten ist F konstant. Nach dem Teil (i) des Satzes A.3 folgt:

b

/ h(x)dF(x)= Z h(x;)(F(x; +0)— F(x; —0)).

a a<x;<b

Da wir die Spriinge der diskreten Verteilungsfunktion mit P(X = x;) = f(x;) bezeichnet ha-
ben, kommen wir mit der rechsseitigen Stetigkeit zu der vertrauten Formel

b

[rware= 3 s
a a<x;<b
Speziell fiir h(x) =1 finden wir
b
/ A= Y foxn).
a<x;<b

a
Satz A.4  Regeln fiir das Rechnen mit Riemann-Stieltjes-Integralen

Wir setzen voraus, dass die Integrale existieren. Dann gilt:
b b
1. [c-h(x)dg(x)=c- [ h(x)dg(x).
a a
b b
2. [ (X i) dg(x) =32, [ hi(x)dg(x).
a a
b
3. Ist h nicht negativ und g nicht abnehmend, so gilt: ~ [ h(x)dg(x)>0.
a
b, . b
4. [0 cihi(x)dg(x) =31, ¢ [ hi(x)dg(x).
a a
b . . b
5. [h(x)d (EH c,-gi(x)) =>* o [ h(x)dgi(x).
a a

b ci
6. [h(x)dg(x)= Zle [ h(x)dg(x) fira=coy<c1<...<c,=bh.
a Ci-1

b
7. Existiert [ h(x)dg(x), so existiert auch fah g(x)dh(x).
a

8. Es gilt folgende Verallgemeinerung der Formel der partiellen Integration:

b b
[ h(x)dg(x)+ [ g(x)dh(x)=[h(x)g(x)].

Dabei folgt aus der Existenz des einen Integrals die Existenz des anderen.
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b b
9. Existiert [ |h(x)|ldg(x), so existiert auch [ h(x)dg(x).
a a

Das Riemann-Stieltjes-Integral in der Ebene und in hoherdimensionalen Raumen erhalten
wir ganz entsprechend zum eindimensionalen Fall, indem den {iblicherweise betrachteten
Flichen bzw. mehrdimensionalen Wiirfeln mittels einer integrierenden Funktion ein ver-
allgemeinertes Volumen zugeordnet wird. Fiir den Fall einer zweidimensionalen Funktion
haben wir zundchst die Riemann-Stieltjes-Summen

n

SN hEn g y) - 8o, y1) — §(xi, yi-1)+ (Xim1, ¥j-1))

i=1 j=1
mit x;1 <& <x;, Yi-1<n; <y
wobei der Einfachheit halber das Integral {iber A = (a;, b;] x (a2, b,] bestimmt werden soll.

Es ist dann der Grenzwert dieser Summen, wenn alle Differenzen x; — x;_,,y; — yj—1 gegen
null gehen. Wir schreiben dann fiir das Integral

by by
/ﬁummmmwz/]ﬁummmnw.
A a) dz

Das Integral existiert wie oben unter geeigneten Stetigkeits- und Beschranktheitsbedingun-
gen.

Die kurzen Ausfiihrungen machen deutlich, dass die Theorie des Riemann-Stieltjes-Integrals
weit ausgereift ist und fiir die Praxis relevante Ergebnisse bereitstellt. Da wir nur diskrete
bzw. stetige Verteilungen betrachten, die integrierende Funktion als Verteilungsfunktionen
stetig oder Treppenfunktionen sind, ist es in unserem Rahmen maoglich, Riemann-Stieltjes-
Integrale einfach als Abkiirzungen zu lesen. Ist X = (X{, ..., Xi) eine mehrdimensionale Zu-
fallsvariable mit Verteilungsfunktion F(x) und mit der Dichte f(x), so gilt:

S-S, h(x)f(x)  falls X diskret
/ h(x)dF(x)=

4 J oo+ [ hx) f(x)dx falls X stetig
A






Anhang B Losungen zu den Aufgaben

Aufgaben aus Kapitel 2

Aufgabe 1

(i) Exponentialverteilung f(x)=Aexp(—Ax) x>0

M(t)z/ e”/le_“dxz/ Le - ‘)xdx——/ (A—1)e A Dxdy
0 0
= % fur |t|<A
1. Moment: E(X) = M'(0) = A/(A—1)?|;=0 =1/A
2. Moment: B(X?) = M"(0) = 2A/(A—t)3|,=¢ =2/A?
3. Moment: E(X3) = M"(0) = 6A/(A—1t)*|;=9 =6/A3
4. Moment: E(X*) = M®W(0) = 242/(A— 1) |,=o =24/2%.

(i) Gleichverteilung f(x)=1/9 0<x<1

) 00 _ 00
1 1 (ﬁt)" (9 )1 g tn
M = Xt — = — = = - —_
() /oe 3 =15 tﬂz 2 n! ;n—i-l Py
r
= EX")= .
r+1
(iii) geometrische Verteilung f(x)=p(1—-p)* x=0,1,2,3,...
o0 o0 p
X .o
M(t):Ze”p(l—p)xzpz:(et(l—p)) zm fir t<—In(1-p)

x=0 x=0

E(X")=Y x"p(1-p)*

x=0

= iE(X’)—z:x [(1—p) +px(1—p)*Y]
x=0

=—Zx O e p)"——E(X’)— T
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Damit ist ) p
B(X™1) = —PE(X")— (1 - p)——E(X")
p ap
und es folgt

Ex)= 7
p

1-p\° —-p—(1— 2—3p+p?
p p p

(iv) Simpson-Verteilung f(x)=1—|x| fir —-1<x<1

1 0 1 t —t_9
M(t):/ e”‘f(x)ddx:/ e”‘(1+x)dx+/ e”‘(l—x)dx:e—i_%
-1 -1 0
1 © tn © (—t)" © f”_2+(—t)"_2 © 1+(_1)n tn
= — — + —=2|= = —
t2 <; n! ; n' ; n! ;(n+2)(n+1) n!
1+(=1)
1 EX )= —————.
also BX)= o+
Aufgabe 2

()
1 fallsk<o0
P(|X—u|>ko)=P(X|>ka)={ a? falsO<k<a™!
0 fallsk>a!
Die Tschebyschev-Ungleichung sagt (wegen o = a): P(|1X — u| > ka) < 1/k>.
Wir setzen k = a~! und sehen, dass fiir diese Wahl die Abschitzung exakt ist. Da mit
0<a<1 k=a"! Werte aus dem ganzen Intervall [1,00) annehmen kann, ist die
Ungleichung nicht zu verscharfen.
(ii) Fiir n=1 folgt die Behauptung schon aus Teil (i).

Fiir die anderen Fille betrachten wir den Beweis der Tschebyschev-Ungleichung. Zur
Vereinfachung setzen wir (X — u)? =Y. Dann gilt: Y > 0.

EYV)=) yiP(Y=y)=) yiP(Y=y)+ ) yiP(Y=y)= ) aP(¥=y)

yi<a yiza yiza

=aP(Y>a).

Also kann Gleichheit nur gelten, wenn

1) D _yP(Y=y)=0 und (2) P(Y>a)=0.

yi<a
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Aus (1) folgt, dass nur P(Y = 0) > 0 sein darf und sonst P(0 < Y < a) =0 gilt.
Aus (2) folgt, dass nur P(Y = a) > 0 gelten kann.

Insgesamt darf also Y nur die Werte 0 und a annehmen, daraus ergeben sich 3 mogli-
che Werte fiir X,,, ndmlich y, y+a und u—a.

Da Var(X) = E(X — u)? > 0 vorausgesetzt ist, muss auch P(Y = a) > 0 gelten.

Wegen der positven Varianz nimmt X mindestens 2 verschiedene Werte an. Seien die-
se x; und x,. Bei n = 3 hat X dann schon folgende mégliche Werte: x1, x», (2x; +
x2)/3, (x1+2x2)/3.

Damit ist die Gleichheit im Fall 7 > 3 nicht mehr moglich.

Fiir den Fall n = 2 gehen wir wieder von den moglichen Werten fiir X aus. Dies sind
u, u+a und pu — a. Damit sind fiir X die beiden Werte y + a und u — a moglich; sonst
konnte X wieder mehr Werte annehmen.

Wegen der Symmetrie muss dann P(X =y —a)=P(X=u+a)=1/2 gelten.
Somitistc=aundP(X=u—a)=PX=u+a)=1/4, PX=u)=1/2.

1 fallsk <0
P(X—ul>ko)=P(|X—u|>ka)=<¢ 1/2 falls0<k <1
0 fallsk>1

P(|X — u| > ko) =1/2k? ist damit nur fiir £ = 1 méglich.

Aufgabe 3

o0 o0
1. Moment E(X):/ xakax_("‘“)dx:ak“/ x~%dx
k k

1 *© a
—qkt— (e a1 gy — .
ak (a—l)k“‘l/k (@— 1)k Dy dv=——k fiir a>1

o0 (o0}
2.Moment E(X?)= / x2akx (@ dyx = ak“/ x~ % dx
k k
1 > (a=2) . ~l(@—2)+1] @ 2
=ak* —— (a—2)k' ) x~ 1@ dx=——k° fiir a>2;
(@—2)ka2 J, a—2
analog das n-te Moment:
o0 o0
E(X")= / x" ak®x~ @y = ak“/ x~etnldx
k k
1

= ak“m/ (a—n)k@ Wy lenHlgy = % k" fiir a>n.
- k
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Aufgabe 4
Sei C(t)=In(M(t)), dann folgt

N S S E(XK)
C(t)—WM(t) = C(O)—mM(O)—E(X)/kZ:; - 0F =E(X).

7 __M/(t) / L 17
c"(t)= M(t)zM(t)+M(t)M (1)
= C’0)=- M) M'(0)+ LM”(O) = —@E(X) +M"(0)=—E(X)*+E(X?)
 M(0)? M(0) T N
=Var(X).
Aufgabe 5
M N e s pen (el
X~P2(A) = MX(t)zxz:;et e /1;:;6 & ¢ s xz:;e (Ae?) o

= exp(Ae’ — 1)

= M*Y()=MXt)MY(t)=exp(Ale’ —1)+v(e' — 1)) =exp(A+v)(e! —1)).

Dies ist die momenterzeugende Funktion einer Poisson-Verteilung mit Parameter A +v.

Aufgaben aus Kapitel 3

Aufgabe 1
Verteilungen bilden eine Exponentialfamilie, wenn die Dichte fy(x) in der Form
fo(x) =exp(c(D)T(x)+d(x)+ (1) h(x)
darstellbar ist.

@) fy(x)=1/0=exp(=Ind)-1on(x).
Da der Trager von ¥ abhéngt, ist dies keine Exponentialfamilie.

(i) fp(x)=p(Q—-p)=exp(xIn(l—p)+Inp)-1n,(x); Exponentialfamilie mit d(x)=0.
——
T(x)c(p) e(p)
(iii) f(x)=1—|x|. Diese Verteilung bildet iiberhaupt keine Familie.

(iv) fo(x)=ak?x~ (@D =exp(—(a+1)Inx+Ina+alnk)- 1) (x)

c(a)T(x) e(a)
bildet fiir festes k eine Exponentialfamilie in ¢ mit d(x)=0.
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Aufgaben aus Kapitel 4
Aufgabe 1
Setze
1 falls Antwort ,ja‘ 1 falls Frage nach Eigenschaft A
X=0  falls Antwort ,nein‘’ und Y=10 sonst.
Gegeben ist:

P(Y=1)=p,P(Y=0)=1-p,P(X=1]Y=1)=¢, P(X=1|Y=0)=1—¢q, P(X=1)=r.
)
r=P(X=1)=PX=1Y=1)PX=1)+P(X=1]Y=0P(X=1)=gp+(1—q)1—p)
=@2p-1)g+(1-p).
(ii)

EsistP(X=1)=r, PX=0)=1-rund R= 13" X;, wobei die X; unabhéngig sind
(Ziehen mit Zurticklegen).

Also hat nR eine %(n, r)—Verteilung. Damit folgt E(R)=r und Var(R)=r(1—r)/n.

Weiter ist

1 ~1 o —1
R+ P mit E(Q)= E(R)+ -~

2p—1  2p—1 2p—1 p—1

Aufgabe 2

(i) Pareto-Verteilung mit bekanntem k

n —a+1 n
far(x1,...,x)=a" k™ <Hxl-> xi>k = HXl- ist suffizient.
i=1 i=1
(i) Laplace-Verteilung: f(x,A)=0.5Aexp[—A|x|]
A n n n
falx,.., x) = (E) exp <—AZ|xi|> = Z'Xi| ist suffizient.
i=1 i=1

(iii) Gamma-Verteilung:  f(x; A, k)= AFx*k~lexp[—Ax]/T(k) fiir x>0

k-1
Ak n n n
fak(xy, .., x,) = (—) ( x,-) exp <—)L xi>

n n
= <H X, le> sind gemeinsam suffizient.
i=1 i=1
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(iv) verschobene Exponentialverteilung:  f(x,9,A)=Aexp[-A(x —9)] fur x>

foalxr,...,x,) = A"exp <—A <Z—m?>> fir x; >

i=1

n
= A" exp <_A (Z—nﬁ)) LiminGe e )> 9]
i=1

n
= <min(X1, e Xn), le> sind gemeinsam suffizient.
i=1
(v) zentrierte Gleichverteilung: f(x)=1/29

1 n
folx1,...,xn) = <%> fiir —U<min(x,...,x,;)<max(xi,...,x,;) <0

=  (Xq),Xm) sind gemeinsam suffizient.

Aufgabe 3
Der Beweis wird durch Induktion gefiihrt, und zwar beginnend bei k = n.

Fir X gﬂt
P(X(n) <x)=P(X; <x,...,X, <x)=F(x)",

und somit
gn(x)=nf(x)F(x)""",

Die Behauptung gelte nun fiir ein beliebiges, festes k < n. Dann ist

P(Xk-1) < x) = P(X(x) £x) + P(X(k—1) £ x < X(1y)

= F¥(x) + ( o 1) F) (1= F))"™,

da {X(x-1) < x < X} gerade das Ereignis ist, dass genau k — 1 der Stichprobenvariablen
kleiner oder gleich x sind, die anderen n — k 4 1 grofer. Es folgt

7
g(k—l)(X) = E FX(k—l)(x)

= gaolx) + ( o 1) {(k = 1) f()F)F2(1 - F))"™*

— (41— k) f(x)F(x)*1(1 - F(x))" %}
n!

= (k—2)(n—(k—="1) F(x)k_z(l _ F(x))"_(k_l)_
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Aufgabe 4

Grundgesamtheit der Ereignisse: (wy, ..., w,) € {0,1}"
mit w; = 0 falls Kopf
und w; =1 falls Zahl beim i-ten Wurf erscheint.

Interessierende Ereignisse: A; :={0,...,0,1} x {0,1}"~ firi=1,...,n.
Sei X die Zufallsvariable ,Gewinn‘, dann gilt

ey 2nt ] 1
Fiir den Erwartungswert und die Varianz von X gelten:

| . "1 &1 on
— 0. ___ i—-1 _oli—1y__ -1 - __ - _
E(X)=0 2n+22 P(X=2 )_Zz 21’_22_2
i=1 i=1 i=1
n

L1 o2n 1, 2n
Var(X)=E(X*) - E*(X)=) 22 ?———=-) 27— —
ar(X) = E(X*) (); 2 T2 .
11-27 2n 1 2n 2nfl_p2_2
= — ——:2 —_—_——_—=—_——
2 1-2 4 2 4 4
Aufgaben aus Kapitel 5
Aufgabe 1
i) Die Folge von Zufallsvariablen ist charakterisiert durch
Tﬂ 8 Mo
0 0.5 I 0 0.5 1
8/ s
...... X ~ ;
171616 16 X7
s T g g
16 2s1
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Fiir kein w €(0, 1) konvergiert die Folge X,,(w): (Cauchy-Kriterium)

A A |xn—xml<e
e>0nyg n,m>ng

Sei € > 0 und n, beliebig.bWeiter sei k; so, dass 251 > ny und m,, m, so, dass n; =2k +
m, no = 2K+ + m,. Dann fithrt

25 +m, ) c2hmitl | und 20+ 4 my ) 2t my+1
o S@sTon —Loun ok SOS T ord -

zu
X, (@) = X, ()| =20+ 2k =2kl 1) > ¢

ii) Konvergenz im quadratischen Mittel gegen Null:

E(X,—-0?=E(X,)?’=1/n* also lim E(X, —0)?>=lim 1/n?>=0

n—oo n—oo

Konvergenz nicht mit Wahrscheinlichkeit eins:

Es ist zu zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Divergenz groBer null ist.

X, divergiert <= VAV Xe>1/m

m n k>n
zu zeigen
o0 o0
P Jan) >0 mit A=) JiXc>1/m}
n=1 n=l1 k>n

Es reicht dabei zu zeigen P(A) > 0 mit A=, Uz, { Xk > 0}.
Es gilt P(X > 0) =1/n und weiterhin

P9 =) Upa=on=Y rJxe=op=3" [Ja-)=o0.

n=1 k>n n=1 k>n n=1 k>n

Alsoist P(A)=1.

Aufgaben aus Kapitel 6

Aufgabe 1

(i) 1.Vorschlag: Schichtung, d.h. 800 Seiten werden in 10 Schichten a 80 Seiten aufgeteilt.
Mit Hilfe der Zufallszahlen < 80 wird dann eine Seite pro Schicht ausgewahlt.
2. Vorschlag: Je drei Ziffern werden zu einer Seitenzahl zusammengefasst. Ungiiltige
Ziffern werden dabei einfach tibergangen.
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(ii) Schétzung der durchschnittlichen Fehlerzahl mit Hilfe des arithmetischen Mittels:

=i

10
1
= 10 ; Fehleranzahl Seite i =1.2
Standardfehler dieses Schitzers:
n — 10
2= ——(x2—%%)= —(2.8—1.44)=1511
n—1 9

Unterscheidung von Ziehen mit (f =0)und ohne (f = 1) Zuriicklegen:

1 n—1 9
a2
c=—1511 (1—f—— | =01511 (1—f——
R ( fN—l) ( f799>
— 0 =0.3865 ohne Zuriicklegen
Gz = 0.3887 mit Zuriicklegen

(iii) Schitzung der Gesamtfehlerzahl mit zugehorigem Standardfehler:

) .| 309.2 ohne Z.
y =800% =960 v= { 31096  mitZ.

(iv) Fehlerseitenanteil:
_ fehlerhafte Seiten 6
p= =—=0.6
n 10

p(l—p)>1

P(lp—pl<k)=1- -
(Ip—-plsk)= 2 2l

da 01;1;1)(Sl p(l—-p)=1/4

1

Niveau= 0.75=1——— =nk?=1 =k=+/1/10=0.316
4nk?

Konfidenzintervall:

p—0316<p<p+0316 = 0.284<p<0916

Aufgabe 2

Aufgabe 3

Liste der méglichen Stichproben mit zugehorigen Mitteln:

X1 X2 X3 X4 X X2

6 18 26|12.50 156.25

8 19 30|14.50 210.25

9 20 31|15.25 232.5625
10 20 31|15.75 248.0625
13 24 33|18.75 351.5625
12 23 32|17.75 315.0625
15 25 35|20.50 420.25
16 28 37|22.00 484

16 29 38|22.75 517.5625
17 27 38|22.00 484

© OO bk Wi+~ |3

DO NN == O

—
(=}
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Daraus ergibt sich:

E(X)=18.175 Var(X) = E(X?) — E%(X)=11.625625

Aufgabe 4

un— sei das Populationsmittel der Teilgesamtheit aus den verbliebenen N—1 Elementen
und uy das gesamte Populationsmittel. Entsprechend seien o%,_, und o3, die Varianzen.

i)

B()= Ly, + V2! var(@) = (V=2 202,
.U—le N UN-1, ar(u) = N -
ii)
_ _ 1 /N-—-1 N-1 1
E(X)=pun, Var(X)= Py (TU?V_I + T(.UN—I —uny+ N(xl _,UN)2> .

Der Vergleich der beiden Varianzen zeigt sofort, dass fi besser ist.

Aufgabe 5

Lemma X, sei schwach konsistent fiir u. Weiterhin sei g(x) stetig. Dann gilt:

g(X,) ist schwach konsistent fiir g(u)

Beweis
Stetigkeitt Ve>0 30.,>0 V|jx—u|l<o = |gx)—gluwl<e
Aus ) )
1Xp—pl<é = [g(Xu)—gl<e
folgt

= P(X,-pl<d) < P(gXn)-gpl<e) <1
lim=1 = lim=1
Im Fall einer Exponentialverteilung ist X schwach konsistent fiir 1/, also folgt die Be-
hauptung.
Aufgabe 6
DEX)=u, Var(X)=2

Var(X)  2/n

Var(X) ~ 1/4n(05)7 = = X ist doppelt so effizient wie X
ar n(0.

ii)
Var(X)  o?/n
Var(X) 1/4n(—-2—)?

2o

=2/m=0.637 = X istca. 1.57mal so effizient wie X
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Aufgabe 7
Esist fy(x,y)=y2e &+9 x,y >0.

(o0} o0 1 o0
folx)= / folx,y)dy = / yPe " dy = / y¥(x+9)e T dy
_ 1 2 : a)
_x+1?E(X ) mit X ~ X (x + 1)
122
x40 (49?2 (x+98
Dies fiihrt zu:
_folx,y) 2 3 —(x+?)
folylx)= =0.5y%(x+19)e x,y>0
folx)

(o¢)
=E(Y|X=x)= / 0.5y3(x +9)°e tdy
0

1

Mit der Substitution u =y(x+1),dy = 5

d u folgt weiter:

05 [™ 3
E(Y|X=x)=—— Setdu=
YiX=x="T175 ), we =15

E(Y?|X=x)= / y2falylx)dy = / y20.5(x +9)°y2e 7+ dy
0 0
05 [* , . 12
= d —_—
(x+ﬁ)2/0 we A= oy

3
_ _ 2 _ 2 — -
Var(Y|X =x)=B(Y*|X=x)- E (YIX—X)—(Hﬁ)z-

Ein addquater Ansatz ist ein gewichteter KQ-Ansatz mit dem Zielkriterium

Z(xi + 9 (yi —3/(x;+9)* — min!

Aufgabe 8
i)
6
In(L($)=In (H fﬁ(x,-)"f> =In(9#*°600%°? (7508 - 1500° - 2500* - 3500 - 4500 - 5500)~?+V)
i=1
= 201In(1) + 209(600) — (¥ + 1)(81n(750) + ... +In(5500))
=20In(%) — 18.0699 — 146.008
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1 2 3 4
| | | |

-160

-170 In L() = 20In® — 189 — 146

-180

-190

-200]

Nullsetzen der Ableitung:

2 20 20
0= L In(L®) = = — 18.069 5= = 1.107.
9 M= - 18.069

Wegen
2

n
202 In(L(¥)) |17:1§ = _ﬁ |ﬁ:]§ <0

liegt ein Maximum vor.

Aufgabe 9

n!

P({N1, No}=(ny, n2)) = (1 — 1y — 1p)!

nlan-2

T nlng!(n—n —ny)

ﬂ2n1+n2(1 _ ﬁ)Zn—an—ng

nlan—2

ni!ln,!(n—ny—ny)!

In p(ny,n2)=1In (

2nm+ny 2n-2mny 1
9 1-9

d
——<Inp(n,,ny)=

a9

2n,+ny 2n—2n;—n ~ 2n,+n-, n1+n2/2
= = > = ”(?: =

v 1-79 2n n

92m (21?(1 _ ﬁ))"z(l _ ﬁ)2("_”1_”2)

) d+2ni+n)ind+2n—-2n,—n,)In(1-1)
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Erwartungstreue:
- N 1_/N. 1
E() = E(—l) +—E<—2) =2+ -20(1—19)="1
n 2 n 2

Konsistenz:
Mo, 92
]\7 Gesetz der grolRen Zahlen !
F—20(1-1)

R Ny, 1 N z
Var(9) = E [<71+5-72—1?2—1?(1—ﬁ)) ]
= Var|( — | +Var|{ — )| +2Cov| —,—
n 2n n 2n
<Vvar| — |+Var| — | +4/Var|( — ) +Var| — — 0
n 2n n n

Effizienz:
8_21n (n n)__2n1+n2_2n—2n1—n2
ggz PV T E T 1—0)7
Damit folgt:
02 2N1+N2 2n—2N1—N2
—E|l =1 Ni,N,) | =E
(aﬂg np( 1 2)) ( ﬂz + (1—"?)2 )
1 2n 2nd?  20(1-1)
=—(2n?*+2n9(1 -1 - -
gz +2nd0 =0+ a5 ~ g T 1oy
_2n+2n1—ﬂ+2n(1—ﬂ 2nd " l+ 1 . 2n
B 9 1-92 1-9 9 1-9) 9(1-1)
Also ist

1 _91-9)
—E(ai;lnp(Nl,Nz)) 2n

. 1 1 1 1 2
Var(9) = ﬁVar (N1 + §N2> =3 (Var(Nl) + ZVar(Nz) + ECOV(Nl,N2)>

= % (nﬁz(l -9+ inZﬁ(l — (1 —28(1 — ) — n9*29(1 —ﬁ))
= %ﬁ <ﬁ—ﬁ3+ %(1 - —9(1—9)* —29°(1 —ﬁ))
1 1 3 1

Die Varianz von @ ist gleich der Rao-Cramér-Schranke, 1 ist effizient.
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Aufgabe 10

2
In L(u)=2In7 —1In <1+ (% —,u) ) —In(1+(2+w?)

—u 2+
27 142+ pp
—u) 2+u)

0L (5-n)+(5-n) Crur-erm-ein (5 —u)z
2 2 2

3 1 ) ) 1 ) 1 )
=—5 T2t aputp) —pltap ) -2 -t ) —p | -t

9 9, 3
_Zu=Zut-2
p-u u

3 9 2 9
= 0=u +Z,u +Z,u

ur1=0
L () 9 _ 93 - 3
Hes="7g 8) 8 8 He=my W= 75
Aufgabe 11

1\ "
L(%) = (g) (5_217)2(3—%)(2—%‘)/2(1‘)_ I)Z(xi_l)(4_xi)/2

n

1 — 1
anﬂ):—4ﬂn3+52:@—5xrhﬁﬂnﬁ—2ﬁ}%EE:W—Exrhﬁﬂnﬁ—Zm

i=1 i=1

1 — )
+5§;p4+5m—xghnﬁ—n

oInL®) = -2 - ,
29 — 5o 21?223(6 5xl+x)+ﬁ 122( 4+5xl—x 20
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Umformen fiihrt zu:

1
d—1

_(6n —5n% +nx?)=
5—219( )

1 — -
— _ > 2
22( 4n+5nxk —nx?)
i=1
~ - - . - 5 _
= 1?(6—5)'C+x2)—(6—512+x2)=—19(—4+5)'c—x2)+5(—4+5i—x2)
. - 25_ 5 - 15_ 3 -
= 20=6-58+x2—10+—F%——x2=—4+—%——x2
2 2 2 2

- 15 3 -
> f=—2+—%—-x2
4 4

Esist
lk 2k 3k

E(X¥)=—(5-20)+ =@ - 1)+ =1 —-1).

(X5 =S (6=20)+ (@0 -+ S0 -1)
Das ergibt:

8 11 30 33 92 95
EX)=1, EX?)=-—-+—1, EX’)=-—+=>10, EXY=-—+—1
(X) (X7) 313 (X?) 373 (X*) 373

E(ﬁ):E<—2+EX—§X2):—2+EE(X)—§E(X2):—2+E1?—§<—§+Eﬁ)
47y 4 4 4 4\'3" 3

=17.

9 ist auch konsistent, da X — E(X), X? — E(X?).

Effizienz:
. 15_ 3 -
Var() = Var (—2 + ZX— ZX2>

1 <~/15 3
Var| — =X -=x?
(n;(4 g l))

1 15 3 5
—Var| —X—--X
n 4 4

Il
S|~
/
7N
=&
<
|
| w
>

[\
N~~~
[\
N———
|
S|~
N
o]
7N
>[5
>
|
| w
"%
~~
~_
[\S]
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15 3.,\° 225 , 45 ., 9 ,
E( [ —Xx--X =B —x?-2—X3+—X
47 4 16 16" 16

225 8+11ﬂ 90 30+33ﬂ+9 92 95,9
T 16 3 3 16 0 3 16 3 3

1
=3 [(—1800+ 2700 — 828) + (2475 — 2970 + 855)¥]

3 15
=420
2 2

Var($) = % (%

5y L (2 Ty )= L (5h7920%);
+0 (ﬁ+2)>_n< S t57 ﬁ)_Zn( 5470 —20%);

andererseits gilt

In fy(x) = —In3+ %(3 —x)2—-x)In(5-2%+ %(x —1)(4—x)In(¥-1)

i _ 2 2 1 _ 2

lnfﬂ(x) = 2(5_21?)(6 5x+x )+2(17—1)( 445x —x°)
a —4 ) 1 )
aﬁzlnff,»(x) 25 ﬁ)z(ﬁ 5x +x°)— 20— 1)2( 445x —x°)

d 2 8 1 1 8 11
<aﬁ21“f"““> m(“ﬁ 3 ?’?) m(f’ﬁ‘“a‘?ﬁ)
10_4, 4o 4
5= 21?)2(3 3) 20 — 1)2( _3>

3(5 - 21?) 3(1?— 1) (5 —21?)(1?— 1)

Damit ist
1

—nE(;—;ln f,y(X))

1 1
=—(5-20)WT—-1)= —(-5+79-29%)
2n 2n

# ist also effizient.

Aufgabe 12
Setze

1 falls Antwort ,ja und v = 1 falls Frage nach Eigenschaft A

X= 0 falls Antwort ,nein‘’ ~ 0 sonst

Gegeben ist:
P(Y=1)=p,P(Y=0)=1-p,P(X=1Y=1)=¢q, P(X=1]Y=0)=1—¢q, PX=1)=T.
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6]
r=P(X=1)=P(X=1Y=1)P(X=1)+P(X=1]Y =0)P(X=1)
=qp+(1-g)1-p)=2p-Dg+(1-p).
(i) EsistP(X=1)=r, P(X=0)=1-rund R=+ >_" X;, wobei die X; unabhéngig sind
(Ziehen mit Zurticklegen).
Also hat nR eine %(n, r)—Verteilung.Damit folgt E(R) = r und Var(R) =r(1 —r)/n.
Weiter ist
1 —1
R+ p
2p—1 2p—1

. - 1 p—1
t E = ER =T.
mit B(Q)= 7 E(R)+ 5 — =7

Aufgabe 13

Schétzung fiir den Anteil der Personen, die Cholesterin fiir gefdhrlich halten

...ohne Schichtung
1
p=——(165+149)=0.61933
P =¢,7(165+149)

...mit Schichtung (Anteil der Manner 48 %)

165 149
p=-—0.524—0.48 =0.62149
250 257

Vergleich der Varianzen:

—~ _0.61933(1—0.61933)
Var(p)= =07

- @(1_@) &(1_£)
Var(p)=0.522 20 250° (482 257___257" — () 0004611
250 257

=0.0004650

Aufgabe 14
1. Schiitzung: X = 755 >~ x; =100
5 . X, _ 100 80000 _
2. Schétzung: $uy = 5 To500 = 80

Vergleich der Varianzen:

— 1 (1 ) n 1 200

] ” 100 /490000 100\2 /50000
:—(1——) 14800 — 2— —100-10) )+ (— ) (Z==-10
U TN 10 \ 200 10 200

1 200 1
=— (1 - —) (14800 —20-1450+100-150) = 200 0.98-800 =3.92
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Aufgabe 15
Seii=a,X,+---+a,X,. Dann gilt

E(a)= ZaiE(Xi)ZHZai .
i=1 i-1

Damit folgt

n
0 ist erwartungstreu = Z a;=1.
i=1

Weiter ist
n n n
Var(f) = Var(z a;X;)= Z aiVar(X;)= o Z as.
i=1 i=1 i=1
Damit die Varianz minimal ist, muss also gelten Z?:I a? = min!

Seinun h(a):=>_"_ ajund f(a):=) ;_ a; —1 mita €R", d. h. minimiere h(a) unter
der Nebenbedingung f(a)=0!

Sei nun a* der gesuchte Punkt, dann gilt
grad h(a™) = Agrad f(a*) AER
— 2a* = A(1,...,1)

N a; =A/2 furi=1,...,n

Aus Y ! ai=>" A/2=1folgtA=2/n,alsoa}=1/n i=1,...,n.
Var() ist also minimal fiir

1 1 _
p==X+..+—X,=X,.
n n

Aufgabe 16

i)

1 ol xp] . = E(X_)=4—2ﬂ

0019 0 0 X=4-29

1]029| 029 o020 g =X o 1px

210.39| 0.69 1.29 2

30049 129 3.6 Var(X) = (16— 119) — (4 — 267
ar(X) = - —4-

S| ola-29|16—119

=16—-119—-16+160—-49>=59—479
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Konsistenz:
E((% — %) = Var($) = Var(2 — 1/2X) = 1/4 Var(X)
11 11 1
=—.Var(X)=--—(59—-49%)=—9(1.25-1)
4 n 4 n n
= lim E((§, —9)*) =0
ii) Sei Y; :=#{X = 0} mit ¥; ~ 8(n,0.19), dann gilt ¥, = 10 Y /n.
_ 10
= E(ﬁg)zlo/nE(Yl):;(n-o.lﬁ):ﬂ

100 100 1
Var(9,) = — Var(¥) = —0.19(1 - 0.19) = — 8(10 - ).
n n n

Analog sind 193 und 9, erwartungstreu und
R 2.52 1 . ~ 1
Var(t3) = 70.417(1 —0.40= ;ﬂ(Z.S —1) sowie Var(dy)= ;ﬁ(l —-1).
Relative Effizienzen:

Var(d,) 10-19 . Var(d;) 25-19 - Var(9,) 125-19

== > 2 U
Var(d,) 1-19 Var(d,) 1-7 Var(,) 1-9

>1

= ¥, ist der effizienteste unter den vier Schitzern.
U4 ist auch effizient:

2 B 1/1? x=0,1,2,3
%lnfﬂ(x)_ { —-1/(1-9) x=4

g 2y =L ! A S
Ey <(%1nfﬂ(xn > = P S+ T PX =)= g b o =

Die untere Schranke nach Rao-Cramér ist:
1 _9(1-19)

= = Var(%
Y I

Aufgabe 17

1 n
P(X(n) <x)= <5x> 0<x<¥

lim X,y =1 = VminVk>n 9-Xu<l/m

n—oo
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wegen Monotonie von X(,): lim X(,,) =9 = Vmin 9—-Xu,<l/m
n—oo
= Divergenz bedeutet: dm Vn U—-Xq,)>1/m.

p <ﬂ{ﬂ—X(,,) > 1/m}> =P <ﬂ{x(,,)§ﬁ— 1/m}> <PX,<®—-1/m) Vn

:(777_;/’”) — 0 (da®—1/m>0)

= P<Uﬂ{ﬁ—X(n)21/m}>SiP(ﬂ{ﬁ—Xm)Zl/m}>=0
m n m=1 n

= P<lim|X(n)—1?|:0>:1.
n—oo

Aufgabe 18

Wihle S(X;, X,) = X; + X, als suffiziente Statistik fiir p und definiere als neue erwartungs-
treue Schétzfunktion nach Rao-Blackwell gemdB  T; := E.(T|S) mit Var(7;) < Var(T)

Es gilt

E(T|IX1+ X, =x)=1-P(T=1|X; + X, =x)+0-P(T =0|X; + X, = x)
_P(T=1,X1+Xo=x) PX;=0,X,=x) p(—-p)p(l-p)
P tXe=x)  (+DpA(A-pl (x+1pA(1-p)
1

:x+1

1

> X, X)=—
1%, Xe) X+ X, +1

Verteilung von X; + X, ist vollstandig und bildet eine Exponentialfamilie. = T} (X3, X»)
ist nach Lehmann-Scheffé UMVUE.

Aufgabe 19
Nach Lehmann-Scheffé ist zu zeigen:
1. {fy(x)|V € O} ist vollstandig
2. Xy ist suffizient fiir 9

3. Es gibt erwartungstreues T = t(X(,) fiir 9
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zul)

X(n) hat die Dichte fy(1)= ;""" 0<t<7.

Sei Ey(h(X()))=0 Vi 0<1<oo. Also:

Ul Ul
Eﬁ(h(x(n)))z/ h(t)%t"‘ldt - 0@/ h(t)t"'dr = 0
0 0
T
h stetig:> ]’l(t)tn_ldt =0 Vﬁl,ﬁz ﬁl <"l?2
h

Es gibt kein Intervall (a, b) mit h(t) >0 VYt €(a,b); sonst ergidbe sich ein Widerspruch
durch

b b b
/ h()e"'de > / h(t)a"'dt > a”‘l/ h(t)dt > 0.
a a

a

Analog gibt es kein Intervall (a,b) mit k() <0 V¢ € (a,b). Wegen der Existenz von
f ab h(t)f(t)dt folgt: h ist an hochstens abzédhlbar vielen Stellen unstetig!

P(h(Xm<0)=1 N P(h(Xm>0)=1

zu 2) T(Xj,...,X,)=max(X;) ist unabhingig von ¥ und somit suffizient fiir .

zu 3)

9 9

n n 1 n

EXp)= [ x-—x"'dx=— M = 9
Xew) /0 " 9" {n+1 o n+l

n+1
= t(X(n)) = TX(n) = E(I(X(n)))z .

Somit ist nach Lehmann-Scheffé T = £(X(,,)) = 2 X(,,) UMVUE.

Aufgabe 20

Einflussfunktion der Stichprobenvarianz
1 & 1 & ’
§P== lez - <— Z&)
o o
1 n—1 1 1 n—1 2 2 n—1 1
— 2 —x2 _ . J— . — e
= n;Xi + X - <le> " <le> Xy = —X,
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Also:
n[E(S?|X, = x) —E(S?)]

n-1 1 n-1 2 2 1
:ZE(X?)—FxZ - ;E (ZXi> - ;(n—l),u-x - ;xz
i=1 i=1

n—1 1 n—1 2 2 1
- > E(X}) - E(X2) + —E Xi —(n—1u* + —B(X?
;(J (X)) + — (z_;) + (=1 + —E(X;)

n—1 n-—

n—1 n—1 1
x% - ZT,u(x—,u) - TE(Xi): [x* —B(X?)—2xp + p?]

n
—1 -1
:nn [xz—(02+,u2)—2x,u+,u2}=n

[x*— 0% —2xp+ ]

somit

n
IF(x, Ty, (u,0%) = ig}o [x*— 0% —2xp+p?] =(x —pf —o’.

Aufgabe 21

Maximume-Likelihood-Funktion mit Dichte von Y =1n X :

1 \'/1\" 1 "
L(.UL;U%):<\/T—TL_> <;) exp{_ ) <;(1ﬂxi—ﬂﬂz>}

n 1 <&
In(L(ug, 02)) = —(In27—In o?)— 207 ;an xi— L)

0 1 <&
0=5 W=7 > (nx;—py)

L j=1

n n
R R 1
= E Inx;=ng, = ”L:;E In x;
i=1 i=1

0=

n 1 <&
Sl =55+ (nx—w)
L L L i

n2e3 & , o _1¢ .
L= Mnxi—w)? = 62=—> (nxi—f)
2071 i=1 i
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Aufgaben aus Kapitel 7

Aufgabe 1

Paretoverteilung mit k =6 und 9 =0.4:

empirische Verteilung: F(x;)=1/35.

Fy(x;)= / Gk x~T+Hdy =
k

6

o0
/ 0.4-6%x dx =1—(6/x;)"*

Wertetabelle fiir Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

| Nummer| x| B B || o) = BGel] 1B 1) — o))
1 6.7010.029] 0.043 0.015 0.043
2 7.1010.057] 0.065 0.008 0.037
3 10.60{0.086] 0.204 0.118 0.146
4 14.50(0.114] 0.297 0.183 — 0.212 «—
5 15.40(0.143( 0.314 0.171 0.200
6 17.00({0.171 0.341 0.170 0.198
30| 428.70(0.857(0.819 0.038 0.010
31| 513.60(0.886( 0.831 0.054 0.026
32| 545.80(0.914] 0.835 0.079 0.050
33| 750.40(0.943| 0.855 0.088 0.060
34| 863.90(0.971| 0.863 0.108 0.080
35(1638.00{1.000| 0.894 0.106 0.077
Es gilt somit:
~ Modif.
sup |F(x)— Fy(x)|=0.212 = v35-0.212 =1.254

Dieser Wert liegt damit unterhalb des kritischen Wertes (= 1.36) fiir « = 0.05

= Hy: X ~2.4/(6,0.4) wird nicht abgelehnt

Aufgaben aus Kapitel 8
Aufgabe 1
Aufgabe 2
A(X1, X2, X3) = SUPyep PU(X1, X2, X3)

SupﬁeG)g pﬂ(xl » X2, .X,'3)
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Verteilung der moglichen Stichproben mit Quotienten

Ul

X1 X2 X3 1 2 3 4 5 A(XI,XZ,)C::,)

0 0 0/0.729 0.343]0.125 0.027 0.001|0.125/0.729 =0.171
0 0 1/0.081 0.147{0.125 0.063 0.009(0.125/0.147 =1.176
0 1 0(0.081 0.147|0.125 0.063 0.009 1.176

1 0 0(0.081 0.147|0.125 0.063 0.009 1.176

0 1 1/0.009 0.063{0.125 0.147 0.081| 0.147/0.063 =2.33
1 0 1({0.009 0.063|0.125 0.147 0.081 2.33

0 1 1(0.009 0.063|0.125 0.147 0.081 2.33

1 1 1]0.009 0.027]0.125 0.343 0.729| 0.729/0.027 =27.0

H, wird abgelehnt, falls A(x7, xo, x3) > 2.33

9| Py(A(x1, X2, x3) > 2.33)

1 0.028

2 0.216

3 0.500

4 0.784

5 0.972
Aufgabe 3

Verteilung der mogliche Stichproben

X1 X2

)

1 2 3

4

0.36(0.16/0.09|0.01
0.18]0.20(0.12]0.03
0.18]0.20(0.12]0.03
0.06{0.04{0.09(0.06
0.06{0.04{0.09(0.06
0.09]0.25(0.16|0.09
0.03]0.05(0.12]0.18
0.03{0.05(0.12(0.18
0.01{0.01{0.09(0.36

i+ii) Tests zum Niveau o =0.13

... Test zum Niveau 0.216
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Py(A)
Nr.| Ablehnbereich A 1 2 3 4

(1,1),(1,0),(0,1) [0.07]0.11]0.33|0.72
(1,1),(~1,1),(1,—1)|0.13]0.09|0.27|0.48
(1,1),(1,0),(1,—1) |0.10{0.10{0.30|0.60
(1,1),(1,0),(~1,1) |0.10{0.10{0.30|0.60
(1,1),(0,1),(1,—1) |0.10]0.10|0.30{0.60
(1,1),(1,0),(=1,1) |0.10]0.10|0.30{0.60

W Ol W -

iii) Alle Tests sind unverfilscht, da P; 4(A) > P, »(A) fiir alle Tests gilt!

iv) Test Nr.1 hat die grote Glite fiir ¥ =3 und ¥ =4 und ist somit bester Test!

Aufgabe 4
a) Sei X(1), ..., X(n) die geordnete Stichprobe. Lehne H ab, wenn X(,;) > ¢,. Unter H, gilt:

P(X(n) < €a) =P(X1 < Cayevey Xn < €a) =P(X1 S €0) . P(Xy < €0) = (1— (1= p)c=t!)”

P(X(n)an)Zl—P(X(n)Sca—l)zl—(1—(1—p)0a)"§a
© 1-as(1-(1-p)*)" e (A-p<1-(-a)'
In(1 (1 -a)/")

)< —(1—-a)V" 2
< en(l-p)<h(1-(1-a)'")= ca= In(1-p)

(da In(1-p)<0).

In(1-0.85/4)  —3.2235

b) X4 =8 = 11.205 > 8. H, wird nicht abgelehnt!

In0.75 —0.2877
c)
In(1-0.85/8)  —3.9065
= =13.579 > 8
In0.75 —0.2877
H, wird nicht abgelehnt!

d) Fiir n — oo gilt
In(1—(1-a)¥/m)
rsTTh-p)
weiter
P(X(n) < ca,nlH1) = P(X1 < ca,ny- s XnCanlH1)
= (1=(1=po) )" '(1 = (1= p)er) mit  p <po

P(X(n) = CanlHy) = 1—(1—(1=ppo)=)" (1 —(1—p)-r)

1-(1—p)e
= 1—(1—(1—po)e)"
=0 =p)™) e
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Da cq,,, — 00, gilt fiir festes p :

1—(1-p)er

W und damit P(X(n) > Ca,n|H1)—> Q.
— (1= pg)te

Aufgabe 5

x=1

x=1 x=0
) Ul
= X=——F"""—+—
—In(1-0(1-17)
E(Xz):isz(X:x):aixﬁx —— ix(l—ﬁ)ﬁx -4 v = @t
=1 g 1-% <= 1-91-9 (1-9)p
Eoo) mit x~960(1-9)
- 9
= x’= = =
—In(1 -1 —9)?
Momentenschitzer:
t H(-In(1 -9 -2 - < 0
i:ﬁ( o Aﬁ)( Aﬁ)A) —1-9 = d=1-= als erste Ndherung
x2 —=In(1—=1 =N x2

Fiir die empirischen Momente ergibt sich (x > 1):

26 26

1 L 1 .
> xion;=39272x° = —— x?n; = 245271= 1§ =0.8656.
i=1 387 i=1

=
387 &

Vergleich mit beobachteten Daten:

X; 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n; 164 71 42 28 17 12 12 9 7 6
n-P3(X=x;)[166.93 72.24 41.69 27.06 18.74 13.52 10.03 7.60 5.84 4.55

X; 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n; 3 3 5 1 0 1 0 0 1 1
n-Py(X=x;)| 358 2.84 227 1.83 147 1.20 0.97 0.80 0.65 0.54

Xi 21 22 23 24 25 26

n; 1 1 0o 1 0 1
n-Py(X=x;)| 044 037 030 025 021 017

Geringe Abweichungen lassen auf eine sehr gute Eignung des logarithmischen Modells

mit ¥ = 0.8656 schliefen!
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