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1. Mortalitatsmodellierung: Ein historischer Uberblick
(unvollstandig, basiert auf Pitaccio (20@i)rvival models in actuarial mathemadics

Klassisches Problem eines Lebensversicherers:
, Wie hoch sind die (im néachsten Jahr) an die Veesitem zu leistenden Zahlungeh

LAntwort”. Starkes Gesetz der grol3en Zahl
= Ist p die Uberlebenswahrscheinlichkeit eines ,typisciensicherten®, so gilt

Z=p-N-4 (2p(l-p)zVN)

wobeiN = Anzahl der Versichertea,= jahrliche (Renten-)Zahlung.

Aber:

Es gibt keinen typischen Versicherten, die Uberlelmsw-keit hangt stark vom
Alter des einzelnen Versicherten ab !




1. Mortalitaitsmodellierung: Ein historischer Uberblick -2-

Alterung, Lebensdauer und Mortalitaitsmodellierung: Ein historischer Uberblick

1662: Erste detaillierte Untersuchung der Sterkkithder Londoner (Graunt)
1693:Halley erstellt die erste Sterbetafeln Breslau)

1746: Deparcieux versucht eifgeigerung der Lebenserwarturgu belegen

1766:Bernoulli untersucht Mortalitatsintensitaten p(x)
1772: Lambert drlickt die ,Exhaustion of man’s potwereiner Formel aus

1798: Malthus entwickelt das Modell des exponelatirePopulationswachstums

1825:Gompertz schlagt exponentiell wachseniliertalitdtsintensitatenvor

1860:Makeham erlaubt ,young mortalityim Gompertz-Modell

1872: Thiele entwickelt ein erstes komplexes Lebesviodellfir i (x)




Abstrakt:

Ein Mortalitatsgesetast ein mathematischer Ausdruck, der die Sterkédisrate als
Funktion des Alters des Individuums beschreibt.

Py = P( Individum Uberlebt die nachsten i Jalhre Incht das heutige Alter):

i
Vorgehensweise: DefiniereMortalitatsratenuber | Py = exp{—f Uyis d% ;
0

u<XG) —oe™, apB>0 Gompertz (1825)

p<XM> = aeP+ Y,apB3>0y>0, Makeham (1860)
2

W — e ™ po,e 2O Lo d8 a, B n>0  Thiele (1872)

P) _ aeBX+y
14 6 L eePX

, a,By,0e>0 Perks (1932)



1. Mortalitaitsmodellierung: Ein historischer Uberblick

Bilder der Mortalitatskurven (reale Daten bei Gompeand Makeham)
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2. Mortalitatsentwicklung: Einige Daten

Beobachteter Trendlanglebigkeit
(Mortalitat (versicherter) britischer Manner zwisch1947 und 1999)
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Daten ausJPMorgan ,Pension Alert April 2007
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Eindeutige Tendenz: Die Mortalitatsraten sindicht konstant im Zeitablauf

Was ist zu tun ?




3. Mortalitatsmodellierung heute:
Dvnamische(stochastischgMortalitatsmodelle

Ziel:

Finde eine Modellierung der Mortalitatsraten, dem drend zur Langlebigkeit
darstellen kann

Eine Mdglichkeit:

Finde ein Modell, in dem sich die Mortalitatsratan derKALENDER -Zeit
andern

= Dynamische Mortalitat

Eine Alternative (bzw. Konsequenz !):
= Generationssterbetafeln



Einfache Maoglichkeit: Fortschreibund,, Extrapolation®)

Mortalitat im Zeitablauf
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Mortalitéat im Zeitablauf (mit Fortschreibung)




Modellierung dynamischer Mortalitatsraten mittels Extrapolation

1. Fassergalisierte Uberlebenswahrscheinlichkeitén

1) py(t)= Anz.der zur Zeitt { * )i Jahr,'te{—(iJrl) ~(142)s N}

Anz.der zur Zeitt x Jahrigen

als Werte einer Funktion der Zeit auf
2. Approximiere die Funktion durch (z.B.) Splinelen Polynominterpolation
3. Erhalte aus Interpolationsfunkti&f?(.) (mit Extrapol.) die benétigten Schatzer

2) D (0)=)(0), i=1...N

= wird hier nicht weiter verfolgt (siehePitaccio (2005))



Weitere Moaglichkeit: Stochastische Simulation

Mortalitat im Zeitablauf

Mortalitat im Zeitablauf (mit Simulationen)




= Allgemeiner Algorithmus (Grundidee nach Lee und Carter (1992))

Algorithmus:, Stochastische Modellierung von Mortalitatsraten®

0. Wahle eingparametrisierte stochastische Forfiir das zu verwendende
Mortalitatsgesetz (bzw. die Uberlebenswahrschdikbiten).

1. Bestimme aus vorhandenen Sterblichkeitsraterediesierten
Mortalitatsraten (bzw. Uberlebenswahrscheinlichkeiten)

2. Kalibriere den stochastischen Prozester dem in 1. gewahlten
Mortalitatsgesetz zugrunde liegt, an die Zeitrelbe Mortalitatsraten (bzwj
der Uberlebenswahrscheinlichkeiten)

3. Verwende den Prozess &imulation zuklnftiger Mortalitatsraten

Vorteile dieser Methode:
- zukinftige Mortalitatsszenarien durch Monte C&imulationen beschreibbar
- Konfidenzintervalle fir Uberlebenswahrscheinlieli&n




Modellansatze
1. Stochastisches Perks-Modell nach Cairns, BlakBowd (2005)

p(t+1,t,t+1,X) = Antell der int = O lebenden Mitgliedern einer Kohorte, die zum
Zeitpunkt O alle ein Alter vor hatten und auch+1 erlebten.

Fur jeden vergangenen Zeitpunkind alle vorhandenen Anfangsalker O bestimme
die Werte Aq(t), Ax(t)) mittels Kleinster-Quadrate-Schatzung aus

1
Aq(t+1)+ Ao t+1)( x+t)

p(t+1,tt+1,x =
1+e

wobei
Alt+) = A(t)+v+CZ(t+1) ,ve IR ,Cc IR%t=0,1,2, ...

C eine obere DreiecksmatriX-Prozess der Zuwachse einer zweidimensionalen Brown
schen Bewegung zwischénndt + 1.

Interpretation
» A;-Prozess: zeitliche Entwicklung der allg., alteisimangigen Sterblichkeit

* A,-Prozess: zeitliche Entwicklung der altersabhangigeerblichkeit



Noch zu erledigen:

Schatze die ParameterundC aus ihren Eigenschaften als Erwartungswert, Varian
und Kovarianz der Zuwachse dég’rozesses mit der Maximume-Likelihood-Methode
(oder — unter der Annahme der Normalverteilung @ant dazu — der Kleinsten-
Quadrate-Methode) und den Werten deRrozesses.

Referenzpopulation deutsche Manner im Alter von 60-89 in den Ja@93-2004
(vom Statistischen Bundesamt veroffentlicht)

—
" -0,03917) —F
V= . CC

0,000147

Beachte:
- Sehr guter Fit
- Corr(Aq(.), Ax.)) =0,98238
p——
Evtl. ein stochastischer Faktor ausreichend !

0,002924269 -0,000043 A(2004)— -10,8497
-0,00004349 0,0000006¢ | 0,10544




Modellansatze
2. Stochastisches Stochastisches Gompertz-Mod#l, Natcheva, Zipperer (2006))

u30(t) = a(t)

mit

da(t)=—koa(t)dt, k>0, a(0)=aj
dB(t)=pdt+o dw( 1, B(0) =Py

Schatzer fik : kK = 0,0644
Schatzer fur (ug):

=> Sehr gute Anpassung anwenige ) deutsche Daten !



Empirische Daten:
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Simulierte zuklnftige Entwicklung der Mortalitatezaeines |1 (65,t) eines
65-jahrigen deutschen Mannes:

Stoch. Gompertz
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Weitere Modellansatze

3. CIR-Modell nach Dahl und Mgller (2006)

(sehr detailliert ausgearbeitet, technisch anspgnaih!)

4. Zeitabhangiges Gompertz-Modell nach Milevski undPromisiow (2001)

,Falsche” Gompertz-Variante:
uS (1) = a " — (), a >0

mit dY(t)=—-vY() dt+ dW | ,YO)=0vy >0

= Nur die allgemeine (!) Sterblichkeit andert sichZeitablauf



4. anglebigkeitsbonds, Langlebigkeitsindices und Co.

Probleme:
» Zukunftige Rentenzahlungen steigen
« Kauf entsprechender Annuitaten ist zu teuer (,Neibbénde erhalten Rente®)

Moderne Zutaten aus der Finanzwelt —1- Langlebigkeitsbonds
 Annuitaten, deren Zahlungen an die Uberlebensfanktler Versicherten)
angepasst sind
» Beispiel: EIB/BNP-Longevity Bond

o Nennwert 540 Mio €, 25 Jahre Laufzeit

o ldee: Annuitat, deren Zinszahlu&g) mit dem Anteil der zur Zettnoch
Lebenden der in 2004 65-Jahrigen multipliziert wird

0 Angeboten im Dezember 2004

o Geringe Nachfrage und dann 2005 zurtick gezogen

o Hauptproblem: Wie ist der L-Bond zu verbuchen ?
Was darf ein solcher Bond kosten ?



Moderne Zutaten aus der Finanzwelt —2- LifeMetrics™™
Marz 2007: JPMorgan stellt das KonzégeMetrics®™ vor

» LifeMetrics Index (Aus Mortalitdtsdaten von USA und England & Wales,
differenziert nach Land, Geschlecht, Alter, jahr@dNeuberechnung aus oOffentlich
zuganglichen Daten) als Grundlage fiur einen fumstidhigen Markt

* LongevityMortality Derivatives(Handel geeigneter Derivate auf den LifeMetrics
Index zum Hedgen der Langlebigkeits-/Mortalitaikeg)

* Angebot von JPMorgang-Forwards

Funktionsweise eines g-Forwards:

At maturity: Hotional x 100
¥ fixed mortality rate

Counterparty A Counterparty B

(fixed rate payer) L LI I NN (fixed rate receiver)

Hotional x 100
® realized mortality rate

(aus JPMorgan, Coughan e.a.)



Einsatz eines g-Forwards zum Hedgen von Mortalitat:

Hotional x 100
x fixed mortality rate

Hotional x 100
x realized mortality rate (aus JPMorgan, Coughan e.a.)

Einsatz eines g-Forwards zum Hedgen von Langleliigke

Hotional x 100
¥ realized mortality rate

_H-utimal J{_1EID
x fixed mortality rate (aus JPMorgan, Coughan e.a.)

Nachteil: Vorteil:
Basisrisiko bleibt Markt erleichter die Bewertungeggeneterer

Derivate



5. Bewertung von Langlebigkeitsbhonds

Einige einfache Uberlequngen:

S(i) = Anzahl der Uberlebenden der Kohorte zur Ze
KohortengrofRe zur Zeid

p(t.To, T .¥= K Ind.lebt inJ Ind.lebt ingl ,Ind.hat D Alter x, {)

Gilt zusatzlich die Annahme
(U) Zins- und Mortalitatsentwicklung sind unabhangig

so ist der heutige Barwert (,der Preis*) der Kupaimangz = zSi) zur Zeiti gleich

exp[—if«@d% ] P )i 2E(S)i= (B )i 400, )

0

E




Hauptproblem:
Nur die Zinskomponente des Langlebigkeitsbondsastdelbar !

Es sollen gelten:

B) P(tT)= EQ{ex;[} & d}‘ ti

(U) Zins- und Mortalitatsentwicklung sind unabhangi@unter Q ...)

—
Maoglicher Preis flr den Langlebigkeitsbond (mit 2)=

iex;{lf (9 d} $>ﬂ(t§i) tﬂi P vi & S t)(](tSi)’

aber: Ist eine solche Bewertung zu rechtfertigen ?

P ()=




,Mortalitdtskompatible“ Bewertung:

p(L) (t)= ENzl P(t,i) Ep ( S i) t)](tgi) ’

wobeiP das zur Mortalitatsentwicklung gehdrende Mal ist.
 identisch zu obigem Ansatz, weRrdie ,,Mortalitatskomponente” vo@ ist.

« Tatsé&chlich sind Marktpreisl€1i\<,|L> (t) hoher !

Mogliche Erklarungen:

1. Anwendung versicherungsmathematischer Bewerpuimgspien
P,\<,|L> (t)=(1+0) P<L>(t), 5>0, Erwartungswertprinzip

2. Risikoneutrale Bewertung im unvollstandigen Mark

- Langlebigkeit nicht handelbat kein eindeutiges aquivalentes Martingalmalf3
- Marktpreis des Risikos



zu ,2. Risikoneutrale Bewertung im unvollstandigenMarkt*

Preisdifferenz lasst sich durch Verwendung des M&RstattP zur Bewertung des
Mortalitatsrisikos erklaren, wobaidurch

Pe) P01 (0= 0 By (S

bestimmt ist (aber evtl. nicht eindeutig !)

Beispiel 1: CDB-Perks-Modell
- Ubergand® zu P, O Ubergang zu v-CA
- Bestimme\, so dass (PG) gilt (muss nicht unbedingt existiey




Numerisches Beispiel:

quadmtischer Fehier
(%1 o i |
2

-6

Abbildung 2: Flache der quadrierten Differenzen zwiscﬁ&"r)l(o)

= Ldsungslinie !
= Welches ,Losungsmal* wahlt man ?
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Abbildung 3: Schatzungen fU (S (t)) fur deutsche Manner im Alter von 60-89 im Caiena. Modell fur P,
Q(1.22, 0), Q(0,-6.91), Q(0.59,-3.36). Daten aua3t2004, 5000 MC Simulationen

= Will man ,konservativ* bewerten, so fallt Q(0,-@.Qweq !



Beispiel 2: KNZ-Gompertz-Modell
-Ubergand® zu P, O Ubergangu zup -oA

-Bestimme), so dass (PG) gilt (muss nicht unbedingt existi¢ye

= A =0.20, ,konservative* Bewertung
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Abbildung 4: Schatzungen fl [S (t)] fur deutsche Manner im Alter von 60-89 im stostiechen
Gompertz-Modell fur die Mal3é undQ (483): Daten aus 1993-2004. 5000 MC-Simulationen.



Modellvergleich:

e Simuliere mit den kalibrierten Parametern in diduiuft
» Berechnet&(S1)) und Preise langer laufender Bonds
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Abbildung 5: Schatzungen voB [S (t)] fir deutsche Manner mit Hilfe der Modelle vonii@a et al., Milevsky
and Promislow und stochastischen Gompertz-Modelted aus 1993-2004. 5000 MC Simulationen.



Preisvergleich:
Bewerte den EIB/BNP-Langlebigkeitsbond mittels Mi&lation

—

Modellart: P-(0)
Cairns e.a. 11.388
Milevski und Promislow 10.328
Stoch. Gompertz 11.338

Konsequenzen:
» Cairns e.a. und stochastsischer Gompertz sind natieatisch
* MP liefert zu hohe Mortalitatsraten (=> zu niedrigeise)



6. Was ist das Patentrezept ?
Fakten:

» Langlebigkeit ist vorhanden (und erfreulich ...), a@ech nicht neu !
« Konzepte hierflr sind notwendig
* Noch gibt es keinen grol3en Markt zum Handel vorgletmgkeit/Mortalitat

Hilfe aus dem Finanzbereich (?):

» Erste Produktiiberlegungen sind interessant (alsdr ncht vom Markt so
eingestuft ...)

« Die Ublichen Mechanismen der Finanzmarkte stattéaNletrics®", ...)
* Angebot und Nachfrage der Produkte sind noch unklar

« Mathematische Modellierung steht noch am Anfangr ale notwendigen
Techniken sind vorhanden

Weitere Aspekte:
« Konsequenzen fur den ,Generationenvertrag” ? Naghthe Anpassung ?
e Der Finanzmarkt allein wird das Problem nicht I65en



