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Materialien

Die Materialien zur Vorlesung und Ubung kénnen unter

https://www.bwl.uni-hamburg.de/statistik/studium/sose2019/
zeitreihenanalyse.html

heruntergeladen werden.
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Vorlesungszeiten

Die Master-Vorlesung
Zeitreihenanalyse und Prognoserechnung

besteht aus 3 SWS Vorlesung und 1 SWS Ubung.

Die Vorlesung findet donnerstags 14:15 — 16:45 Uhr mit einer 15-miniitigen
Pause im Hoérsaal Wiwi B1 statt.

Die ersten zwei Ubungen finden mittwochs 10:15 — 11:00 Uhr im Hérsaal Wiwi
B1 statt. Ab dem 24. April werden die Ubungen mittwochs 9:15 — 10:00 und
bzw. 10:15 — 11:00 Uhr im Computerraum Wiwi 2043/2047 durchgefiihrt
werden.
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Literatur

Die Vorlesung basiert auf den Lehrbiichern:
m Schlittgen, R. und Streitberg, B. H. J. (1999), Zeitreihenanalyse, 8.
Auflage, Oldenbourg Verlag, Miinchen.

m Schlittgen, R. (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R, 3. Auflage, de
Gruyter Oldenbourg Verlag, Berlin / Miinchen / Boston.
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Literatur
Weiterfiihrende Literatur

m Shumway, R. H. und Stoffer, D. S. (2011), Time Series Analysis and Its
Applications, 3. Auflage, Springer Verlag, New York.

m Pfaff, B. (2008), Analysis of Integrated and Cointegrated Time Series with
R, 2. Auflage, Springer Verlag, New York.

m Brockwell, P. J. und Davis, R. A. (2006), Time Series: theory and
methods, 2. Auflage, Springer Verlag, New York.

m van der Vaart, A\W. (2013), Time Series, Skript, Universiteit Leiden,
Leiden, abrufbar auf der Internetseite http:
//www.math.leidenuniv.nl/~avdvaart/timeseries/index.html
unter Lecture Notes.

m Tsay, R. S. (2010), Analysis of financial time series, 3. Auflage, Wiley
Verlag, Hoboken.
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Klausur

Am Ende der Vorlesung wird es eine 90-miniitige Klausur geben. Erlaubte
Hilfsmittel:

m handschriftlich selbst verfasste Notizen im Umfang von 10 DIN-A4-Seiten

m nichtprogrammierbarer, zweizeiliger Taschenrechner

Klausurtermine  Tag Datum Uhrzeit Horsaal
Semestertermin  Di 9.07.2019 18:15 - 19:45  Audimax 2
Ferientermin Do 19.09.2019 14:15 - 15:45 Wiwi A
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Vorwissen

Vorwissen im Umfang der Pflichtmodule Mathematik und Statistik des
B.Sc.-Studiengangs BWL wird vorausgesetzt. Eine kurze Wiederholung finden
Sie in den Anhéngen A, B und C aus Schlittgen und Streitberg (1999).

Folgende Begriffe bzw. Sachverhalte sollten grundsatzlich bekannt sein:

m Zufallsvariable und ihre Verteilung

m Momente einer Zufallsvariablen (Erwartungswert, Varianz, Kovarianz,
Korrelation)

m Zufallsvektor und seine multivariate Verteilung
m statistischer Test, Konfidenzintervalle

m trigonometrische Funktionen
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Kontakt

Sie erreichen mich unter:

Raum

E-Mail
Telefon
Sprechstunde

Dr. Cristina Sattarhoff

0039.2 (MoorweidenstraBe 18)
cristina.sattarhoff@uni-hamburg.de
040-42838-1519

nach Vereinbarung
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Inhaltsiibersicht
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Stochastische Prozesse

Darstellung von Zeitreihen

Kapitel 1:
Stochastische Prozesse

1.1 Darstellung von Zeitreihen



Darstellung von Zeitreihen

Fallbeispiel Anzahlen von Luchspelzen

Der Datensatz enthilt die jahrlichen Anzahlen der Luchspelze, die im Zeitraum
1821-1934 in Kanada im McKenzie River District gefangen wurden.
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ZA je Zeitrejihe Luchs (Darstellung mit Punkten)
Darstellung von ltrelhen chatzung der theoretisthen Momeitte
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Darstellung von Zeitreihen
Fallbeispiel Anzahlen von Luchspelzen

Der Datensatz enthilt die jahrlichen Anzahlen der Luchspelze, die im Zeitraum
1821-1934 in Kanada im McKenzie River District gefangen wurden.
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Abb. 1.2: Die Zeitreihe Luchs (Darstellung
mit Punkten und Linien)
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Abb. 1.3: Die Zeitreihe Luchs (Darstellung

mit Linien)

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Darstellung von Zeitreihen
Fallbeispiel Globaltemperatur

Der Datensatz stammt aus Shumway und Stoffer (2011).
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Abb. 1.4: Die Zeitreihe %]Iobtemp
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Darstellung von Zeitreihen

Fallbeispiel Steuern

Der Datensatz enthalt die in DE monatlich gezahlten Gemeinschaftssteuern in
Mio. Euro, Jan. 1994 — Jan. 2000.
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o bb. 1.5: Die Zeitreihe steuern
Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Darstellung von Zeitreihen

Definition (Stochastischer Prozess)

Ein stochastischer Prozess ist eine Folge (Y;),., von Zufallsvariablen Y;. Der
Index t € T' wird als Zeit aufgefasst. Fiir die Indexmenge T" wahlen wir i.d.R.
T C N, Ny oder Z.

Definition (Zeitreihe)

Eine Zeitreihe ist eine Folge 41, ...,yn von Realisationen eines Ausschnittes
von (Y3),cp - Man nennt diese auch Zeitpfad oder Trajektorie des Prozesses.

Wenn es auf die Indexmenge T' nicht ankommt, schreiben wir fiir einen
stochastischen Prozess einfach (Y;), bzw. fiir eine Zeitreihe (y;).

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente



Darstellung von Zeitreihen

Definition (White-Noise-Prozess)

Ein White-Noise-Prozess ist eine Folge (¢¢),., von unabhangigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen &;.

Im Allgemeinen wird ein White-Noise-Prozess als stochasticher Prozess (&),
mit E[e;] = 0 und Autokovarianz-Funktion

0% firh=0
Ye(h) = .. .
0, furh#0

definiert.

White-Noise

. o
Darstellung von Zeitreihen Schsztig—ertheoretischentomente
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Darstellung von Zeitreihen

Definition (Random-Walk-Prozess)

(€t);en Sei ein White-Noise-Prozess. Ein Random-Walk-Prozess (Y;), . ist
definiert durch die Rekursion

Y =

rei Realisationen eineﬁ Remdom—Walk—Prozesses
chn chen

bb. 1.7:
Darstellung von éeltl’e%‘len dtzung fR IS omente
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Empirische Momente

Sei (Yt);—1 o, N €ine Zeitreihe.
m Das arithmetische Mittel i beschreibt die zentrale Lage der Werte von (y;)

1 N
yi:ﬁgyt-

m Die empirische Standardabweichung s, bzw. die empirische Varianz s
beschreiben die Starke der Schwankung der Zeitreihe um 3

| N
2 ._ 2
S ~—N2(yt—y) -

t=1

2

m Fir zwei Zeitreihen (y¢),_; 5y und (2¢),_; oy gibt die empirische
Kovarianz die Starke des linearen Zusammenhangs an

1 N
CXy ::NZ(xt*f)(ytfy)'

m Der empirische Korrelationskoeffizient ist

L CXy
rxy = .

o SxS
Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoret\sche%(M§O/|1werwte
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Empirische Momente
Die ACF

Die empirische Autokovarianzfunktion (c;)_-, mit

1N7‘

yt+7— - ?)
t=1

Die empirische Autokorrelationsfunktion, kurz ACF, (r;) -, mit

Cr
ryi=—.
€o

T bezeichnet den Zeitabstand oder den Lag, 7 > 0. Fiir 7 < 0 wird ¢; = c_;
und 7. = r_, gesetzt. Der Graph der empirischen ACF heiBt Korrelogramm.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Empirische Momente
Die ACF

T T I

Abb. 1.8: Zeitreihen und ihre ACFs

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Theoretische Momente

Seien Y und X Zufallsvariablen und quadratintegrierbar. Dann sind folgende

GroBen definiert:
m Erwartungswert
E[Y]
m Varianz
Var[Y] := E[(Y - E[Y]ﬂ
m Kovarianz
CovlY, X] :== E[(Y — E[Y]) (X — E[X])]

m Korrelation
Cov[Y, X]

Contly, X i= e ]

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Theoretische Momente
Die ACF

Sei (Y;) ein stationdrer stochastischer Prozess.

Die theoretische Autokovarianzfunktion (v;)_ ., mit
Vr = COVth, )/t+‘r]
Die theoretische Autokorrelationsfunktion, kurz ACF, (pT>T€Z mit

_
Yo

Pr -

Es gelten die Beziehungen v, = v_; bzw. p, = p_,.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Stochastische Prozesse

Schéatzung der theoretischen Momente

Kapitel 1:
Stochastische Prozesse

1.2 Schatzung der theoretischen Momente



Schatzung der theoretischen Momente
Schatzfunktion

Sei Y eine Zufallsvariable mit dem unbekannten Verteilungsparameter 3. Es
liege eine Zufallsstichprobe y1,...,yn bzw. eine Zeitreihe, (y1,...,yn), vor. N
bezeichnet die StichprobengréBe oder die Zeitreihenlange.

Sei By eine Schatzfunktion (ein Schitzer) fiir 3.

Die Schatzfunktion EN heiBt konsistent, falls

i 2| (3 - 9) ] =0

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Schatzung der theoretischen Momente
Schatzfunktion

» Klein-Stichproben-Eigenschaften:

m Erwartungstreue (Unverzerrtheit): By ist erwartungstreu (unverzerrt)
fir 3, falls E{BN} — 3 gilt.
= Minimale Varianz: EN heiBt varianzminimal, falls Var [EN} < Var [EN}

fur alle anderen Schatzer EN von (3 gilt.

m Mittlerer quadratischer Fehler (mean squared error, MSE):

~ ~ 2
MSE [51\[} =E [(BN - 6) ] . Der MSE eines erwartungstreuen Schatzers

ist gleich der Varianz des Schatzers.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Schatzung der theoretischen Momente
Schatzfunktion

» Asymptotische Eigenschaften:

m Asymptotische Erwartungstreue: BN heiBt asymptotisch erwartungstreu,
falls nmN%o]E[EN} — 3 gilt.

m Konsistenz (Konvergenz im quadratischen Mittel): BN heiBt

konsistent, falls
) . 2
i 2| (3 -5) ] =0

m Schwache Konsistenz (Konvergenz nach Wahrscheinlichkeit): B
heiBt schwach konsistent, falls fiir jedes ¢ > 0 gilt

lim IPHBN—/B‘ >5} —0.
N—oo

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Schatzung der theoretischen Momente

Annahmen

In den BA-Vorlesungen zur Statistik haben Sie bereits die Schatzung der
theoretischen Momente einer Zufallsvariablen Y auf der Grundlage von
unabhingigen Versuchswiederholungen (Zufallsstichproben) behandelt. Bspw.
Schatzung des Erwartungswerts von Y mit Hilfe des arithmetischen Mittels Y .

Seien Y7, Y5, ..., Yy die Stichprobenvariablen. Wir bendtigen zwei Annahmen:
1. Die Stichprobenvariablen sind identisch verteilt.
und

2. Die Stichprobenvariablen sind unabhangig voneinander.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Schatzung der theoretischen Momente
Annahmen

Wie konnen wir die theoretischen Momente fiir abhdngige Versuchsergebnisse,
namlich Zeitreihen, schatzen?

Wir benétigen zwei Annahmen:
1. Stationaritat
und

2. Ergodizitat

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Stationaritat

Ein stochastischer Prozess (Y;),., heiBt

m mittelwertstationar, wenn E[Y;] konstant ist:
ElY;] =p furalleteT
m varianzstationar, wenn Var[Y;] konstant ist:
Var[V;] = 0 firalleteT
m kovarianzstationar, wenn Cov[Y;4r, Y;] nur vom Lag 7 abhéngt:
Cov|Yiir, Y| =7, furalleteT, >0

m schwach stationar, wenn er mittelwert- und kovarianzstationar ist

m streng stationar, wenn fiir jede endliche Auswahl von Zeitpunkten
ti,ta,...,t, die Zufallsvariablen Y;,,Y:,, ..., Y;, identisch multivariat
verteilt sind.

Far das Weitere reicht die Forderung der schwachen Stationaritat, die wir auch

einfach Stationaritdt nennen werden
Darstellung von Zeitreihen  Schatzung der theoretischen Momente
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Stationaritat

Sei (Y7) ein stationarer Prozess. Wir betrachten

m das arithmetische Mittel Yy := +; Ziil Y; als Schatzfunktion fiir den
Erwartungswert p = E[Y}]

m die empirische Autokovarianz -
AN (T)i=¢r = % 2{1_17 (Yt — YN) (Yt+7 — YN) als Schatzfunktion fir
die theoretische Autokovarianz v, = E[(Y; — ) (Yier — )]

An(T)

Fn (0) als Schatzfunktion fur

m die empirische Autokorrelation py (7) := 7, =

die theoretische Autokorrelation p, = ;:—;

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen
Das arithmetische Mittel

Sei (Y;) ein stationdrer Prozess mit Erwartungswert p = E[Y;] und B
Autokovarianzfunktion v, = E[(Y; — ) (Yiqr — u)]. Die Schatzfunktion Y
hat die folgenden Eigenschaften:

= Yy ist erwartungstreu: E[Y y] = 11
n Var[Vy] = MSE[Y ] = 4 (10 + 2205 257 )

m Yy ist konsistent, wenn (v, ) absolut summierbar ist.

Zur Erinnerung: Eine Folge (y:),, heiBt absolut summierbar, wenn die Folge
der Partialsummen

st = |y—¢| + [y—er1l + - [yol + |ya| + -+ |yl

fir t — oo gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, d.h. wenn

¢
lim Z [y < 0.

t—o0
u=-—t

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen

Das arithmetische Mittel eines Normalprozesses

Ein stochastischer Prozess (Y;) heiBt Normalprozess oder GauB-Prozess,
wenn fiir jede endliche Auswahl von Zeitpunkten t1,ts, ..., t; die
Zufallsvariablen Y3, ,Y:,, ..., Y;, multivariat normalverteilt sind.

Fiir stationdre GauB-Prozesse (Y;) mit absolut summierbarer
Autokovarianzfunktion (v, ) gilt

VN (Yy — p) —d>N<O,70+227T) .
r=1l

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen

Das arithmetische Mittel eines allgemeinen linearen Prozesses

Ein allgemeiner linearer Prozess ist ein stochastischer Prozess

o
Y = § AyEt—n,

U=—00

mit White-Noise (;),;, mit Erwartungswert 1 und Varianz o2 sowie (a,,) eine

absolut summierbare Folge von Gewichten.

(Y;) sei ein allgemeiner linearer Prozess

Y; :/L+ Z Cu€t—u

U=—00

mit Elg;] = 0, Var[e;] = 0% < oo und (c,) absolut summierbar. Dann gilt

o0
VNTn—p) SN[0,70+2 > 7
=1

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen

Die empirische Autokovarianzfunktion

Theorem

(Y;) sei ein stationdrer Normalprozess mit abs. summierbarer
Autokovarianzfunktion (;).

alternativ:

(Y;) sei ein allgemeiner linearer Prozess Yy — =0 Byet—y mit
E[ef] < oo und (B,) absolut summierbar. Die GréBen

VN @n (0) =%0) - -, VN G (k) — &)
sind fiir jeweils festes k gemeinsam asymptotisch normalverteilt mit
Erwartungswertvektor 0 und Kovarianzen

o0

NCOVWN (T) AN (K')] = Z ('Yu'Yu-i-'r-i-n + 'YM—N%H-T) -

U=—00

Insbesondere gilt limp_, o E[Yn (7)] = v+ und limy_,o Var[yy (7)] =0 .

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen

Die empirische Autokorrelationsfunktion

(Y:) sei ein stationdrer Normalprozess mit abs. summierbarer
Autokovarianzfunktion (7).

alternativ:

(Y;) sei ein allgemeiner linearer Prozess Y, — ju=> o~ [Bu&1—y mit
E[e?] < oo und Y |u| B2 < occ. Fiir die empirische Autokorrelationsfunktion

pn (1) gilt
lim E[py (1)] = pr, lim Var[py (7)] =0,
N—oo N—o0

und die GréBen
VN (pn (1) = p1) -+, VN (P (k) — p)

sind fiir jeweils festes k gemeinsam asymptotisch normalverteilt.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen
White-Noise

Fiir einen White-Noise-Prozess (&;) mit E[¢;] = u und Var[e;] = o und fiir
Lags 7,k > 1 gilt

lim E[py (7)]=0 und lim Cov[pn (7),pn (k)] = 0.

N—o0 N—o00

Approximation fir groBes N:

Q

E[ﬁN(ﬂ]s_% und  Cov[y (7),pw (k)] A {N r=n

und

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen

White-Noise — Schwankungsintervall fiir die empirische Autokorrelation

Fir hinreichend groBes N erhalten wir das approximative Schwankungsintervall
fur die empirische Autokorrelation py (7) mit 7 > 0

1
1 +1.96——.

NN
Dabei ist 1.96 rund das 0.975-Quantil der Standardnormalverteilung.

m Realisationen von py (7) auBerhalb des Schwankungsintervalls kénnen in
lediglich 5% der Falle vorkommen, wenn der datengenerierende Prozess
White-Noise ist (Irrtumswahrscheinlichkeit 5%).

m Fir das Beispiel auf der nachsten Folie entspricht das 0.05 x 25 = 1.25

Fallen. Daher ist diese empirische ACF, trotz dem auffallenden Wert fiir
7 = 7, mit einem White-Noise-Prozess vereinbar.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen

White-Noise — Schwankungsintervall fiir die empirische Autokorrelation

ACF

Abb. 1.9: Die ACF fiir die Realisation eines White-Noise-Prozesses

Darstellung von Zeitreihen
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Schatzung der theoretischen Momente
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Asymptotische Verteilungen

White-Noise — Schwankungsintervall fiir die empirische Autokorrelation

wn <- rnorm(100,0,1) #100 Zufallszahlen von der Verteilung
N(0,1)

wn <- ts(wn, start=1, frequency=1)

acf (wn, lag.max=25)

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Ergodizitat

(Y;) sei ein stationarer Prozess mit dem Erwartungswert p und der
Autokovarianzfunktion (v;). (Y;) heiBt

m mittelwertergodisch, wenn
lim ]E{(?N . u)z] —0;
N—o0 '

m kovarianzergodisch, wenn fir alle 7 gilt

N 2
. 1
Jim E <NZ Y= ) (Yigr — )—%> =0.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Ergodizitat

(Y:),cy, sei ein stationdrer Prozess mit Erwartungswert i und
Autokovarianzfunktion (v, ). Ist () absolut summierbar, so ist (Yz)
mittelwertergodisch.

Das bedeutet, dass . durch Y v konsistent geschatzt werden kann, wenn die
Abhéangigkeit von weit auseinanderliegenden Zeitpunkten geniigend klein ist.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Ergodizitat

Theorem

Sei (Y;) ein stationdrer Normalprozess mit absolut summierbarer
Autokovarianzfunktion ().

alternativ:

Sei (Y;) ein allgemeiner linearer Prozess Y, — = ZZOZ_OO BuEt_y mit
E[ef] < oo und Y, |Bu| < co. Dann ist (Y;) kovarianzergodisch.

Der Satz besagt unter welchen Bedingungen ~y, durch
v (1) =% N " (Y; = Yn) (Yigr — Y ) konsistent geschitzt werden kann.

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Literaturhinweise

m Schlittgen und Streitberg (1999), Zeitreihenanalyse: Kapitel 5.1, 5.2, 5.3,
5.4

m Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 1, 2.1

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Literaturhinweise
Einfliihrung in R

m Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 13

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Literaturhinweise
Wiederholung der statistischen Grundlagen

m lhre BA-Vorlesungen zur Statistik

m Schlittgen und Streitberg (1999), Zeitreihenanalyse: Anhénge C.1, C.2,
C.3,Cob

Darstellung von Zeitreihen Schatzung der theoretischen Momente
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Das klassische Komponentenmodell
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Das klassische Komponentenmodell
Uberpriifung der Stationarititsannahme

Stationare Prozesse weisen eine approximative Konstanz der interessierenden
empirischen Momente auf.

Stationaritat Nicht-Stationaritat

approx. konstantes Niveau Trend

approx. konstante Streuung die Varianz steigt mit dem Niveau an
approx. konstante Abhangigkeitsstruktur | Saison

Die Stationaritatsannahme kann tberpriift werden

m durch visuelle Inspektion anhand des Zeitreihenplots

m rechnerisch — die Zeitreihe in gleich lange Segmente zerlegen und die
approx. Konstanz der empirischen MaBzahlen fiir die Segmente liberpriifen

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
2.1



Das klassische Komponentenmodell

Wir beschreiben die Daten (y;) mit dem Modell:

}/tZZTt—FSt—l—St.

m Die Trendkomponente T; erfasst die langfristige systematische
Veranderung des mittleren Niveaus der Zeitreihe. Diese kann als
polynomialer Trend oder als glatte Komponente modelliert werden.

m Die Saisonkomponente S; erfasst jahreszeitlich bedingte Schwankungen,
die sich relativ unverandert jedes Jahr wiederholen.

m Der Rest ¢; enthalt die nicht zu erklarenden Einflisse oder Stérungen.

Anmerkung: Das klassische Komponentenmodell ist kein eindeutig definiertes
Modell sondern ein Konzept. Daher groBe Flexibilitadt in der Modellierung der
einzelnen Komponenten.

Ziel: Bestimmung einer trend- und saisonbereinigten Reihe, die mit Hilfe eines
stationaren und ergodischen Prozesses modelliert werden kann.

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Das klassische Komponentenmodell

Fallbeispiel Anzahlen von Luchspelzen — Uberpriifung der Stationaritdtsannahme

Die Trendkomponente

Anzahl Luchs-Pelze (log. transf.)

T T T T T T
1820 1840 1860 1880 1900 1920

Jahr

Abb. 2.1: Die Zeitreihe Luchs

Die Saisonkomponente
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Das klassische Komponentenmodell
Fallbeispiel Anzahlen von Luchspelzen — Uberpriifung der Stationaritdtsannahme

Segment-Mittelwerte Segment-Standardabweichungen

[1,] 2.888403 0.5478154
[2,] 2.823095 0.5815392
[3,] 2.999493 0.5456087

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Das klassische Komponentenmodell
Fallbeispiel Anzahlen von Luchspelzen — Uberpriifung der Stationaritdtsannahme

Abb. 2.2: Die ACFs fiir 3 Segmente der Zeitreihe Luchs

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Das klassische Komponentenmodell
Fallbeispiel Anzahlen von Luchspelzen — Code

y <- scan("C:/ZRA/Luchs.dat")

#Die Varianz steigt mit dem Niveau an.

#Durch die logarithmische Transformation wird die Varianz
stabilisiert.

y <- ts(loglO(y), start=1821, frequency=1)

tsp(y)

ts.plot(y, xlab="Jahr", ylab="Anzahl Luchs-Pelze
(log.transf.)")

source("C:/ZRA/tsutil.r")
statcheck(y,3)

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Das klassische Komponentenmodell

Fallbeispiel Verkehrsunfille — Uberpriifung der Stationarititsannahme

Die monatlichen Anzahlen der Verkehrsunfalle mit Personenschaden in
Deutschland, Jan. 1979 — Dez. 2017.

40000
L

35000
L

2
]
H

25000
L

20000
L

15000
L

T T T T
1080 1900 2000 2010

Jahr

Abb. 2.3: Die Zeitreihe Unfall

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Das klassische Komponentenmodell

Fallbeispiel Verkehrsunfille — Uberpriifung der Stationarititsannahme

[1,]
[2,]
[3,]
[4,]
(5,]
[6,]
[7,]
[8,]
[9,]
[10,]

Segment-Mittelwerte

33470.
.89
31028.
32141.
32059.
32197.
29166.
.78
24538.
25223.

31941

26986

22

96
57
17
15
13

76
02

Segment-Standardabweichungen

6094.
6659.
4676 .
4789.
4979.
4458.
4832.
4535.
4835.
4197.

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente

125
370
784
325
130
553
825
740
763
525
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Das klassische Komponentenmodell

Fallbeispiel Verkehrsunfille — Uberpriifung der Stationarititsannahme

Abb. 2.4: Die ACFs fiir 10 Segmente der Zeitreihe Unfall

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Das klassische Komponentenmodell
Fallbeispiel Verkehrsunfille — Code

Unfall <- scan("C:/ZRA/Unfall.dat")
Unfall.ts <- ts(Unfall, start=c(1979,1), frequency=12)

ts.plot(Unfall.ts, xlab="Jahr", ylab="Anzahl Verkehrsunf&lle")
source("C:/ZRA/tsutil.r")
statcheck(Unfall.ts, 10)

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Das klassische Komponentenmodell

Die Trendkomponente

Kapitel 2:
Das klassische Komponentenmodell

2.1 Die Trendkomponente



Die Trendkomponente

Polynomialer Trend

Wir beschreiben die Daten (y;) mit dem Modell:
}/t = Tt + &4 (21)

mit dem Trend
T == Bo + pit

oder allgemein, mit einem polynomialen Trend der Ordnung m
Ty := Bo+ Bit + Bat® + ... + Bnt™.

m Das Modell (2.1) ist ein lineares Modell.

m Schitzung der Modellparameter mit Hilfe der Methode der kleinsten
Quadrate. Dazu noch mehr in Kapitel ‘Regressionsmodelle fiir Zeitreihen'.

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Fallbeispiel Verkehrsunfalle

i
”wml”lfl|“!||ul"ﬁ““‘mmm

Abb. 2.5: Die Zeitreihe Unfall mit polynomialem Trend 1. Ordnung




Fallbeispiel Verkehrsunfalle

Y; = Bo + Bit + Bot® + Bat® + Bat* + &4

‘i’l!irl‘!h’”l”l” 'Hm,,‘,“!n’mnn

Abb. 2.6: Die Zeitreihe Unfall mit polynomialem Trend 4. Ordnung



Die Trendkomponente
Fallbeispiel Verkehrsunfille — Code

n <- length(Unfall)

t <- c(1:n)

outl <- 1m(Unfall ~1 + t)

plot(Unfall, xlab="t", ylab="Anzahl Verkehrsunf&dlle", type="1")
lines(t, outl$fitted.values)

t2 <- t72
t3 <- t73
td <- t74

out2 <- 1m(Unfall ~1 + t + t2 + t3 + t4)
plot(Unfall, xlab="t", ylab="Anzahl Verkehrsunfdlle", type="1")
lines(t, out2$fitted.values)

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Die Trendkomponente
Die glatte Komponente

Die glatte Komponente kann mit dem Verfahren der gleitenden Durchschnitte,
wie folgt, bestimmt werden:
1. Die Zeitreihe in gleich lange Segmente zerlegen
2. Das arithmetische Mittel fiir jedes Segment bestimmen
3. Die arithmetischen Mittel den jeweilligen zeitlichen Mittelpunkten der
Segmente zuordnen
4. Wir erhalten eine Zeitreihe aus (gleitenden) arithmetischen Mitteln. Diese
ist die glatte Komponente der Ausgangsreihe.

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Fallbeispiel Verkehrsunfalle




Die Trendkomponente
Fallbeispiel Verkehrsunfille — Code

source("C:/ZRA/tsutil.r")

glatt <- runmean(Unfall.ts, 24)
ts.plot(Unfall.ts, xlab="Jahr",
lines(glatt)

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente

ylab="Anzahl Verkehrsunfille")

2.17



Das klassische Komponentenmodell

Die Saisonkomponente

Kapitel 2:
Das klassische Komponentenmodell

2.2 Die Saisonkomponente



Die Saisonkomponente

Sei s die Saisonperiode (s = 4 fur Quartalsdaten, s = 12 fiir Monatsdaten).
Wir betrachten die Dummy-Variablen S; ;, i =1,2,...,s

. 1 ¢ findet in der Jahresperiode 7 statt
Y671 0 sonst

Fir eine zentrierte Reihe (y;), die keinen Trend aufweist, verwenden wir das
Modell:

Y;g = St + &¢. (22)

Alternativ fiir eine Reihe (y;) mit polynomialem Trend:

Y= a4+ art + agt? + ... 4 apt? + S; + &4 (2.3)

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Die Saisonkomponente

Modellierung der Saisonkomponente (1)

St =151t + P2S2t + ...+ Bs—15s—1

Die Regressoren fiir Quartalsdaten (s = 4) sind:

t St Sot Ssyp
1 1 0 0
2 0 1 0
3 0 0 1
4 0 0 0
5 1 0 0
6 0 1 0
7 0 0 1
8 0 0 0
9 1 0 0
10| 0 1 0

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente



Die Saisonkomponente

Modellierung der Saisonkomponente (1)

Wir schatzen das Modell (2.2) bzw. (2.3) mit der Methode der kleinsten
Quadrate.

Die geschatzte Saison fiir Quartalsdaten ist

S; = 5151,1: + 3252,:& + BSSS,t-

Die saisonbereinigte Reihe ist

Yeb = Yt — S+ <§1 + By + 33) Sa.

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Die Saisonkomponente

Modellierung der Saisonkomponente (2)

Die Regressoren fiir Quartalsdaten sind:

t | Stk 534 534
I [1 0 0
2 /0 1 0
3 /0 o0 1
4 | -1 -1 -1
51 0 0
6 |0 1 0
7 ]0 0 1
8 |-1 -1 -1
9 |1 0 0
(0 1 0

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Die Saisonkomponente

Modellierung der Saisonkomponente (2)

Wir schatzen das Modell (2.2) bzw. (2.3) mit der Methode der kleinsten
Quadrate.

Die geschatzte Saison fiir Quartalsdaten ist

§t = 51Sit + 525;,t + BSS;,t-

Die saisonbereinigte Reihe ist

Ytb = Yt — St.

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Die Saisonkomponente

Fallbeispiel Steuern

Die Trendkomponente

Stuern

45
L

40
L

35

30

25
I

20
L

Jahr

Abb. 2.8: Die Zeitreihe Steuern

Die Saisonkomponente
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Die Saisonkomponente

Fallbeispiel Steuern

T T T T T
1904 1995 199 1097 1008 1999 2000

1004 1995 1996 1997 1008 1999 2000

t

Abb. 2.9: Zerlegung der Zeitreihe Steuern mit polynomialem Trend 2. Ordnung und Saison

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Die Saisonkomponente
Fallbeispiel Steuern — Code

steuern <-scan("C:/ZRA/steuern.dat")

y <- ts(steuern, start=c(1994,1), frequency=12)
ts.plot(steuern, xlab="Jahr", ylab="Steuern")
source("C:/ZRA/tsutil.r")
simpledecomp(y,trend=2, saison=12)

Die Trendkomponente Die Saisonkomponente
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Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 2.2, 2.3, 2.4
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Lineare Modelle

Lineare Filter
MA-Prozesse
AR-Prozesse
ARMA-Prozesse
Invertierbare lineare Filter
Stationare AR-Prozesse
Invertierbare MA-Prozesse
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Lineare Modelle
Lineare Filter

Kapitel 3:
Lineare Modelle

3.1 Lineare Filter



Lineare Filter

Definition (Backshift-Operator B)

Die Transformation B mit

BY: =Y.
bezeichnen wir als Backshift-Operator.

Die Transformation Bverschiebt den stochastischen Prozess um eine Zeiteinheit.
Hintereinanderausfiihrungen von B schreiben wir als Potenzen; allgemein ist

B?Y; = B(BY;) = BY;_; = Y;_o,

und damit rekursiv
B?Y, =Y,_,.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter

Definition (Linearer Filter)

Eine lineare Transformation eines stochastischen Prozesses (X;) in einen
anderen (Y;) gemaB

S
Yi= ) auXeu

wird als linearer Filter bezeichnet. Ein Filter wird durch seine Gewichte

(a“)uz—r,...,s

eindeutig definiert. Alternativ kann er als gewichtete Summe von
Shiftoperatoren dargestellt werden

AB) = zs: a,, BY.

Dann schreiben wir fiir Y;
Y, = A(B) X;.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle  Differe
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Lineare Filter

Wir bezeichnen die Anwendung eines Filters auf einen stochastischen Prozess

(Xt) als Filtration des Prozesses, (X;) als Input und den gefilterten Prozess
(Y;) als Output des Filters.

Definition (kausaler Filter)

Ein linearer Filter mit der Gewichtsfolge (a,,) heiBt kausal, wenn a,, = 0 fir
u < 0 ist, d.h. wenn

AB) = i a,, B*.
u=0

Definition (absolut summierbarer Filter)

Ein Filter heiBt absolut summierbar, wenn seine Gewichtsfolge (a,,) absolut
summierbar ist.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter

Theorem (Unendliche lineare Filter)

Sei (Xt),cq ein stochastischer Prozess mit der Eigenschaft
E[X7] <K firallet € Z,

wobei K eine endliche Konstante ist. Sei (a,,) ein absolut summierbarer Filter.

Dann existiert ein stochastischer Prozess (Y;),.y, so dass fiir alle t € 7Z

2
n
lim E (Yt— _Z auXt_u> =0, (3.1)

n

E[Y/] <oo und E[Y{]= lim > aE[X .

Weiter benutzen wir fiir den Limes (3.1) die Notation:

Z Ay Xty

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Al{)wssung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter

Unendliche lineare Filter mit absolut summierbarer Folge von Gewichten kénnen
unbekimmert im Sinne des vorigen Satzes gehandhabt werden.

m Bspw. ist die Vertauschung von Summation und Erwartungswertoperator
erlaubt.

m Ist der Input (X}) stationar, so ist auch der Output (Y;) stationér.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter
Allgemeine lineare Prozesse

In Kapitel 1 haben wir den allgemeinen linearen Prozess

o)
Yrt = § AyEt—u

U=—00

mit (¢¢),c;, White-Noise und (a,,) absolut summierbar eingefiihrt. Der
allgemeine lineare Prozess wird durch Filtration des White-Noise-Prozesses

(5t)teZ
Y:=A(B e

mit dem unendlichen linearen Filter
AB) = > a,B"

erzeugt.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter
MA-Prozesse

Definition (Moving-Average-Prozess der Ordnung ¢, MA[q])

Ein stochastischer Prozess (Y;),
Yi =6 — Biet—1— ... — Beft—q

heiBt Moving-Average-Prozess der Ordnung ¢, kurz MA[g]-Prozess. Dabei
ist (e¢) ein White-Noise-Prozess. Im Fall ¢ = co sprechen wir von einem
unendlichen Moving-Average-Prozess (MA[c0]).

Ein MA-Prozess entsteht durch Filtration des White-Noise-Prozesses (&)
Y =8B
mit dem kausalen linearen Filter

BB =1-p3B-BB?>—...—B,BL

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter
MA-Prozesse — Theoretische Momente

Sei Ele¢] = pe, Varlg,] = 02 und By = —1.

MA[g]-Prozesse (Y;) sind stationdre Prozesse mit den Momenten:
L opy =E[Yi] = pe 3o (—Bu)
2. vy (T) = Z:() Zg:() ﬁuﬁv'ys (T +u— ’U) =

0, T>q
U? Z;S uﬁu-‘rn 0<7<q
vy (—7), T<0

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter
MA-Prozesse — Theoretische Momente

3. 0% =VarlV)] =023 0 _ B2

0, T>4q
4 ( )_ v (1) _ Z:I(; uﬁu-&-T /ZZ:O 62 , 0<7<g¢q
.pYT—’yy(O)_ 1’ =0
py (—7), T<0

Die ACF eines MA|q]-Prozesses verschwindet fiir Lags 7 > ¢.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter
AR-Prozesse

Definition (Autoregressiver Prozess der Ordnung p, AR[p])

Ein stochastischer Prozess (Y3),
Yi=aYi 1 +.. .+ oY +e

heiBt Autoregressiver Prozess der Ordnung p, kurz AR[p]-Prozess. Dabei ist
(e+) ein White-Noise-Prozess. Im Fall p = oo heiBt (Y;) ein unendlicher
AR-Prozess (AR[o¢]).

Alternative Darstellung:
=YY 1 — ... — oYy

Der White-Noise-Prozess (¢;) ist der Output des kausalen linearen Filters

aB=1-a;B-ayB*—... —q,B?
mit dem Input dem AR-Prozess (Y;)
gt =« (B) Y}

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Lineare Filter
ARMA-Prozesse

Definition (Autoregressiver-Moving-Average-Prozess der Ordnung

p,q, ARMA[p, q])

Ein stochastischer Prozess (Y3),

Yi=a1Yi i+ Yo+ . oY pt+er — Biei—1 — Pogi—2 — ... — ByEi—q

mit (¢) ein White-Noise-Prozess heit Autoregressiver
Moving-Average-Prozess der Ordnung p, g, kurz ARMA|p, g]-Prozess.

Alternative Darstellung:
Yi—aYig —Yo— ...~y =& — Bies—1 — Bagi—2 — ... — BeEi—q

oder kurz:

mit den kausalen linearen Filtern
aB=1-a;B-ayB?—... —,BF

— 2 q
Lineare Filter \nvertler@]@)@@elFﬁeﬁlﬁlﬁﬁéﬂngI|nﬁrer I\/Igdeﬁe ]%argonale ARIMA-Maodelle Differe
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Lineare Modelle
Invertierbare lineare Filter

Kapitel 3:
Lineare Modelle

3.2 Invertierbare lineare Filter



Invertierbare lineare Filter

Gegeben sei der lineare Filter A (B),

AB =1-a;B-ayB*~...—qa,B". (3.2)
Bestimmen Sie einen zu A (B) inversen linearen Filter A~ (B) mit Gewichten
(cu) mit den Eigenschaften
m A~ (B) ist kausal
und

m A~1(B) ist absolut summierbar, falls A~ (B) ein unendlicher Filter ist,

so dass fiir jeden stochastischen Prozess (X;) gilt

p
Y, = Z auXi—y & Xy = Zcuyvt—u-

u=0

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Invertierbare lineare Filter

Die Funktion
A(z)=1—a1z —agz* —...—ay2?, z€C
heiBt das charakteristische Polynom des Filters

AB) =1-a;B-ayB?—... —q,B".

Jeder lineare Filter A (B) ist eindeutig durch sein charakteristisches Polynom
A (z) bestimmt. Daher werden wir das weiter oben beschriebene Problem fiir
A (z) anstatt fur A (B) lésen.

D.h. wir suchen ein zu A (z) inverses charakteristisches Polynom
AL (2) =cotciz4 e+ ...

mit absolut summierbarer Koeffizientenfolge (c, ), falls A=! (z) ein unendliches

Polynom ist.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Invertierbare lineare Filter

Fiir den linearen Filter

AB =1-a;B-ayB?*—... —q,B?F
existiert dann und nur dann ein kausaler, absolut summierbarer, inverser Filter
A'B) =cy+e1 Bt B2+ ..,
wenn alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms

2

A(z)=1—a1z —agz” — ... — apz®

auBerhalb des Einheitskreises liegen.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Invertierbare lineare Filter
Eindeutige Beschreibung mit Hilfe der ACF

Hinweis: Ein stochastischer Prozess Y;
Y= A(B X,
mit invertierbarem linearem Filter
AB) =1-a;B-ayB?—... —q,BP

und kausalem, absolut summierbarem, inversem Filter A~! (B) ist eindeutig
durch seine Autokorrelationsfunktion definiert.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Stationare AR-Prozesse
Stationaritatsbedingung

Ein AR[p]-Prozess Yy = anY;_1 + ...+ o, Yi_p, + & kann dann und nur dann

als MA[oc]-Prozess
oo
Y = Z ﬁugt—u
u=0

mit absolut summierbarer Koeffizientenfolge (8,,) dargestellt werden, wenn alle
Nullstellen des charakteristischen Polynoms

2

-z —agz” — ... —apz! =0

auBerhalb des Einheitskreises liegen. Speziell ist (Y;) dann stationar.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
3.16



Stationare AR-Prozesse
Stationaritatsbedingung

m Stationarititsbedingung fiir AR[1]-Prozesse Y; = aY;_1 + &

la] <1

m Stationarititsbedingungen fir AR[2]-Prozesse V; = a1Y;—1 + aoYi—o +&;

a;+ay < 1
a9 — (1 < 1
(65) > -1

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Stationare AR-Prozesse
Eindeutige Beschreibung mit Hilfe der ACF

Stationare AR-Prozesse sind eindeutig durch ihre ACF definiert. Berechnung der

ACF fiir einen stationaren AR-Prozess Y; mit E[Y;] = 0:

Yi=a1Yi 1 +@Yi o .+, te
YiVir =YY+ ath,j;Q,T ot oY Y e,
E[Y;Yi—r] = a1 E[Y;1Y;—] + azE[Y}jYLT] st apElY; Y o]+ EleY: ]
V(1) = any (T — 1)+042l7l(7—2)---+%7(7—p)
p(1) =aip(r—1) +a2pl(LT— 2) 4.+ app(T=p)

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Stationare AR-Prozesse
Eindeutige Beschreibung mit Hilfe der ACF

Das System der so genannten Yule-Walker-Gleichungen:
p(M)=aip(t=1)F+awp(t=2)+...4+app(t—p), 1<7<p (33)

bzw. in der Matrixschreibweise:

1 P1 s Pp—1 aq P1
£1 1 cee Pp—2 Qo P2
Pp—1  Pp—2 .- 1 Qp Pp

Dieses System enthalt p Gleichungen in p Unbekannten p,, 1 <7 <p.

Es ist eindeutig l6sbar fir stationdre AR-Prozesse.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
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Die Yule-Walker-Gleichungen

Das empirische Analogon zu den Yule-Walker-Gleichungen:

1 T1 cee Tp—1 al 71
1 1 e Tp—2 &2 T2
Tp—1 Tp—2 1 oy, Tp

Hier sind &;;, 1 < 7 < p, die Unbekannten. Die Werte r, stellen die empirischen

Autokorrelationen dar. Durch Losen des Gleichungssystems erhalten wir die
Parameterschatzungen @;. Diese sind die so genannten Yule-Walker-Schatzer
des AR-Modells.
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Die Levinson-Durbin-Rekursion
Schatzung eines AR[3]-Modells

Gegeben seien die Yule-Walker-Gleichungen fiir den AR[2]-Prozess:

(L) (a)-(n)

mit bekannten Lésungen @1 und @s. Wir berechnen die Lésungen 51, (/9\2 und 53

der Yule-Walker-Gleichungen fiir den AR[3]-Prozess:

1 r r 01 71
T1 1 T1 92 = T2
T T1 1 93 T3
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Die Levinson-Durbin-Rekursion
Schatzung eines AR[3]-Modells

Wir erhalten die Losungen:

0, = al - a203
by = aQ - 64\103
93 — T3—roQ1 =718

1—7‘2&2—7‘1&1
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Die Levinson-Durbin-Rekursion

Theorem (Die Levinson-Durbin-Rekursion)

Gegeben seien
w die Startwerte: &y (1) =11, Q (1) = 1 — r2
m die Losungen &1 (p— 1), aa (p—1),...,08p—1 (p — 1) fir die
Yule-Walker-Gleichungen der Ordnung p—1

mder Wert Q(p—1)=1—a; (p—1)r — . —Qp1(p—1)rp_1.
Dann ergeben sich die Lésungen der Yule-Walker-Gleichungen der Ordnung p
P /Qw-1)

ai(p)=ai(p—1)—ap(p)ap-i(p—1), i=1,...,p-1

wobei Q (p) = Q (p— 1) (1 — &2 (p)) und
A(p) =Tp — (al( - l)rp 1= _ap—l (p_ 1)""1)'
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Die Levinson-Durbin-Rekursion

Bei der Anwendung der Levinson-Durbin-Rekursion fiir die Berechnung der
Yule-Walker-Schitzer @;, 1 < i < p eines AR[p]-Modells werden in einem
Durchgang auch

m die Yule-Walker-Schatzer fiir alle AR-Modelle niedrigerer Ordnung 1 bis

p—1

und

m die empirische partielle Autokorrelationsfunktion (7,) des AR[p]-Modells
berechnet.

Die empirischen partiellen Autokorrelationen 7, sind gerade die Koeffizienten
& (p), die sich bei der Levinson-Durbin-Rekusion ergeben.
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Die partielle Autokorrelationsfunktion

Die partielle Autokorrelation zweier Zeitreihenvariablen Y; und Y;_ . ist die
Autokorrelation von Y; und Y;_, unter Konstanthaltung / Ausschaltung der
dazwischen liegenden Zufallsvariablen Y;_;1,Y;—r49,...,Y;—1. Die

Konstanthaltung / Ausschaltung der dazwischen liegenden Variablen erfolgt,
indem man die mit Hilfe der auszuschaltenden Variablen
Yi—r41,Yi—r49,...,Y;_1 erstellten Prognosen Y; und Y;_, jeweils abzieht. Die

partielle Autokorrelation ist dann die Korrelation zwischen Y; — fff und
Y;S—‘r - Y;S—‘r-

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
3.27



Die partielle Autokorrelationsfunktion

Definition (Die partielle Autokorrelationsfunktion (PACF))

Sei (Y;) ein stationarer stochastischer Prozess. Die partielle
Autokorrelationsfunktion (7 ), kurz PACF, ist die Folge der Korrelationen von
Y, — Y} und V;_, — Yt + wobei Yt und Yt - die optimalen linearen Prognosen
von Y; und Y;_ durch Y 11, Ys 749,...,Y:—1 sind. Wir definieren mg = 1
und m; = p;.
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Die partielle Autokorrelationsfunktion

Wir betrachten einen AR[1]-Prozess (1)

« [0 « « (073
Y1 — Y, — Y1 — Yo —

Yi o —
1) T T T 1)
Et—2 Et—1 &t Et+1 Et42
Die PACF ist
1, 7=0
Tr = p17 T = 1
0, T>1

Differe

Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Maodelle
3.29
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Die partielle Autokorrelationsfunktion

(Y2) ist dann und nur dann ein AR[p]-Prozess Y, = a1Yi_1 + ... + oY p + &4
mit o, # 0, wenn m, # 0 und m, = 0 fiir T > p gilt.

Die PACF eines AR[p]-Prozesses verschwindet fir Lags 7 > p. Sie hat die

folgende approximative Verteilung fiir hinreichend groBes N:

- 1
ﬁN(T)%N<O,N> firT>p
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Die partielle Autokorrelationsfunktion
Schwankungsintervall

Sei (Y3) ein AR[p]-Prozess. Fiir hinreichend groBes N erhalten wir das
approximative Schwankungsintervall fiir die empirische partielle Autokorrelation
oy (T) mit T >p

1
+1.96—.
VN

Dabei ist 1.96 rund das 0.975-Quantil der Standardnormalverteilung.
m Realisationen von 7 (7) auBerhalb des Schwankungsintervalls kénnen in

lediglich 5% der Falle vorkommen, wenn der datengenerierende Prozess
(Y;) ein AR[p]-Prozess ist (Irrtumswahrscheinlichkeit 5%).
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Modellspezifikation

Unter Spezifikation oder Identifikation eines AR-Modells verstehen wir die
Bestimmung der Ordnung p des Modells. 2 Ansétze:

1. Der klassische Box-Jenkins-Ansatz besteht in der Interpretation der
empirischen ACF und PACF.

2. Wir passen AR-Modelle verschiedener Ordnungen an die Daten an und
wahlen das geeignete Modell mit Hilfe eines Informationskriteriums aus.
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Modellspezifikation

m Verhaltensmuster der ACF: Die ACF p (1) eines stationaren
AR|[p]-Prozesses klingt exponentiell ab und konvergiert gegen Null fir
T — 00.

m Verhaltensmuster der PACF: Die PACF 7 (7) eines stationéren
AR|[p]-Prozesses verschwindet fiir Lags 7 > p.

Fir geniigend lange Reihen konnen diese Verhaltensmuster anhand der
empirischen Kennfunktionen (iberpriift werden.
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Simulationen
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Simulationen
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Simulationen
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Simulationen
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Simulationen
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Invertierbare MA-Prozesse

Definition
Ein MA[g]-Prozess Y; = 5 (B) &; heiBt invertierbar, wenn alle Nullstellen des
charakteristischen Polynoms

ﬂ(z)zl—ﬂlz—ﬂgzz—...—ﬁqzq

auBerhalb des Einheitskreises liegen.

Invertierbare MA[qg]-Prozesse koénnen in der Form ¢, = 3~1 (B) Y; geschrieben

werden, wobei
BB =cy+c1BreaB*+ ...

ein kausaler linearer Filter mit absolut summierbarer Koeffizientenfolge ist. Dies
entspricht einer Darstellung des invertierbaren MA-Prozesses als unendlicher
AR-Prozess.
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Eindeutige Beschreibung mit Hilfe der ACF

Invertierbare MA-Prozesse sind eindeutig durch ihre ACF definiert. Die ACF ist

0, T>q

p (7_) — IYY (T) — Z,;‘I(; uﬁu-‘r?’ /ZZ:O /8121, b 0 < T S q
v w0 1, T=0
py (—7), T<0

Die ACF eines MA[q]-Prozesses verschwindet fiir Lags 7 > ¢.
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Eindeutige Beschreibung mit Hilfe der ACF

Das Gleichungssystem

q—T q
p(1) = Bubusr /D B, 0<7<g,
u=0 u=0

b _ BoBa+B1Ba+BaBat..+By—1Bg
Y NG NG RGN

_ BoBatP1fBs+BaBat..tBy_2B,
P2 = BE+O2+ A+ + B2

— 505q—1+515q
Pa=1 = Brip2+p3+..+B2

Pa = BB +A3+. 452

hat ¢ Gleichungen in ¢ Unbekannten. Es ist eindeutig I6sbar fiir invertierbare
MA-Prozesse.
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Eindeutige Beschreibung mit Hilfe der ACF

Fir die empirische Autokorrelation py (7) von einem MA[q]-Prozess, 7 > ¢, gilt
fur hinreichend groBes N:

1

E[pn ()]~ 0 und  Var[py (7)] & 5= (1+2p7 +2p5 + ... + 207)

~ : 1
pN(T)zN<O,N(1+2,0f+2p§+...+2p§)).
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Eindeutige Beschreibung mit Hilfe der ACF

Schwankungsintervall

Fir hinreichend groBes N erhalten wir das approximative Schwankungsintervall
fiir die empirische Autokorrelation py (7) von einem MA[g]-Prozess, 7 > ¢

+1.964/ (14203 + 203 + ... +2¢2) /N

Dabei ist 1.96 rund das 0.975-Quantil der Standardnormalverteilung.
In praktischen Anwendungen verwenden wir die so genannten Bartlett-Grenzen

+1.96,/ (1427 + 233 + ... +272) /N

m Realisationen von py (7) auBerhalb des Schwankungsintervalls kénnen in
lediglich 5% der Falle vorkommen, wenn der datengenerierende Prozess ein
MA[q]-Prozess ist (Irrtumswahrscheinlichkeit 5%).
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Modellspezifikation

m Verhaltensmuster der ACF: Die ACF p (1) eines MA[g|-Prozesses
verschwindet fir Lags 7 > g.

m Verhaltensmuster der PACF: Die PACF 7 (7) eines MA[qg|-Prozesses klingt
fir 7 > q exponentiell ab und konvergiert gegen Null fiir 7 — oo.

Fir geniigend lange Reihen konnen diese Verhaltensmuster anhand der
empirischen Kennfunktionen iberpriift werden.
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Simulationen
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Simulationen
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Simulationen
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Stationare und invertierbare ARMA-Prozesse

1. Ein ARMA-Prozess o (B)Y; = 8 (B) e; kann als MA[oo]-Prozess dargestellt
werden
Y =a(B ' B(Be,

wenn alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms des AR-Teils
1—a1z—agz2—...—apzp:0

auBerhalb des Einheitskreises liegen.
Speziell ist (Y;) dann ein stationdrer ARMA-Prozess.
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Stationare und invertierbare ARMA-Prozesse

2. Ein ARMA-Prozess o (B)Y; = B (B) er kann als AR[oo]-Prozess dargestellt
werden

BB 'aBY; =&
wenn alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms des MA-Teils
l—ﬁlz—ﬁgzg—...—ﬁqzqzo

auBerhalb des Einheitskreises liegen.
Wir sprechen von einem invertierbaren ARMA-Prozess (Y;).
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Modellspezifikation

m Verhaltensmuster der ACF: Die ACF p (7) eines stationaren
ARMAI[p, q]-Prozesses klingt exponentiell ab und konvergiert gegen Null fiir
T — 00.

m Verhaltensmuster der PACF: Die PACF 7 (7) eines stationiren

ARMAI[p, q]-Prozesses klingt exponentiell ab und konvergiert gegen Null fiir
T — 00.

Die Spezifikation gemischter ARMA[p, q]-Modelle mit Hilfe der ACF und PACF
ist eine schwierige Aufgabe.

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Madelle Differe
3.50



Simulationen
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Simulationen
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Ergodizitat von ARMA-Prozessen
Wiederholung aus Kapitel 1

Theorem

(Y:),cq, sei ein stationdrer Prozess mit Erwartungswert i und
Autokovarianzfunktion (v, ). Ist () absolut summierbar, so ist (Yz)
mittelwertergodisch.

Das bedeutet, dass ;2 durch Y y konsistent geschitzt werden kann, wenn die
Abhangigkeit von weit auseinanderliegenden Zeitpunkten geniigend klein ist.
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Ergodizitat von ARMA-Prozessen
Wiederholung aus Kapitel 1

Theorem

Sei (Y;) ein stationdrer Normalprozess mit absolut summierbarer
Autokovarianzfunktion (7).

alternativ:

Sei (Y3) ein allgemeiner linearer Prozess Yy — = 0" _ Buet—y mit
E[ef] < oo und Y |Bu| < oo. Dann ist (Y;) kovarianzergodisch.

Der Satz besagt, unter welchen Bedingungen ~; durch
v (1) =% iV:_IT (Vi =Y n) (Yiqr — Y ) konsistent geschatzt werden kann.
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Ergodizitat von ARMA-Prozessen

m Stationdre ARMA[p, q]-Prozesse sind mittelwertergodisch.

= Stationdre ARMA[p, ¢}-Prozesse mit E[e}] < oo sind kovarianzergodisch.

Hinweis: Diese Aussagen gelten auch fiir MA-Prozesse und fiir stationare
AR-Prozesse.
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Lineare Modelle

Anpassung linearer Modelle

Kapitel 3:
Lineare Modelle

3.3 Anpassung linearer Modelle



Vorgehensweise in der Anpassung von linearenZeitreihenmodellen

1. Datentransformation im Rahmen des klassischen Komponentenmodells:
Erzeugen einer trend- und saisonbereinigten Reihe, die mit Hilfe eines
stationéren und ergodischen Prozesses modelliert werden kann.

2. Modellspezifikation: Bestimmung der Ordnung (p, q) des Modells. Zwei
Ansatze: auf der Grundlage der ACF und PACF oder auf der Grundlage von
Informationskriterien.

3. Modellschatzung: Schatzung der Modellparameter bei gegebener
Ordnung

4. Modelldiagnose: Beurteilung der Anpassungsgiite

5. Modellanwendung: Interpretation, Prognose
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Datentransformation

In Kapitel 1 haben wir den Trend einer Zeitreihe mit Hilfe von
m polynomialen Trendfunktionen

oder
m der glatten Komponente

bestimmt und bereinigt. Alternativ kann die Trendbereinigung mit Hilfe des

Differenzenfilters durchgefiihrt werden.
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Datentransformation
Der Differenzenfilter

Definition (Differenzenfilter A)

Wir nennen den linearen Filter A,

AY,=(1-B)Y;,=Y:—-Y 1, t=23,...,N.
Differenzenfilter 1. Ordnung.
Hintereinanderausfithrungen von A schreiben wir als Potenzen
A%, =(1-B)’Y; = (1-B)((1- B)Y;) = A(AY))

und allgemein fir d € N
A%Y; = AT (AY]) .
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Datentransformation
Der Differenzenfilter

Definition (Integrierter Prozess)

Ein Prozess (Y;) heiBt integriert vom Grade d, kurz vom Typ I (d), wenn A%Y;
stationar ist.

Definition (ARIMA[p, d, g]-Prozess)

Ein stochastischer Prozess (Y;) heiBt
Autoregressiver-Integrierter-Moving-Average-Prozess der Ordnung
[p,d, q], kurz ARIMA|[p, d, q]-Prozess, wenn der nach d-maligem
Differenzenbilden entstandene Prozess A%Y; einem stationaren
ARMAp, q]-Prozess geniigt.
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Schatzung von AR-Modellen

Das zentrierte AR-Modell:
Vi—g=ar (Y =9+ +ap(YVip —7) + & (3:4)
Das geschatzte Modell:
ﬁ:al Yo —9)+ ...+ a, (Yip —7)

Die Residuen: -
a=Y-y-Y -y

Wir minimieren die Residuenquadratsumme:

N
~ ! .
E 8? = 1min

a1,...8
t=p+1 Lo
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Schatzung von AR-Modellen

Die Normalgleichungen:
N

N N
G Y -0t Y WD W 0= X W —7) (-1 —7)
t=p+1 t=p+1 t=p+1
=N N - -~ N N -~ -~ N -~ -~
ar Y, W =) W=+ Y W=D W2 =T = > W=7 (Yi-—2—7)
t=p+1 t=p+1 t=p+1

N N N
ar Y W1 =D Wy =Dty Y W=D = X W=7 (Wp—7)
t=p+1 t=p+1 t=p+1
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Schatzung von AR-Modellen

Drei Schatzverfahren durch Lésung der Normalgleichungen:

1. CLS (Conditional Least Squares)
Die Summationen in den Normalgleichungen fangen bei ¢t = 1 anstatt
t =p+1 an. Fir die Terme yo,y—1,...,Y—(p—1) wird der Erwartungswert
Null eingesetzt.

2. ULS (Unconditional Least Squares)
Das AR-Modell wird zuerst mit einem alternativen Verfahren geschatzt und
es werden die Prognosen in die Vergangenheit o,y _1,...,YJ_(,—1) der
ersten p Reihenwerte berechnet. Dann werden die Normalgleichungen
gelost, wobei die Summationen bei ¢t = 1 anstatt ¢ = p + 1 anfangen. Fiir
die Terme yo,y—1,...,Y—_(p—1) werden ihre Prognosen eingesetzt.
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Schatzung von AR-Modellen

3. Yule-Walker
Die Normalgleichungen werden mit Hilfe der empirischen Autokorrelationen
r. geschatzt. Wir erhalten das empirische Analogon der
Yule-Walker-Gleichungen:

1 1 cee Tp—1 al T1
71 1 cee Tp—2 &2 T9
Tp—1 Tp—2 1 ayp Tp

Durch Lésen des Gleichungssystems erhalten wir die Parameterschatzungen @,
1< <p.
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Schatzung von AR-Modellen

Modellannahmen im Rahmen des linearen Regressionsmodells (3.4)

() Ele] =0, t=1,2,...,N.
2 falls s =

(i) Eeye,] = {7 P85 =1
0, falls s # ¢

(iii) Die Regressoren Y;_1 —¥,...,Y;_, — ¥ sind nichtstochastisch und die
Matrix (Y;—1 —7,...,Yi—p — J) hat den Rang p.

(iv) Es gibt iiber @1,ds,...,d, und o2 keine Vorinformation.
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Schatzung von AR-Modellen

Modellannahmen im Rahmen des linearen Regressionsmodells (3.4)

Annahmeverletzung fiir Zeitreihendaten:

m die Regressoren sind stochastisch. Daher besondere (asymptotische)
Betrachtung der Schatzungsgite.
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Schatzung von AR-Modellen
Die ML-Methode

4. Maximum Likelihood (ML)

Die beobachtete Zeitreihe (y;) = (y1, 42, - .., yn) ist eine Realisation des
zugrundeliegenden AR-Prozesses (Y}).

Die multivariate Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f ((y:)) fasst die
Wabhrscheinlichkeiten zusammen, mit welchen sich beliebige Reihen (y;) oder
Reihenabschnitte (y;,, iy, -y ¥ir,)s 1 < d1,d2,...,i < N realisieren kénnen.
Sei © der unbekannte Parametervektor des AR-Prozesses (Y3),

0= (az,al,...,ap).
Fir jede Auspragung 0;, ¢ = 1,2,... von 0 betrachten wir die multivariate
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f ((y:) |0;) bedingt auf den Parameter 9;.
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Schatzung von AR-Modellen
Die ML-Methode

m Wir kénnen f ((y¢)|0;) als Funktion des AR-Prozesses (Y;) ausdriicken.
Dann sprechen wir, wie oben, von einer bedingten
Wahrscheinlichkeitsdichtefuktion.

m Oder als Funktion des Parametervektors 8. Diese ist dann die so genannte
Likelihood-Funktion
L(O(ye)) := f((ye)10).

Der ML-Schitzer 0 ist der Parametervektor, fur den die Likelihood-Funktion ihr

Maximum annimmt: ‘

L(8(30)) £ max

Alternativ kann 0 durch Maximierung der so genannten Loglikelihood-Funktion
berechnet werden

1O (ye)) = In(L (0](y:))) = max
Dabei gehen wir von einem GauB-Prozess (Y;) aus.
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Schatzung von AR-Modellen

Schéatzungsgiite

Sei

Y;t_,“:al(ytfl_M)‘i"""'o‘p(ytfp_:“)"'gt

ein stationrer AR[p]-Prozess mit E[e;] = 0 und Var[e;] = 0. Dann gilt fiir die
nach einer der vier Methoden berechneten Schitzer a;, i = 1,...,p:

m a; konvergiert fast sicher (mit Wahrscheinlichkeit 1) gegen den wahren
Parameterwert oc; wenn N — 00

IP( lim & (N) :ai) -1

N —oc0
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Schatzung von AR-Modellen
Schéatzungsgiite

m die ZufallsgréBen

VN @ —a1),...,VN (@, — ap)

sind asymptotisch multivariat normalverteilt mit Erwartungswert 0 und
Kovarianzmatrix o Z;l mit », die Kovarianzmatrix von p aufeinander
folgenden Variablen des Prozesses (Y;)

Yo ga! <o Op—1
Z _ 71 '70 ct 7}7*2
.=
Yp-1 Yp—2 -+ N0
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Modellspezifikation

Unter Spezifikation oder Identifikation eines AR-Modells verstehen wir die
Bestimmung der Ordnung p des Modells. 2 Ansatze:

1. Der klassische Box-Jenkins-Ansatz besteht in der Interpretation der
empirischen ACF und PACF.

2. Wir passen AR-Modelle verschiedener Ordnungen an die Daten an und
wahlen das geeignete Modell mit Hilfe eines Informationskriteriums. Wir
wahlen das Modell mit dem kleinsten Wert des betrachteten
Informationskriteriums aus.

Differe
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Modellspezifikation
Interpretation der empirischen ACF und PACF

Wir unterscheiden zwischen drei Verhaltensmustern der empirischen
Kennfunktionen ACF und PACF:

m die Kennfunktion klingt exponentiell ab (siehe die ACF eines AR-, die
PACF eines MA- sowie beide die ACF und die PACF eines gemischten
ARMA-Modells). Dieses Verhalten ist dadurch gekennzeichnet, dass die
Werte schnell abfallen, jedoch sehr langsam gegen Null konvergieren.

m die Kennfunktion klingt langsam von +1 herkommend ab (Hinweis auf eine
Zeitreihe mit Trend);

m die Kennfunktion bricht abrupt ab (siehe die ACF eines White-Noise- oder
MA-Prozesses und die PACF eines AR-Prozesses).
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Modellspezifikation

Informationskriterien

m AIC (Akaike's Information Criterion):

RSS 2p
AIC =1 —=
C n< N ) N
m AICC (AIC with correction):
RSS 2p
Al =1
cc n( N > N_p_2

m BIC (Bayesian Information Criterion):

BIC := IH<R§;S> 4+ plnN

N
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Modellspezifikation

Uberpriifung der Parametersignifikanz

m Asymptotische Verteilung der Parameterschatzer a;, 1 < i < p in einem
AR[p]-Modell

\/N(al—az)iN(O,af)

Die Varianz o7 kann mit Hilfe des Satzes iiber die Schitzungsgiite
bestimmt werden.

m Approximative Verteilung fiir N hinreichend groB

Eii % N (oz,-,cr(%i) .
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Modellspezifikation

Uberpriifung der Parametersignifikanz

Testhypothesen:

Hy:a; =0 gegen Hy:q;#0
Teststatistik:

z=—"~N(0, 1)|Ho
g

Testentscheidung:

m Bestimme den kritischen Wert &, zu gegebenem « € (0,1):
Ro = 2’1_%.
m Lehne Hy mit Irrtumswahrscheinlichkeit « ab, falls

|2| > K-
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Modelldiagnose - Untersuchung der Residuen

= Untersuchung der Abhangigkeitsstruktur anhand der empirischen ACF
und PACF der Residuen oder mit Hilfe von statistischen Tests (bspw. der
Ljung-Box-Pierce-Test)

» Uberpriifung der Normalverteilungsannahme im Falle von
ML-Schatzungen mit dem QQ-Diagramm oder mit Hilfe von statistischen
Tests
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Modelldiagnose - Untersuchung der Residuen
Der Ljung-Box-Pierce-Test

Sei (7) die empirische ACF der Residuen (&;).
Testhypothesen:

Hy : (e:) White-Noise gegen Hj : (g¢) kein White-Noise
Teststatistik:
ko =

Ty -
Q:N(N+2)ZN_Tin_p|HO.

T=1

ErfahrungsgemaB sollte @ fir verschiedene Werte von k = 6,12,18,24, ...
gepriift werden, wobei k& > p gelten soll.
Testentscheidung:

m Bestimme den kritischen Wert k,, zu gegebenem « € (0, 1):
Ra = X1—a;k—p-
m Lehne Hy mit Irrtumswahrscheinlichkeit « ab, falls

Q > Kq-
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Schatzung von MA-Modellen

Sei (Y;) ein MA[g]-Prozess
Y, =¢— fre—1 — ... — 6q5t7q
mit () White-Noise. Y; ist eine nichtlineare Funktion der unbekannten

Parameter 51, ..., 8,. Bspw. fiir das MA[1]-Modell

t—1

Yi==Y BYViu+e —Be.

u=1
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Schatzung von MA-Modellen
Schatzung eines MA[1]-Modells

Das MA[1]-Modell:

t—1
- Z 5uY2—u +éer— ﬂti?o-
u=1

Das geschitzte MA[1]-Modell:

t—1
- Z ﬁu}/t—u
u=1
Die Residuen:
-1
B=Yi-Yi=Yi+> BV
u=1
Wir minimieren die Residuenquadratsumme:

o !
E g = mm
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Schatzung von MA-Modellen

Zwei Schatzverfahren basieren auf der Minimierung der Residuenquadratsumme:

1. CLS (Conditional Least Squares) — Fiir die Terme €g,e_1,...,6_(4—1) wird
der Erwartungswert Null eingesetzt.

2. ULS (Unconditional Least Squares) — Das MA-Modell wird zuerst mit dem
CLS-Verfahren geschatzt und es werden die Prognosen in die
Vergangenheit £9,€_1,...,E_(4—1) berechnet. Dann wird die
Residuenquadratsumme minimiert, wobei fiir die Terme
€0,€-1,---,E_(q—1) ihre Prognosen eingesetzt werden.

Der CLS- und die ULS-Schatzer sind nichtlineare Schatzfunktionen, die mit
Hilfe von numerischen Optimierungsverfahren berechnet werden. Alternativ:

3. ML (Maximum Likelihood)
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Schatzung von ARMA-Modellen

1. CLS (Conditional Least Squares) — Fiir die Terme
Y0, Y—1s -+ s Y—(p—1)5E05E—1,- - -, E_(q—1) Wird jeweils 0 eingesetzt.

2. ULS (Unconditional Least Squares) — Das ARMA-Modell wird zuerst mit
dem CLS-Verfahren geschétzt und es werden die Prognosen in die
Vergangenheit §o,J-1,...,Y—(p—1),€0,E—1,---,E—(q—1) berechnet. Dann
wird die Residuenquadratsumme minimiert, wobei fiir die Terme
Y0sY=1,- - > Y—(p—1)» €0,E—1,---,E_(q—1) ihre Prognosen eingesetzt
werden.

Der CLS- und die ULS-Schatzer sind nichtlineare Schatzfunktion, die mit Hilfe
von numerischen Optimierungsverfahren berechnet werden. Alternativ:

3. ML (Maximum Likelihood)
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Schatzung von ARMA-Modellen

Theorem (Asymptotische Eigenschaften der Parameterschitzer eines
ARMA-Prozesses)

Sei (Y;) ein stationdrer und invertierbarer ARMAIp, q]-Prozess

a (B Y; = 8(B)e; mit Ele;] = 0 und Var[e;] = 0. Ferner sei unterstellt, dass
die charakteristischen Polynome der Filter o (B) und 3 (B) keine gemeinsame
Nullstellen haben. Dann gilt fiir die nach einer der drei Methoden berechneten

Schitzerx = (( &y Qo ... &p)undﬁz(gl By ... Bq )

m & und E konvergieren fast sicher (mit Wahrscheinlichkeit 1) gegen die
wahren Parametervektoren o« und 3 wenn N — oo

N—o00

]P’( lim &(N):a):l und P(l\}gnooﬁ(N):ﬁ)zl
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Schatzung von ARMA-Modellen

Theorem (Asymptotische Eigenschaften der Parameterschitzer eines
ARMA-Prozesses)

w die ZufallsgréBen /N (& — o), VN (E — [5) sind asymptotisch
gemeinsam multivariat normalverteilt mit Erwartungswertvektoren 0 und

Kovarianzmatrix .
V = |: d)aa - d)ab :l
— ¢ .
¢, bwp

Seien (a;) und (b;) die Folgen der Gewichte der inversen Filter o=t (B) und
B~ (B). Die Kovarianzmatrix V wird mit Hilfe der unendlichen Reihen

Dab (7') = Z atbt—l-r
t=0

und analog dazu ¢qq (T) und ¢wy, (1) fiir 7 > O definiert.
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Schatzung von ARMA-Modellen

Theorem (Asymptotische Eigenschaften der Parameterschitzer eines
ARMA-Prozesses)

Die Matrix V hat die Partitionen:

Paa (0) Paa (1) cee Paa (p— 1)
b | e @ :
: B Paa (1)
¢aa (p — ]-) ©coo ¢aa (]-) ¢aa (0)
oop (0) e (1) ... dw(g—1)
oy — ¢bb-(1) owp (0) :
: Py (1)
dop(@—1) ... dw(l) P (0)
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Schatzung von ARMA-Modellen

Theorem (Asymptotische Eigenschaften der Parameterschitzer eines
ARMA-Prozesses)

¢ab (0) ¢ab (1) e qsab (q — ]-)
¢ab (1) (bab (0) ¢ab (q - 2)
':bab = . . :
Pab(P—1) Gab(P—2) ...  ap(0)
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Literaturhinweise

Schlittgen und Streitberg (1999), Zeitreihenanalyse: Kapitel 6.1.1, 6.1.7
Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 3
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Lineare Modelle
Saisonale ARIMA-Modelle

Kapitel 3:
Lineare Modelle

3.4 Saisonale ARIMA-Modelle



Saisonale ARIMA-Modelle

Saisonale Differenzen

Im Rahmen der Datentransformation kann

m der Trend durch das d-fache Bilden von einfachen Differenzen
A%y, = (1-B)'Y,
m die Saisonkomponente durch das D-fache Bilden von saisonalen Differenzen
AY, =Y, - Y s =Y, -BY,=(1-B)Y;

APY, =(1-B9)"Y,

eliminiert werden.
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Saisonale ARIMA-Modelle

Saisonale Differenzen

Einen Hinweis auf das Vorliegen einer Saisonkomponente liefern die ACF und
PACF, wenn sie signifikante Werte fiir kleine Lags sowie fiir die Lags um die
Saisonperiode s, 2s,... aufweisen. Gleichzeitig sind die dazwischen liegenden
Lags nicht singnifikant von Null verschieden.
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Saisonale ARIMA-Modelle

Saisonale Differenzen

Oft ist es nétig, beide Trend und Saisonkomponente zu bereinigen

(1-B)(1-B)"Y.

Wir entscheiden (iber die Anzahle d und D der Differenzenbildungen mit Hilfe
der Methode der variaten Differenzen. Wir wahlen das Paar (d, D) mit der
kleinsten empirischen Varianz der transformierten Zeitreihe
(1-B)*(1—B*)"y, aus.
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Saisonale ARIMA-Modelle

Definition (SARIMA[p, d, q] x [P, D, Q)] .-Prozess)

S

Ein stochastischer Prozess (Y;) heiBt saisonaler
Autoregressiver-Integrierter-Moving-Average-Prozess der Ordnungen
[p,d,q] und [P, D,Q)], , kurz SARIMA[p, d, q] x [P, D, Q] -Prozess, wenn er
der Gleichung

a(B)n(B*) (1 - B)' (1 - B*)”Y; = 8(B)0(B*)e;

mit (e;) ein White-Noise-Prozess genligt.
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Literaturhinweise

Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Abschnitt Saisonale
ARIMA-Modelle in Kapitel 3.4 und Abschnitt Lineare Filterung von Zeitreihen
in Kapitel 2.5
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Lineare Modelle
Differenzen- vs. trendstationare lineare Modelle

Kapitel 3:
Lineare Modelle

3.5 Differenzen- vs. trendstationdre lineare Modelle



Differenzen- vs. trendstationare lineare Modelle

Wir unterscheiden zwischen

m einem deterministischen Trend, z.B. dem polynomialen Trend. Ein lineares
Modell mit deterministischem Trend bezeichnen wir als trendstationar.

und

m einem stochastischen Trend, welcher im Rahmen eines instationaren
linearen Modells der Klasse ARIMA entsteht. Ein lineares Modell mit
stochastischem Trend bezeichnen wir als differenzenstationar.
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Differenzen- vs. trendstationare lineare Modelle

Sei (g¢) ein White-Noise-Prozess und (y;) die zur Verfigung stehende Zeitreihe.
Wir betrachten das lineare Modell

Yt:00+91t+Zt mit (170[B)Zt:€t.

1. |a| < 1, (Z;) ist stationar, (Y%) ist trendstationar.

Die fehlerhafte Behandlung der Zeitreihe (y;) als Realisation eines
differenzenstationdren Prozesses hat vertrettbare Konsequenzen fiir die
Modellschatzung und fiir das Testen.

2. a =1, (Z;) ist nicht stationar, (Y;) ist (zumindest) differenzenstationar.
Die fehlerhafte Behandlung der Zeitreihe (y;) als Realisation eines
trendstationaren und nicht differenzenstationdren Prozesses hat gravierende
Konsequenzen fiir die Modellschatzung und fiir das Testen.

(3.) || > 1, 6konomisch nicht relevant.
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Differenzen- vs. trendstationare lineare Modelle
Der DF-Test

Der Einheitswurzeltest (Unit-Root-Test) von Dickey und Fuller erfolgt im Modell
AY;=p+Bt+7Y1+ &

mit
w="00(1-a)+ ab
ﬂ:é)l(lfa)

T=a—1
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Differenzen- vs. trendstationare lineare Modelle
Der ADF-Test

Der erweiterte (augmented) Einheitswurzeltest von Dickey und Fuller erfolgt im
Modell

k
AY; =pu+0t+7nYe1 + ZVJAYF]‘ + &t
j=1
mit
uz@o(l—a)—i-oﬂl
ﬁ = (91 (1 - Oé)

T=a—1
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Differenzen- vs. trendstationare lineare Modelle
Der ADF-Test

Modell: AY; = p+ St +7Y_1 + Z?Zl v;AY;_; + €, Testhypothesen:

Hy:B=7n=0 gegen H:8#0V7T#0

Teststatistik: Die Teststatistik ist die libliche F-Teststatistik. lhre Verteilung
unter Hy wurde von Dickey und Fuller (1981) tabelliert. Testentscheidung

(unter Beriicksichtigung der jeweilligen Fehlerwahrscheinlichkeiten):

m H beibehalten: die Hypothese eines differenzenstationaren und
nicht-trendstationdren Modells kann nicht abgelehnt werden.

m Hj ablehnen: die Hypothese eines differenzenstationaren Modells wird
abgelehnt. In diesem Fall kdnnen wir mit dem Ausgangsmodell wieder
arbeiten und die Trendstationaritat des Modells mit einem
Standardtestverfahren iiberprifen.
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Differenzen- vs. trendstationare lineare Modelle
Der ADF-Test

Modell: Y; = 0y + 61t + Z;, mit o (B) Z; = &, Z; stationér. Testhypothesen:

Hp:60, =0 gegen H;:0; #0

Teststatistik: R
01
2= =—n~tn_2|Hp
O'é\l
Testentscheidung (unter Beriicksichtigung der jeweilligen
Fehlerwahrscheinlichkeiten):

m Hj beibehalten: die Hypothese eines nicht-trendstationaren Modells kann
nicht abgelehnt werden. Insgesamt: die Hypothese eines stationdren
Modells kann nicht abgelehnt werden.

m Hj ablehnen: die Hypothese eines nicht-trendstationaren Modells wird
abgelehnt. Insgesamt: Hinweis auf ein trendstationires und
nicht-differenzenstationires Modell.

Achtung! Der Storterm (Z;) ist autokorreliert. Dazu noch mehr in Kapitel

. Regressionsmodelle fir Zeitreihen®,
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Literaturhinweise

Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 4
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Literaturhinweise
Weiterfiihrende Literatur

Kapitel 3.1, 3.2, 5.1 in
Pfaff, B. (2008), Analysis of integrated and cointegrated time series with R, 2.
Auflage, Springer Verlag, New York

Lineare Filter Invertierbare lineare Filter Anpassung linearer Modelle Saisonale ARIMA-Maodelle Differe
3.100



Prognose

Kapitel 4:
Prognose



Inhaltsiibersicht

Prognose
Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit

Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit
Der Box-Jenkins-Ansatz

Die exponentielle Glattung
Auswertung von Prognoseergebnissen

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
4.0



Prognose

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit

Kapitel 4:
Prognose

4.1 Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit



Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit

Sei (Y}) ein stochastischer Prozess mit E[Y;?] < 0o und (y;), .,y die zur
Verfiigung stehende Zeitreihe. T

m Gesucht ist eine Prognose fiir den Wert yn 4 auf der Grundlage der
Zeitreihe (y¢)<;<n-

m Fir einen positiven Prognosehorizont h > 0 liegt yn 45 in der Zukunft, fir
einen negativen Prognosehorizont h < 0 — in der Vergangenheit.

m Eine Prognose wird mit Hilfe einer Prognosefunktion ?N,h der
Zeitreihenvariablen des Prozesses

}/}N,h (Y1,Y,...,YN)

berechnet.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose aiis der iinendliche
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Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit

Prognosen sind Schitzungen, Prognosefunktionen — Schitzfunktionen fiir eine
Realisation yxn 5 des Prozesses.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose aiis der iinendliche
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Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit

Wir betrachten den Prognosefehler

Ynin — Ynon.

Gesucht ist die optimale/beste Prognosefunktion fiir yn 1, d.h. die
Prognosefunktion, welche den mittleren quadratischen Prognosefehler
MSE [?Nﬁ} minimiert

MSE F}N,h} = E[(YN+h - ?N*hﬂ .

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose aiis der iinendliche
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Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit

Theorem (Optimale Prognose)

Sei (Y;) ein stochastischer Prozess mit E[Y,?]| < oc. Die optimale Prognose von
yN+n Mmit Hilfe einer Prognosefunktion der Zeitreihenvariablen Y1,Ys,..., YN
ist der bedingte Erwartungswert

Ynin (Y1,Ys,...,YN) =E[Ynin [Yi=1p1,Y2 =92,...,. Yy = yn].

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose aiis der iinendliche
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Die optimale lineare Prognose aus der endlichen Vergangenheit

Theorem (Optimale lineare Prognose)

Sei (Y;) ein stationdrer stochastischer Prozess mit Autokorrelationsfunktion
(pr). Die optimale Prognose von yn .y, mit Hilfe einer linearen Prognosefunktion

N-1
Yvn (Y1,Ya,. ., YN) = > au¥n
u=0

benutzt die Gewichte (ay) <, <x_1, Welche das System der
Yule-Walker-Gleichungen I6st

1 pPL ... PN-1 ap Ph
p1 1 ... pN-2 ay Ph+1
PN-1 PN—2 - 1 an_1 Ph+N—1

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose aiis der iinendliche
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Die optimale lineare Prognose aus der endlichen Vergangenheit

Die optimale lineare Prognose ?N,h aus der endlichen Vergangenheit
{y1,92,--.,yn} kann mit Hilfe der R-Funktion TrenchForecasts aus dem Paket
Itsa (Linear Time Series Analysis) implementiert werden.

m Dabei werden die Autokovarianzen mit Lags 7 € {0,1,2,...,h+ N — 1}
benotigt. Werden die h + N Werte der Autokovarianzfunktion aus der
Zeitreihe {y1,y2,...,yn} geschatzt, so kénnen lediglich Prognosen mit
negativem Prognosehorizont h < 0 erstellt werden. Fir Prognosen in die
Zukunft muss die Autokovarianzfunktion bekannt sein oder mit einem
alternativen Verfahren geschatzt werden.

Fir ARIMA-Modelle kann die optimale lineare Prognose ?N,h aus der endlichen
Vergangenheit auch mit Hilfe der Funktion predict berechnet werden.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose aiis der iinendliche
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Prognose

Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit

Kapitel 4:
Prognose

4.2 Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen
Vergangenheit



Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit
Minimierung des mittleren quadratischen Prognosefehlers

Wir betrachten im Folgenden lineare Prognosen aus der unendlichen
Vergangenheit

Vin (Ve Yirooo) = 3 auYiw.
u=0
Der Prognosefehler ist R
Yien — Yin

Gesucht ist die optimale/beste Prognosefunktion fiir y;yp, d.h. die
Prognosefunktion, welche den mittleren quadratischen Prognosefehler

MSE [i}th} minimiert

MSE[7;,] = [(Ym - m)z} |

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit

Minimierung des mittleren quadratischen Prognosefehlers

Diese Minimierungsaufgabe fiihrt zu einem unendlichen System von
Yule-Walker-Gleichungen mit den Unbekannten (a,,)

1 p ... ag Ph
pr 1 ... a1 | = | Pr+1

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit

Prognose fiir MA[oo]-Prozesse

Sei () ein MA[oo]-Prozess

%)
Y, =~ § BuEt—u,
u=0

wobei By = —1 gesetzt wurde.
Die optimale lineare Prognose fiir den Wert yp, ist

0
Y;f,h = - § 5h+u5t7u-

u=0

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit
Unkorreliertheit zwischen dem Prognosefehler und den Zeitreihenvariablen

Alternativ kann die Folge (a,,) mit Hilfe des folgenden Satzes bestimmt werden.

Sei (Y;) ein rein nicht-deterministischer Prozess. Die lineare Prognose aus der
unendlichen Vergangenheit

Vir Vo Yier, o) = 3 auYicu
u=0

ist dann und nur dann optimal, wenn der Prognosefehler Yiip — f/t,h
unkorreliert mit allen Zeitreihenvariablen Y;,Y; 1, ... ist.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit
Unkorreliertheit zwischen dem Prognosefehler und den Zeitreihenvariablen

Wir betrachten den Prognosefehler zum Zeitpunkt ¢ 4+ h
Yitn = Yin

und den mittleren quadratischen Prognosefehler
~ N2
MSE|Vi| = E {(Yﬂh ~Yin) } .

Sei A (h) der mittlere quadratische Prognosefehler fiir die optimale lineare
Prognose
A (h) := min MSE [ﬁ)h} :

(au)

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit
Unkorreliertheit zwischen dem Prognosefehler und den Zeitreihenvariablen

Definition (deterministischer Prozess)

Ein stationarer Prozess (Y;) heiBt deterministisch (singular, exakt
vorhersagbar), wenn gilt
A(h)=0 Yh>D0.

Definition (rein nicht-deterministischer Prozess)

Ein stationarer Prozess (Y;) heiBt rein nicht-deterministisch, wenn gilt

lim A (h) = 70.

h— o0
Ein stationdrer Prozess ist dann und nur dann rein nicht-deterministisch, wenn

er sich als MA[oo]-Prozess
Y, = Z Bugt—u
u=0

mibauadratisahosummiarharancGewichten Y DicAdtimarclimdatstellmskisst der inendliche
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Die optimale lineare Prognose aus der unendlichen Vergangenheit
Unkorreliertheit zwischen dem Prognosefehler und den Zeitreihenvariablen

Theorem (Wold'scher Zerlegungssatz)

Jeder stationare Prozess (Y;) kann eindeutig als Summe zweier unkorrelierter
stationdrer Prozesse, nimlich eines deterministischen und eines rein
nicht-deterministischen Prozesses dargestellt werden.

Weiter werden wir uns nur mit der Prognose rein nicht-deterministischer
Prozesse beschaftigen.

Theorem

Sei (Y;) ein rein nicht-deterministischer Prozess. Die lineare Prognose aus der
unendlichen Vergangenheit

o
Yor (Ve Yer, ) = ) auYeeu
u=0

ist dann und nur dann optimal, wenn der Prognosefehler Y — )727;1
unkorreliert mit allen Zeitreihenvariablen Y;,Y; 1, ... ist.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz

Der Box-Jenkins-Ansatz ist ein rekursives Berechnungsverfahren der optimalen
linearen Prognose aus der unendlichen Vergangenheit fiir allgemeine
ARMA-Prozesse.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir MA[g]-Prozesse

Sei (Y;) ein MA[g]-Prozess

q
th = - § Bugt—uv
u=0

wobei By = —1 gesetzt wurde. Wir kénnen (Y;) als MA[oo]-Prozess mit
Parametern 3, = 0 fir u > ¢ darstellen.
Dann lautet die optimale lineare Prognose fiir den Wert y;p

—h
ﬁ h = - Z:() BthuEtfua h<q
’ ; h>q

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir MA[g]-Prozesse

Die Storungen (5u)t+h—q<u<t entsprechen den Prognosefehlern der

1-Schritt-Prognosen

Et—1 =

Et—2 =

Et—h—q =

Sie werden rekursiv berechnet.

Die optimale Prognose aus der endlichen

Y, —Yi 11
Yi1— Y21
Y 2 —Yi 31

Yith—q—Yirnhq-11

\Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir MA[g]-Prozesse

Wir schreiben die Definitionsgleichung fiir Y, fort
Yirn = €t4n — Bi€egn—1 — .- — Bree — Brr1€t—1 — - - - — ByEtth—q-

Die Prognose }/}t,h wird aus Y;yp, wie folgt, berechnet

Yin=ci4n— Bi€tth-1— ... — Bnet — Bhy16t—1 — ... — 6q5t+h7q-
m Die Stérungen €41, €¢4h-1,---,Err1 Werden mit ihrem Erwartungswert

von Null ersetzt.

m Die Stérungen e4,6;,_1, ... entsprechen den Prognosefehlern
Yi—Yi11,Yi—1 —Yi_o1,... der 1-Schritt-Prognosen.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir AR[p]-Prozesse

Sei (Y1) ein AR[p]-Prozess
Yi=o Y1+ o+ ...+ oY, +es

Die optimalen linearen Prognosen sind

?1:,1 = aYitaYi g+ .+,
?1:,2 = 0413?15,1 +aYs+a3Yi 1+ .+ apYiio

Fir einen beliebigen Prognosehorizont h

Yi = aYip1+aYipo+.. . +ap_1Y1+
apYy +app1Yio1 + .o+ apYignp

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz

Prognose fiir AR[p]-Prozesse

Wir schreiben die Definitionsgleichung fiir Y, fort
Yieh =0Yipn1 +aYipn o+ ...+ 0pYipn—p +Eran.
Die Prognose }A’m wird aus Y4 p, wie folgt, berechnet

Yin=01Yipn—1 +Yign o+ ... +0pYiinp +ergn.

m Die unbekannten Variablen Y;;p_1,...,Y;41 werden mit den optimalen
linearen Prognosen Y; p,_1,...,Y; 1 ersetzt.
m Fir die Variablen Y;, Y;_1, ... setzen wir ihre Beobachtungen ein.

m Die Stérung &4, wird mit ihrem Erwartungswert von Null ersetzt.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir ARMA[p, ¢]-Prozesse

Sei (Y;) ein ARMA[p, q]-Prozess
Yi=a1Yi 1 +...+ Ofp}/t—p +er— Blgt—l KR ﬁqat—q-
Wir schreiben die Definitionsgleichung fiir Y fort

Yieh = 1Yiqn—1+ ...+ pYipn—p + €t4n — Bi€ttn—1 — - .. — BeEtth—q.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir ARMA[p, ¢]-Prozesse

Die Prognose Y; ;, wird aus Y;;, wie folgt, berechnet
Yin=01Yipn-1+ ...+ pYiinp+eeqpn — Bigigh—1 — ... — BeEtth—q-

m Die unbekannten Variablen Y4 _1,...,Y;41 werden mit den optimalen
linearen Prognosen )A/t,h_l, . ,)A/m ersetzt.

m Fir die Variablen Y;, Y;_1, ... setzen wir ihre Beobachtungen ein.

m Die Stérungen €44 p,€¢4h-1,- .. ,Et+1 Werden mit ihrem Erwartungswert
von Null ersetzt.

m Die Stérungen e4,6;,_1, ... entsprechen den Prognosefehlern
Y, — )A/t_lyl, Y 1— ﬁ_2717 ... der 1-Schritt-Prognosen.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir ARMA[p, ¢]-Prozesse

Wir schreiben den ARMA[p, q]-Prozess (Y;), wie folgt, auf:
}/t =cC (B) Et
mit
c(B)=a (B B(B).

Die Varianz des Prognosefehlers ist

h—1

% _ 2 2

Var [YHh — Ytﬁ} =o; g cy,
u=0

mit (c,,) die Gewichte des Filters ¢ (B).

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir ARMA[p, ¢]-Prozesse

Die optimale lineare Prognose eines ARMA[p, g]-Modells hat die folgenden
Eigenschaften:

lim Var [YM - ﬁ,h] = VarlV}]

h—o00
lim Y, =E[Y;] =0
h—o0

Dabher ist sie unbrauchbar fiir groBen Prognosehorizont h.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir ARMA[p, ¢]-Prozesse

Sei (Y;) ein GauBscher ARMA[p, q]-Prozess. Dann gilt

h—1

% 2 § 2

KJrh - K,h ~ N 0705 Cu
u=0

Prognoseintervall fiir ;4 p:

Yin £ Zl—a/20e

mit 21_q/2 das 1 — a /2-Quantil der Standardnormalverteilung.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir angepasste ARMAI[p, g]-Prozesse

Der Box-Jenkins-Ansatz ist ein rekursives Berechnungsverfahren fiir die
optimale lineare Prognose Y; j,, wenn

m die Parameter x = (g a2 ... ap JundB=( B B2 ... By )
bekannt sind,

m eine unendliche Zeitreihe y_, ..., y: zur Verfligung steht (unendliche
Vergangenheit).

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir angepasste ARMAI[p, g]-Prozesse

In praktischen Anwendungen verwenden wir eine angepasste Prognosefunktion
auf der Grundlage von Y; j,. Dabei setzen wir die folgenden Werte ein:

m die Parameterschatzungen & = ( a1 Qy ... Op ) und
p= ( B By ... Bq ) nach einer der Methoden CLS, ULS oder ML,
m geeignete Startwerte £g,2_1, ... ,}70,}7,1, .

m Schitzungen (Approximationen) &, ... fir die Stérungen &, ...e1.

Diese Prognosefunktion bezeichnen wir im Folgenden mit }N/t)h.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Der Box-Jenkins-Ansatz
Prognose fiir angepasste ARMAI[p, g]-Prozesse

Sei (Y;) ein stationdrer und invertierbarer ARMAp, q]-Prozess,

a (B Y: = 5 (B) e, mit White-Noise-Prozess (e¢). Sei Vt,h die entsprechend
angepasste Prognosefunktion auf der Grundlage der optimalen linearen
Prognose aus der unendlichen Vergangenheit Y; ;. Dann gilt fiir e > 0 beliebig

lim P[VN[in — Tin| > ] = 0.
N —oc0

m Die Anwendung der Prognosefunktion th anstatt von lAQh hat einen
vernachlassigbaren Effekt auf die Prognosegiite.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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4.3 Die exponentielle Glattung



Die exponentielle Glattung

Die exponentielle Glattung ist ein Extrapolationsverfahren fir die Berechnung
von Prognosen. Es basiert auf das Bilden rekursiver Fortschreibungen der Form

yng = (1 —a)yn—1,1 + ayn.

Durch rekursives Einsetzen der Prognosen erhalten wir die Darstellung als
exponentiell gewichtete Summe von Zeitreihenwerten

N2
v =0-a) "y +a ) (1-a)'ynvu

u=0

Dabei wurde das Verfahren mit g1 1 = y; initialisiert.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Die exponentielle Glattung

Alternative Darstellung:

Uni =Yn-11+a(yn —Un-1,1)

Eine neue Prognose wird durch Aufdatierung der letzten Prognose erstellt.
Dabei erfolgt eine Korrektur um den letzten Porgnosefehler.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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4.4 Auswertung von Prognoseergebnissen



Auswertung von Prognoseergebnissen

Prognoseverfahren:

m optimale lineare Prognose }/}N,h aus der endlichen Vergangenheit
{y1,y2,...,yn}. Berechnung durch Lésen der Yule-Walker-Gleichungen
mit Hilfe des Levinson-Durbin-Algorithmus.

m optimale lineare Prognose }A’t’h aus der unendlichen Vergangenheit

{yt, Y1—1, Yt—2 - . . }. Speziell fir ARIMA-Modelle kann }A’t,h mit Hilfe des
Box-Jenkins-Ansatzes berechnet werden.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Auswertung von Prognoseergebnissen

Gegeben sei eine Zeitreihe (y;) der Lange N, t € {1,2,...,N}. Wir
unterscheiden zwischen

m in-sample Prognose (innerhalb der Stichprobe): wir schitzen das
Zeitreihenmodell (ZR-Modell) aus der Zeitreihe (y;) und erstellen
Prognosen ebenfalls fiir (y;).

m out-of-sample Prognose (auBerhalb der Stichprobe): wir schitzen das
ZR-Modell aus der Zeitreihe (y;). Die Prognosen werden fiir einen
unterschiedlichen, zukiinftigen Zeitraum s € {N+1,N+2,..., N+ H}
erstellt.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Auswertung von Prognoseergebnissen

Gegeben sei eine Zeitreihe (y;) der Lange N. Wir erstellen Prognosen (gs) fir
den Prognosezeitraum s € {N + 1, N +2,..., N + H}. Wir untersuchen die
Prognosegiite von (ys) ex-post, d.h. durch Vergleiche zwischen den Prognosen
(ys) und den tatsachlichen Realisationen (ys).

Fragestellung 1: Wir berechnen (¥s). Wir méchten die Prognosegiite von (7s)
beurteilen.

Fragestellung 2: Wir erstellen Prognosen (') und (y7) mit zwei
unterschiedlichen ZR-Modellen oder zwei unterschiedlichen Prognoseverfahren
A und B. Wir mdchten bestimmen, welches Modell/Verfahren die beste
Prognose geliefert hat.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Auswertung von Prognoseergebnissen
Empirische MaBzahlen

Wir berechnen

m den empirischen mittleren absoluten Prognosefehler

. 1 N+H
MAE(@\S):E Z |ys_/y\s|
s=N+1

m den empirischen mittleren quadratischen Prognosefehler

N+H
TroD (A~ ~\2
MSE (ys) = 5 > w3
s=N+1

Niedrige Werte dieser empirischen MaBzahlen sprechen fiir eine gute Prognose

(@s)-

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Auswertung von Prognoseergebnissen

Mincer-Zarnowitz-Regression

Wir fiihren eine einfache lineare Regression der Realisationen (y;) auf die
Prognosen (¥s)

yS:BO'i_ﬁl’Z/\s'i_us, s=N+1,N+2,.. N+ H

durch.

= Eine gute Prognose (7,) ist durch ein hohes BestimmtheitsmaB R?
gekennzeichnet.

m Auch kénnen wir einen F-Test mit den Testhypothesen:
Ho:Bo=0ANB1=1 gegen Hy:Bo#0Vp #1
durchfiihren. Die Beibehaltung der Hy-Hypothese weist auf eine gute
Prognose (ys) hin.

Achtung! Der Stérterm (us) ist nicht White-Noise. Dazu noch mehr in Kapitel
. Regressionsmodelle fiir Zeitreihen®,

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Auswertung von Prognoseergebnissen

Wir betrachten die Prognosen (72') und () mit zwei unterschiedlichen
ZR-Modellen/Prognoseverfahren A und B. Wir kénnen die beiden Prognosen
bzgl.

m der empirischen MaBzahlen
m der Gite der jeweiligen Mincer-Zarnowitz-Regressionen

miteinander vergleichen.

Diese Resultate werden auf der Grundlage einer Realisation (ys) ermittelt und
sind dem Zufall iiberlassen. Neue Realisationen (y,) fiihren moglicherweise zu
unterschiedlichen Resultaten. Wir brauchen Methoden, womit wir einen

statistisch signifikanten Unterschied zwischen (72') und (77) belegen kénnen.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Auswertung von Prognoseergebnissen
Diebold-Mariano-Test

Wir mochten die Prognosen (@\;4) und (g/]f) mit zwei

ZR-Modellen/Prognoseverfahren A und B bzgl. ihrer Genauigkeit vergleichen.

Wir betrachten

m den Abstand zwischen ihren quadrierten Prognosefehlern zum Zeitpunkt s

ds:(ys_fl/\f)Q_(ys_ﬂsB)Q

m den Abstand zwischen ihren empirischen M S E-Werten

d = MSE () - MSE (37)
1 N+H 2 1 N+H
= ﬁ Z (ys_ys - Z
s=N-+1 s=N+1

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Auswertung von Prognoseergebnissen
Diebold-Mariano-Test

Theorem (Prognosen mit gleicher Prognosegenauigkeit)

Zwei Prognosen (y2') und (y?) haben die gleiche Genauigkeit dann und nur
dann wenn

Eld] =0

fiir alle Prognosezeitpunkte s gilt.

Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose aiis der tinendliche
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Auswertung von Prognoseergebnissen
Diebold-Mariano-Test

Testhypothesen:

Hy:E[ds]=0 Vs gegen Hy:3s E[ds]#0
Teststatistik:

VHd 4
— N (0, 1) |H
NG (0, 1) [Ho

mit & einem asymptotischen konsistenten Schatzer der GréBe Var [\/ﬁ E}.
Testentscheidung:
m Bestimme den kritischen Wert k,, zu gegebenem « € (0, 1):

R = Zl_%.
m Lehne Hy mit Irrtumswahrscheinlichkeit « ab, falls
|2| > K-

Dann haben die Prognosen (') und (77) unterschiedliche

Prognosegenauigkeit (Irrtumswahrscheinlichkeit «).
Die optimale Prognose aus der endlichen Vergangenheit Die optimale lineare Prognose atis der 1inendliche
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Statistische Methoden im Frequenzbereich

Das Periodogramm

Kapitel 5:
Statistische Methoden im Frequenzbereich

5.1 Das Periodogramm



Periodizitaten in Zeitreihen

Der Datensatz enthalt die in DE monatlich gezahlten Gemeinschaftssteuern in
Mio. Euro, Jan. 1994 — Jan. 2000.

Steuern

T T T T T T T
1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000

Jahr

Abb. 5.1: Die Zeitreihe Steuern

Das Periodogramm__Fouriertransformationen fiir Zeitreihen Das Spektrum Lineare Filter im Freaiienzher
5.1



Periodizitaten in Zeitreihen

Die Frequenz

Die Zeitreihe Steuern weist zwei Arten von periodischen Schwankungen auf:
m Quartalsschwankungen mit der Periode P = 3
m jihrliche Schwankungen mit der Periode P = 12.
Diese Periodizitaten haben jeweils die Frequenzen
m A =1/3, d.h. in einem Monat lauft ein drittel Quartalszyklus ab
m A =1/12, d.h. in einem Monat lauft ein zwolftel Jahreszyklus ab.
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Periodizitaten in Zeitreihen

Die Frequenz

Definition (Frequenz)

Sei f (t) eine periodische Funktion mit der Periode P, d.h. f (¢t + P) = f (¢).
Die Frequenz A von f () ist der Kehrwert von P

1
)\—F.

Eine periodische Zeitreihe (y;) besteht aus sich nahezu identisch
wiederkehrenden Teilsegmenten (Zyklen). Die Periode gibt die Lange eines
Zyklus an, die Frequenz besagt, wieviele Zyklen in einer Zeiteinheit ablaufen.
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Periodizitaten in Zeitreihen
Die Frequenz

m Viele der folgenden Resultate erlauben eine besonders einfache
Interpretation fiir die so genannten Fourierfrequenzen:

m Das Periodogramm I () ist eine Funktion der Frequenz A. Mit dem
Periodogramm konnen die Periodizitaten in einer Zeitreihe aufgedeckt
werden. Ein Peak im Periodogramm bei einer Frequenz A* ist ein Hinweis
auf eine mogliche Periodizitdt mit Frequenz \*.
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Das Periodogramm

Series: steuern
Raw Periodogram

1000

800
I

spectrum

400
I

T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

frequency
bandwidth = 0.00385

Abb. 5.2: Das Periodogramm der Reihe Steuern
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Das Periodogramm

Definition (Periodogramm)

Das Periodogramm oder Stichprobenspektrum der Zeitreihe (y;) ist eine
Funktion der Frequenz A\

I() =N (CO) +5(°)

mit C'(\) die empirische Kovarianz der Zeitreihe (y;) mit der Cosinuswelle
(cos (2mAt))

= Z Yt — Y) cos (2mAL) .

und S () die empirische Kovarianz der Zeitreihe (y;) mit der Sinuswelle
(sin (2 At))

N
Z ) sin (27 AE) .
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Das Periodogramm

Die Kovarianzen C () und S (A) wurden mit der folgenden Formel fiir die
Kovarianz ermittelt:

CYX:N

-
s

Die Giiltigkeit dieser Formel ist leicht zu priifen:

N
1 _ —
Cyx = NZ(%—Z/)(%—%)
t=1
1N
= *Zytﬂvt yx
Nt:l
1 X N
1 X
= Nz(yt ES
t=1
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Das Periodogramm

Eigenschaften des Periodogramms

w o=
~ o~ O~

(
(— )\) I(X), d.h. das Periodogramm ist eine gerade Funktion von .
(A+1) =1I()), d.h. das Periodogramm ist periodisch mit P = 1.

4. I(\)>0

Aufgrund der Eigenschaften 2. und 3. ist es ausreichend, das Periodogramm im
Intervall [0, 0.5] zu betrachten.
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Das Periodogramm

Das Periodogramm I () einer Zeitreihe (y;) bemisst den Erklarungsgehalt einer
harmonischen Schwingung mit der Frequenz A fiir die zentrierte Zeitreihe

(Yt — ).
m Als harmonische Schwingung bezeichnen wir die Funktion
f(t) = acos (2rAt) + bsin (27 At)

mit a, b € R. Harmonische Schwingungen sind periodisch mit der Frequenz
A, bzw. mit der Periode P =1 /X:

f (t + /1\> aj cos (27r)\ (t + /1\)> + ag sin (277)\ (t + ;\))

= aycos (2mAt + 2m) + ag sin (27t + 27)
a1 cos (2w At) + ag sin (2wAt) .
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Das Periodogramm

Das Regressionsmodell mit einer harmonischen Schwingung

Wir betrachten das lineare Regressionsmodell

Yt — Y = acos (2w At) + bsin (27 At) + ;. (5.1)

In diesem Modell wird die zentrierte Reihe (y; — 7) mit Hilfe lediglich einer
harmonischen Schwingung der Frequenz \ erklart. Das geschatzte Modell:

o —

Yyt — Y = acos (2wAt) + bsin (2mAt) .

Die Residuen: R
€t =y — Y — acos (2mAt) — bsin (27At).
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Das Periodogramm

Das Regressionsmodell mit einer harmonischen Schwingung

Fir Fourierfreqeunzen A = k /N hat die OLS-Schatzung im Modell (5.1) eine
besonders einfache Darstellung:

a=20(\), b=25(\

und

RSS =

M=
QTS

~
I
-

I
NE

(= 7)° = 2N (C )+ 5 (0°).

~
Il
—

Der Wert N (C’ A’ +S ()\)2) in der Residuenquadratsumme entspricht dem

Wert des Periodogramms an der Stelle A, I (). Daher: je héher der Wert des
Periodogramms I () an der Stelle A, umso besser die Anpassung im Modell
(5.1). ’gFﬂr Nichtfourierfrequenzen erlaubt I () eine dhnliche Interpretation.)
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Das Periodogramm
Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingungen

Wir betrachten das lineare Regressionsmodell

T

Yy — 7= Z (@i cos (2mA;t) + b sin (2mA;t)) + €. (5.2)

i=1

In diesem Modell wird die zentrierte Reihe (y; — 7) mit Hilfe von r
harmonischen Schwingungen der Frequenzen A\;, i = 1,...,r erklart. Das

geschatzte Modell:

r

yt/\—ﬂ = Z (ai cos (2mA;t) +b; sin (271’)%15)) :
=1

Die Residuen:
=y —7— Z (@» cos (2mA\;t) +3i sin (27r)\it)) )
i=1
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Das Periodogramm

Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingungen

Fir Fourierfrequenzen A; hat die OLS-Schatzung im Modell (5.2) eine
besonders einfache Darstellung:

und
N
RSS = > &
t=1
N T
= Y w -9 2N Y (COP+S ()
t=1 1=1
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Das Periodogramm
Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingungen

Tatsachlich lasst sich die Zeitreihe Steuern mit Hilfe der harmonischen
Schwingungen mit den Frequenzen A\; =1 /12, A\ =1/6, A3 =1/4 und
A4 = 1/3 gut approximieren. Das geschatzte Modell ist

Ui—y = 1.55c0s(2rA1t) — 2.09sin (21 A t) +
0.99 cos (2mAat) 4 2.14 sin (2w Aat) +
0.61 cos (2mAst) 4 2.35sin (2w Ast) +
7.89 cos (2 Agt) + 0.57 sin (2w A4t) .
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Das Periodogramm

Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingungen

20
I

Steuern

Monat

Abb. 5.3: Die harmonische Approximation fiir die Reihe Steuern
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Das Periodogramm

Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingungen

Steuern
30 40
I

20

Monat

Harmonische Approximation
20 25 30 35 40
L

Monat

Abb. 5.4: Die harmonische Approximation fiir die Reihe Steuern
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Das Periodogramm
Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingungen

A=112 =16
o e
w o
° 7 c 7
= o § o
7 3 z 31
o o
T 7
— T T T L e e e I
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
A=UA A=13
o o
w 2
= - °
= o = s
. 4
R °
2
B e e T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70

Abb. 5.5: Die Regressoren fiir die Approximation der Reihe Steuern
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms

Im Folgenden betrachten wir drei Phanomene, welche die Interpretation des
Periodogramms erschweren. Diese Phanomene bezeichnen wir als

1. Aliasing (Maskierung)
2. Leakage (Durchsickern)

3. Harmonics (Oberschwingungen)

Das Periodogramm__Fouriertransformationen fiir Zeitreihen Das Spektrum Lineare Filter im Freaiienzher
5.18



Probleme bei der Interpretation des Periodogramms
Vorlaufige Anmerkungen

m Wir bezeichnen eine Schwingung (oder allg. eine Periodizitat) als

m kurzwellig, wenn sie eine kurze Periode (kurze "Welle") und somit eine hohe
Frequenz hat,
m langwellig, wenn sie eine lange Periode (lange "Welle") und somit eine
niedrige Frequenz hat.
m Sei (y:) eine Zeitreihe mit einer Periodizitat der Frequenz A. Durch
Anwendung der Periodogrammeigenschaften erhalten wir

TN =1(k+)), VkeZ

und
IN=I(-\N=I1(k-)), VkeZ.

Dementsprechend haben A und ihre so genannten Aliases
k+X k=X VkeZ

denselben Wert I () im Periodogramm. Diese Eigenschaft kann zu einer
Maskierung (Aliasing) der tatsichlichen Periodizitat der Frequenz A fithren.
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms
Aliasing

m Aliasing (Maskierung): Eine Zeitreihe kann nicht kontinuierlich erfasst
werden, sondern sie wird an diskreten Zeitpunkten abgetastet. Daher
konnen tatsachliche Periodizitaten des zugrundeliegenden stochastischen
Prozesses oft nicht beobachtet werden. Stattdesen erscheinen sie als
langerwellige Periodizitaten. Bspw. sei (y;) eine Zeitreihe, die zu den
Zeitpunkten t = 1,2,3,..., N beobachtet wurde. In diesem Fall kdnnte
eine nicht ganzzahlige Periodizitat des zugrundeliegenden Prozesses mit
Hilfe der Reihe (y:) nicht aufgedeckt werden.
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms
Aliasing

m Beispiel: Sei (Y}:) ein kontinuierlicher stochastischer Prozess mit einer
Periodizitat der Periode P =7 /6, bzw. A = 6 /7. Diese Periodizitit kann
in einer Reihe (y;) mit t =1,2,3,..., N nicht erfasst werden. Sie hat
jedoch die Aliases:

15 8

1
k+)\—{...7—77—7,—77

kA= 2 20 13 61815
- MR 77 77 77 7)777777"' o
Daher wird uns die Periodizitit der Frequenz A = 6 /7 als langwellige
Periodizitat mit A = 1/7, bzw. P = 7 erscheinen.

m Hauptalias (principal alias) nennen wir den Alias im Intervall [0,0.5]. Im
vorigen Beispiel ist A = 1 /7 der Hauptalias.
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms
Leakage

m Leakage (Durchsickern): bei Vorliegen einer Periodizitit der Frequenz X in
der Zeitreihe (y;) ist der Wert des Periodogramms nicht nur an der Stelle
A, sondern auch in einer Umgebung von A erhoht.

p.steuernSspec

p.steuernsireq
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms

Oberschwingungen

m Das Auftauchen von Oberschwingungen (harmonics): Sei (y;) eine
Zeitreihe mit einer Periodizitat der Frequenz A. Das Periodogramm von
(y:) wird einen Peak an der Stelle A aufweisen, und zusatzlich auch an den
Stellen 2, 3A, 4\, ... Dabei miissen die Frequenzen 2, 3\, 4, ... keine
eigentlichen Periodizitaten von (y;) darstellen.
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms
Oberschwingungen

m Die harmonischen Schwingungen mit den Frequenzen 2), 3, 4\, ...
werden als Oberschwingungen der harmonischen Schwingung mit der
Frequenz \ bezeichnet.

m Sei (y) eine Zeitreihe mit einer Periodizitat der Frequenz A, bzw. mit der
Periode P =1 /\. Das Auftauchen von Oberschwingungen im
Periodogramm von (y;) ist darauf zuriickzufiihren, dass die harmonische
Schwingung mit der Frequenz A und ihre Oberschwingungen eine
gemeinsame Periodizitdt mit der Periode P =1 /A haben. Daher werden
sowohl die harmonische Schwingung der Frequenz A als auch ihre
Oberschwingungen einen Beitrag zu der Erklarung der Reihe (y;) im
linearen Modell leisten.
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms
Oberschwingungen

Der Datensatz enthalt die monatliche Bierproduktion in Australien, im Zeitraum
Januar 1956 — August 1995.

trendbereinigte Bierproduktion

-20
I

-40
I

T T T
1960 1970 1980 1990

Jahr

' TAbb. 5.7: Die Zeitreihe Bier
Das Periodogramm__Fouriertransformationen fiir Zeitrethen Das Spektrum Lineare Filter im Freaiienzher

5.25



Probleme bei der Interpretation des Periodogramms

Oberschwingungen

trendbereinigte Bierproduktion

0 20 40 60 80 100

Jahr

Abb. 5.8: Die Periodizitat der Reihe Bier
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms

Oberschwingungen

Series: bier.th
Raw Periodogram

spectrum
30000 40000
L L

20000
I

10000
I

N1 .

T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

frequency
bandwidth = 0.000601

Abb. 5.9: Das Auftauchen von Oberschwingungen dargestellt an der Reihe Bier
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Statistische Methoden im Frequenzbereich
Fouriertransformationen fiir Zeitreihen

Kapitel 5:
Statistische Methoden im Frequenzbereich

5.2 Fouriertransformationen fiir Zeitreihen



Fouriertransformation

Definition (Fouriertransformierte)

Sei (a;) eine absolut summierbare Folge. Die Fouriertransformierte von (a;)
ist die Funktion der Frequenz A € R

+oo
F)= Y ae® (5.3)

t=—o00

Die Transformation von (a;) in F'(\) heiBt Fouriertransformation.

Theorem (Inverse Fouriertransformierte)

Sei (at) eine absolut summierbare Folge mit der Fouriertransformierten F ().
Es gilt die folgende Umkehrung der Fouriertransformation fiir jedes t € 7

0.5 .
a; = F () e @™\,
—0.5

ni@Emsﬂnﬁmmﬁﬂﬁouﬁertﬁ%f\ﬂnimiénen\ fineiBitrémenrdeaEpprriertransfaramatinnm Freanenzher
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Fouriertransformation

m Die Darstellung einer Folge im ,Zeitbereich” anhand (a;) ist dquivalent zu
ihrer Darstellung im , Frequenzbereich” anhand F' ()).

m Die Fouriertransformierte F'(\) kann als ,,Bild" der Folge (a;) im
. Frequenzbereich” interpretiert werden.

Hinweis: Die Fouriertransformation kann mit dem Algorithmus der schnellen
Fouriertransformation (Fast Fourier Transform, FFT) zeiteffizient durchgefiihrt
werden.
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Fouriertransformation

Eigenschaften der Fouriertransformierten

1. F(0)= +°°oo at, d.h. F(0) ist die Summe der Folgeglieder.

t:7
2. F(=X)=F(X\), d.h. F(=)) ist die komplex Konjugierte von F' ().
3. F(A+1)=F(A), d.h. F()) ist periodisch mit der Periode 1.

Aufgrund der Eigenschaften 2. und 3. ist es ausreichend, die
Fouriertransformierte I’ (\) im Intervall [0,0.5] zu betrachten.
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Fouriertransformation

In der Zeitreihenanalyse sind die folgenden Fouriertransformierten wichtig:
m die Fouriertransformierte F' () einer Zeitreihe (y;)
und

m die Fouriertransformierte I (\) der empirischen Autokovarianzfunktion (¢, ).
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Die Fouriertransformierte der Autokovarianzfunktion

Theorem (Zusammenhang zwischen ¢ (7) und I ()\))

Sei (y:) eine Zeitreihe mit der empirischen Autokovarianzfunktion (c.).
Zwischen der Autokovarianzfunktion (¢,) und dem Periodogramm I (\) besteht
der folgende Zusammenhang

N—1
I(AN)=co+2 Z ¢y €os (2TAT)

T=1
oder, dquivalent dazu, in der komplexen Darstellung

N-1

T ()\) _ Z C-,—6i27r)\7-.

T=—(N-1)

Dieser Satz besagt, dass das Periodogramm I (\) die Fouriertransformierte der
Autokovarianzfunktion (c;) ist.
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Die Fouriertransformierte der Autokovarianzfunktion

Theorem (Parseval'sches Theorem)

Sei (y:) eine Zeitreihe mit der empirischen Autokovarianzfunktion (c.) und dem
Periodogramm I (\). Mit Hilfe der Umkehrung der Fouriertransformation
erhalten wir

0,5 ;
cr = / T (\) e 2™ )\
—0,5

Speziell fiir T = 0 erhalten wir die empirische Varianz der Zeitreihe (y;)

0,5
co = /_ LV (5.4)

Gleichung (5.4) entspricht einer Verteilung der empirischen Varianz ¢q der Reihe
(yi) auf Schwingungskomponenten mit Frequenzen —0.5 < A < 0.5.
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Statistische Methoden im Frequenzbereich
Das Spektrum

Kapitel 5:
Statistische Methoden im Frequenzbereich

5.3 Das Spektrum



Die Spektraldichtefunktion

Das theoretische Gegenstiick zum Periodogramm I (\) ist die
Spektraldichtefunktion f (A).

Definition
Sei (Y;) ein stationarer stochastischer Prozess mit absolut summierbarer

Autokovarianzfunktion (). Die Spektraldichtefunktion oder kurz das
Spektrum f (A) von (Y;) ist die Fouriertransformierte der Autokovarianzfunktion

fA) = Z Vre2™T = 5 + 2 Z vr cos (2mAT) .

T=—00 T=1

Beispiel: Das Spektrum eines White-Noise-Prozesses () mit Varianz
Var[e;] = o2 ist konstant

f\) =02
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Die Spektraldichtefunktion
Eigenschaften der Spektraldichtefunktion

1
2
3.
4
5. f(\) stetig

Aufgrund der Eigenschaften 2. und 3. ist es ausreichend, das Spektrum im
Intervall [0, 0.5] zu betrachten.
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Die Spektraldichtefunktion

Theorem (Parseval'sches Theorem fiir die theoretische

Autokovarianzfunktion)

Sei (Y;) ein stationdrer stochastischer Prozess mit der Autokovarianzfunktion
(7v+) und der Spektraldichtefunktion f (X). Mit Hilfe der Umkehrung der
Fouriertransformation erhalten wir

0,5 ;
N, = f () e 2T A
-0,5

Speziell fiir = 0 erhalten wir die Prozessvarianz -y,
0,5

Yo = fF)dx. (5.5)
—0,5

Gleichung (5.5) entspricht einer Zerlegung der Prozessvarianz g in
Frequenzanteile.
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Statistische Methoden im Frequenzbereich

Lineare Filter im Frequenzbereich

Kapitel 5:
Statistische Methoden im Frequenzbereich

5.4 Lineare Filter im Frequenzbereich



Lineare Filter im Frequenzbereich

Sei (Xt) ein stationadrer Prozess mit absolut summierbarer
Autokovarianzfunktion vx (1) und Spektraldichtefunktion fx (\). Sei (Y;) der
Output eines absolut summierbaren linearen Filters (a,,) angewendet auf (X;)

Y = Z Ay Xty
u

Dann hat (Y;) das Spektrum
fr ) = Fa W fx (V)
mit F, (\) die Fouriertransformierte der Folge (a,).

Die Fouriertransformierte F;, () eines linearen Filters (a,,) heiBt
Transferfunktion. |F,, (A)] ist die so genannte Gainfunktion des Filters:

Ga(N) = [Fa (M)].
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Spektrum autoregressiver Prozesse

Sei (g¢) ein White-Noise-Prozess mit Varianz Var[e;] = 02 und (Y;) ein
AR[p]-Prozess

aBYi=¢, aB=1-a;B—...—aq,B".

Die Spektraldichtefunktion des AR[p]-Prozesses ist

o2

fyr (A) = 5.

p
1— Z aueiZﬂ')\u
u=1
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Spektrum autoregressiver Prozesse
Der Ubergang von einem stationiren AR[1]-Modell zu einem Random-Walk
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Spektrum autoregressiver Prozesse

Der Ubergang von einem stationiren AR[1]-Modell zu einem Random-Walk

=05

AR[1], ay;

AR[1], a;=0.98
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Spektrum autoregressiver Prozesse
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Spektrum autoregressiver Prozesse
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Spektrum autoregressiver Prozesse
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Spektrum autoregressiver Prozesse
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Spektrum MA[g]-Prozesse

Sei (g¢) ein White-Noise-Prozess mit Varianz Var[e;] = 02 und (Y;) ein
MA[q]-Prozess

Y, =B(Be, BB =1-FB—...—f B

Die Spektraldichtefunktion des MA[g]-Prozesses lautet

2
a?.

q

1— Z ﬁueiQﬂ')\u

u=1

fr (A) =
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Spektrum ARMAp, ¢]-Prozesse

Sei (g;) ein White-Noise-Prozess mit Varianz Var[g;] = 02 und (Y;) ein
ARMAI[p, ¢]-Prozess
aBY; =g (Be,

mit
aB=1-a1:B—...—,B?, (B =1-pB—...—53,B%

Die Spektraldichtefunktion des ARMA[p, g]-Prozesses lautet

q X 2
'1 _ Z 6u6127r)\u
fyr (A) = u:1 507,
‘1 _ Z aueiQﬂ')\u
u=1
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Spektrum MA[g]- und ARMA[p, q]-Prozesse
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Der Differenzenfilter im Frequenzbereich

Sei (Y;) ein stochastischer Prozess und (AY;) seine ersten Differenzen
AY; =Y, —-Y,1, t=23,...,N.
Die Spektraldichtefunktion fiir die ersten Differenzen ist

fay (\) = 4sin? (7)) fy (N).
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Der Differenzenfilter im Frequenzbereich
Die Auswirkung auf das Random-Walk-Modell
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Der Differenzenfilter im Frequenzbereich
Die Auswirkung auf die Reihe globtemp
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Statistische Methoden im Frequenzbereich
Spektralschatzung

Kapitel 5:
Statistische Methoden im Frequenzbereich

5.5 Spektralschdatzung



Spektralschatzung

Gesucht ist ein konsistenter Schatzer fiir die Spektraldichtefunktion f (A).

Zur Erinnerung:

m Sei BN ein allgemeiner Schatzer fiir einen Parameter 3. Der Schatzer BN
heiBt konsistent, falls

i 2| (3 -5) ] =0

m Sei EN ein asymptotisch erwartungstreuer Schatzer fiir 5. Der Schatzer BN
ist dann und nur dann konsistent wenn gilt

lim Var[BN} —0.

N—oc0
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Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Das Periodogramm zeigt ein sehr unruhiges Bild.

per

01234586
|

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

spec

06 08 1.0 12 14
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Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Die GroBenordnung und die Lage von Hauptpeaks werden falsch geschatzt.

per
20 30

10
|

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

spec
012 3 45
!
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Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Die Schatzung durch das Periodogramm ist nicht besser, wenn IV groBer

gewahlt wird.

=100

arl0, N

=200

arlo, N:

o 4
Das Periodogramm

10 20 30 40

0

10 20 30

0.0

duriertransiérmationen fur

eitreinien

Das Spektrum

Ciheare Filter im Freanenzher
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Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Sei (Y;) ein stochastischer Prozess mit dem Spektrum f (X) und I (\) = Iy (X)
das von einer Realisation (y;) von (Y;) der Linge N berechnete Periodogramm.
Das Periodogramm I ()\) ist asymptotisch erwartungstreu:

lim E[I(\)]=f(\) fir A€ (0,0.5].

N—o00

Das Periodogramm I (\) hat die asymptotische Varianz

lim Var[I (\)] =

N—o0

20 0<A<05
2f2(\) A=05

Es gilt
lim Cov[I (\),I (a)] =0 fir A # .

N—o0
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Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

m Das Periodogramm I (\) ist asymptotisch erwartungstreu. Daher wiére das
liber mehrere Realisationen des zugrundeliegenden Prozesses gemittelte
Periodogramm I () ein zuverlassiger Schatzer der Spektraldichtefunktion.

m Die Varianz verschwindet fiir N — oo nicht. Daher ist das Periodogramm
I (X) kein konsistenter Schatzer fiir die Spektraldichtefunktion.

m Die Streuung des Periodogramms ist von der GroBenordnung des
Spektrums selbst. Daher sind die Schétzfehler teilweise erheblich.

m Das Spektrum f (\) ist eine stetige Funktion. Jedoch zeigt das
Periodogramm I () ein sehr unruhiges Bild, wodurch falsche Peaks
vorgetauscht werden kénnen. Das liegt an der Unkorreliertheit der
Periodogrammordinaten.

Insgesamt ist eine Beurteilung iiber die Periodizititen in einer Zeitreihe mit
Hilfe des Periodogramms unzuverlassig.
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Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Sei (Y;) ein stationdrer stochastischer Prozess, der sich als MA[oo]-Prozess

Y, = > Buei—n darstellen lasst, wobei Y (1 + |ul) |Bu| < oo gilt. Seien f (N)

u=0
das Spektrum von (Y;) und I (A\) = In (\) das von einer Realisation (y;) von
(Y;) der Lange N berechnete Periodogramm. Wir betrachten die
Fourierfrequenzen A = A\, = k /N, k € Z im Intervall 0 < A < 0.5.

m Das Periodogramm I (\) ist asymptotisch exponentiell verteilt mit dem
Erwartungswert f (\)

1(0) 3 Exp[f (V).

m Fliir Fourierfrequenzen A # « sind I (\) und I («) stochastisch unabhangig.
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Direkte Spektralschatzer

Fiir eine zuverlassige Schatzung der Spektraldichtefunktion wird das
Periodogramm mit Hilfe eines gleitenden Durchschnitts geglattet.

Sei (y;) eine Zeitreihe mit dem Periodogramm I (\). Wir bezeichnen als
direkten Spektralschatzer f (\) der Schatzer

Zwu (A——).

Die Folge der Gewichte (w.),; heiBt diskretes Periodogrammfenster.

m Beispiel: das Daniell-Fenster

1 .
wy = BT fir —¢<u<gq
0, sonst
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Direkte Spektralschatzer
Asymptotische Eigenschaften

Sei (Y:) ein stationdrer stochastischer Prozess, der sich als MA[oo]-Prozess

Y, = > Buei—n darstellen lasst, wobei Y (1 + |ul) |Bu| < oo gilt. Seien f (N)

u=0 u=0

das Spektrum von (Y;) und f()\) = fn (N,

=)
=
Il
[~]-
€
e
~
—
>
==
N—

u=—q

ein von einer Realisation (y;) von (Y;) der Ldnge N berechneter direkter
Spektralschitzer mit dem diskreten Periodogrammfenster (w,), w, = 0 fiir
|u| > q. Wir betrachten die Fourierfrequenzen A=\, =k /N, k € Z im
Intervall 0 < A < 0.5. Dann f (\) hat

m den asymptotischen Erwartungswert
hm E [ f ] zwu
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Direkte Spektralschatzer
Asymptotische Eigenschaften

m die asymptotische Varianz
iz Ve[ F)] = £ e
i Var| f (A Wi

] f()\) ist die gewichtete Summe von asymptotisch unabhingigen
Periodogrammwerten I (A — ) mit

I(A— %) 4 Baplf (V)]

Das Periodogramm.__Fouriertransformationen fiir Zeitreihen Das Spektrum _Lineare Filter im Freauenzher

5.62



Direkte Spektralschatzer
Asymptotische Eigenschaften

m Durch die Wahl der Gewichte (w,,) kénnen asymptotisch erwartungstreue
und konsistente Schatzer f()\) konstruiert werden. Es gibt insgesamt
b=2q+ 1 Gewichte (wy)_,<,<, ungleich Null, die bestimmt werden
missen.

m Direkte Spektralschatzer f()\) sind asymptotisch erwartungstreu, wenn gilt

zq:wuzl.

u=—q

Beispiel: der Daniell-Schatzer.
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Direkte Spektralschatzer
Asymptotische Eigenschaften

m Um konsistente direkte Spektralschatzer f()\) zu erhalten, ist es wichtig,
dass die Anzahl b = 2¢ + 1 der Gewichte w,, ungleich Null eine Funktion
des Umfangs N ist, b= by. Die GréBe b = by ist die so genannte
Bandbreite des Periodogrammfensters. Direkte Spektralschatzer f () sind
asymptotisch erwartungstreu und konsistent fiir Periodogrammfenster (w,,)
mit

by

lim by = oo und lim — =0.
N—o0 N—o0
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Direkte Spektralschatzer
Asymptotische Eigenschaften

Bspw. sind die direkten Spektralschatzer f()\) mit einem der folgenden
Periodogrammfenster und entsprechend gewahlter Bandbreite by = 2qn + 1
konsistent

m das Daniell-Fenster

1 .
wu:{gqNH fir —gny <u<gn
0 sonst

m das Bartlett-Priestley-Fenster

2
3q | u L
Wy = 4q12\7111 (1 (;;,) > fur gn § (% S an

0 sonst

Hinweis: Die beiden direkten Spektralschatzer f(A) haben dieselben
asymptotischen Eigenschaften. Jedoch unterscheiden sie sich in ihren
Eigenschaften in endlichen Stichproben.
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Direkte Spektralschatzer
Eigenschaften fiir endliche Stichproben

Sei f(A) ein direkter Spektralschatzer mit dem Periodogrammfenster (w,,) mit
> uwu = 1. Wir bezeichnen als dquivalente Bandbreite (EBW) die GréBe

~ 1
EBW [f ()] = +—-
Interpretation: Die EBW gibt den Abstand zweier Peaks im Spektrum f (X) an,
welche vom Schéatzer f (\) noch getrennt werden kénnen.
m Schatzer mit geringer EBW haben eine hohe Auflésungsfahigkeit und somit

einen geringen Bias in endlichen Stichproben. Die EBW ist ein MaB fiir den
Bias in endlichen Stichproben.
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Direkte Spektralschatzer
Eigenschaften fiir endliche Stichproben

Far festes IV gilt

Aquivalente Bandbreite - Varianz = Konstante

oder genauer dargestellt
n 2l o 2O
EBW {f ()\)} -Var[f ()\)} ~ IS
Das Zielkonflikt der Spektralschatzung: die Bandbreite (und somit der Bias)
und die Varianz kénnen nicht gleichzeitig minimiert werden.

m Nachteil des Daniell-Schatzers: er hat eine sehr geringe Varianz, dafir
einen hohen Bias.

m Der direkte Bartlett-Priestley-Schatzer ist aufgrund seines ausgewogenen
Verhiltnisses zwischen Bias und Varianz zu bervorzugen.
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Direkte Spektralschatzer
Eigenschaften fiir endliche Stichproben

Schatzprozedur:

m Wir wahlen ein diskretes Periodogrammfenster (w,,) mit einem
ausgewogenen Verhaltnis zwischen Bias und Varianz in endlichen
Stichproben aus, z.B. das Bartlett-Priestley-Periodogrammfenster.

m Wir schitzen das Spektrum f (\) fir verschiedene EBW-Werte.

m Wir bestimmen den EBW-Wert in Abhéngigkeit von den gewiinschten
Auflésung und Glattheit des geschatzten Spektrums f ().

Das Periodogramm.__Fouriertransformationen fiir Zeitreihen Das Spektrum _Lineare Filter im Freauenzher
5.68



Direkte Spektralschatzer

spec

T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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Direkte Spektralschatzer

arl0, Spektrum (Bartlett-Priestley, EBW=.05)

arl0, Spektrum (Bartlett-Priestley, EBW=.2)

Das Periodogramm

10

00 01 02 03 04 05
s.arl0[, 1]
T T T T T T
00 01 02 03 04 05

ar10, Spektrum (Bartlett-Priestley, EBW=.1)

ar10, Spektrum (Bartlett-Priestley, EBW=.4)

Fouriert?aimationen fiir Zeitreihen
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s.arl0[, 1]

T T T T T T
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Das SFefttim
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Literaturhinweise

Wiederholung trigonometrische Funktionen und komplexe Zahlen

Schlittgen und Streitberg (1999), Zeitreihenanalyse: Anhinge A, B
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Direkte Spektralschatzer

Konfidenzintervall

Laut Satz (61) ist £ () die gewichtete Summe von asymptotisch
exponentialverteilten und stochastisch unabhangigen Zufallsvariablen. Wir
konnen eine Linearkombination von exponentialverteilten und stochastisch
unabhangigen Zufallsvariablen mit Hilfe des s-fachen einer y2-verteilten
Zufallsvariablen nach dem Verfahren von Satterthwaite approximieren. Wir
erhalten die Approximation

lim ]?()\) ~sZ mit 7~ x>
N—o00
mit )

§ =" r=2.

2 Zuwu’ Zuw'z ,

bzw. fiir einen asymptotisch erwartungstreuen direkten Spektralschatzer f()\)

A 2
s:;).zu:wg, r:zuwg.
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Direkte Spektralschatzer

Konfidenzintervall

Sei (Y;) ein stationarer stochastischer Prozess, der sich als MA[oo]-Prozess

Y: = > Buet—y darstellen lasst, wobei Y (1 + |ul) |Bu| < oo gilt. Seien f(X)
u=0 u=0

das Spektrum von (Y;) und f (\) ein asymptotisch erwartungstreuer direkter

Spektralschatzer fur f (A). Sei A=k /N, k € Z eine Fourierfrequenz im

Intervall 0 < X\ < 0.5. Wir konstruieren ein (1 — ) x 100%-Konfidenzintervall

fur f(\) wie folgt

~ T ~ r
lim f(A)-———, lim f(\)-
N—roo () %704/277’ N—roo () XZ/Q,T
mit 9
T =

Das Periodogramm.__Fouriertransformationen fiir Zeitreihen Das Spektrum _Lineare Filter im Freauenzher
5.74



Direkte Spektralschatzer

Konfidenzintervall

Spektrum (Bartlett—Priestley—Fenster, EBW=.2)

© 4
~
S <
<
<
n
~ 4
o 4

. 0.0 . 0.1 . 0.2 0.3 0.4 0.5 . .
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Indirekte Spektralschatzer

Seien (Y;) ein stationérer stochastischer Prozess mit der Spektraldichtefunktion
f(N\) und (y:) eine Realisation von (Y;). Laut Satz (53) besteht der folgende
Zusammenhang zwischen dem Periodogramm I () und der empirischen
Autokovarianzfunktion (c;)

N-1
I(A) = ¢ +2 Z ¢y cos (2mAT)
T=1
N-1
= Z ¢y cos (2mAT) . (5.6)

T=—(N-1)
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Indirekte Spektralschatzer

m Ein direkter Spektralschatzer ist ein gewichteter Mittelwert des
Periodogramms I (1))

FO =Y wl ()\ - %)

mit Gewichten (diskretem Periodogrammfenster) (wy,).
m Alternativ kdnnen indirekte Spektralschatzer durch die Gewichtung der
Autokovarianzen (c;) in (5.6) konstruiert werden

N-1

J?(A) = Z KrCr oS (2TAT) .

T=—(N-1)

Die Gewichte (x.) bilden das so genannte Lagfenster.
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Indirekte Spektralschatzer
Der Newey-West-Schatzer

Wir betrachten das lineare Regressionsmodell

Y =X0+u (5.7)
mit autokorrelierten Stérungen
Y Y1 o IN-1
71 TN -2
Cov[u] = _ _ :
Yo Y2 7o

Sei Oy der OLS-Schatzer im Modell (5.7). Die asymptotische Kovarianzmatrix

o~

von GN

N—oc0

-1 —1
~ 1 1 1 1
lim Cov [e } = lim — [ =X'X]) —XEu]X|=X'X
kann mit Hilfe des Newey-West-Schatzers fir die GroBe
1

lim Jy = lim —X'E[uu’]X

N—o00 N—oo N
~~dXdsFertodogreatarm  Fouriertransformationen fiir Zeitreihen Das Spektrum Lineare Filter im Freauenzher
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Indirekte Spektralschatzer
Der Newey-West-Schatzer

Es gilt

Iy =

)

mit ' die Autokovarianzmatrix vom Lag 7 fiir den multivariaten stochastischen
Prozess (xju¢),

i
FT = E|:X2Ut (x;+Tut+T) :| .
Dann existiert der Grenzwert
o0
lim Jy = |
N—oo N Z T
T=—00

mit f (0) die spektrale Dichtematrix von (xju;), an der Stelle Null.
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Indirekte Spektralschatzer
Der Newey-West-Schatzer

Der Newey-West-Schéatzer ist der indirekte Spektralschatzer

N-1
FO)=To+ Y (f7+f;> For
T=1
mit Bartlett-Lagfenster

1—-—"—, 1<7<by+1
_ by 1 ST >
For.N {0, T>by+1

und Bandbreite des Lagfensters by > 0.
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Parametrische Spektralschatzer

Schatzprozedur:
m Anpassung eines ARMA[p, ¢]-Modells

a(BY; =3(B)e

an die Realisation (y;) von (Y;) und Schitzung der Modellparameter
Qi,...,ap, B1,..., B, und der Varianz des Stérterms o2,

m Den parametrischen Spektralschatzer f()\) erhalten wir durch das

~

Einsetzen der Schatzwerte ay, ..., ap, 51, . .. ,Bq und &2 in die
theoretische Spektraldichtefunktion fiir den ARMA[p, ¢]-Prozess

qa 2
‘1 _ Z Buei%r)\u
~ - -1 9
Foy == e
‘1 _ Z aueﬂﬂ)\u
u=1
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6.1 Das lineare Regressionsmodell



Das lineare Regressionsmodell

Das lineare Regressionsmodell:

Y, =012 +O0sxio+ ...+ Opxyp +uy t=1,2,...,N
oder in der Matrix-Schreibweise:

Y, Tl Ti2 . Ti 01 Uy

Yo To1  Toz cc Tog 02 U

- +
Yy TN1 TN2 ' TNk O un
N — ————

-v =X —o =u

bzw.
Y =X0+u

mit Regressand Y, Regressormatrix X und Parametervektor 6.
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Das lineare Regressionsmodell

Modellannahmen

(i) E[ul=0
o2 0 ... 0
0 o2 ... 0
(i) E[uu'] = 02y = .
0 0 ... o2

(iii) X ist nicht-stochastisch mit Rang (X) = k.
(iv) Es gibt iiber 6 und o2 keine Vorinformation.

Ggf. fiir die Anwendung der Maximum-Likelihood-Schatzmethode bzw. fiir das
Testen ist die folgende Annahme erforderlich:

(v) w ist normalverteilt fir alle t =1,2,..., N.
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Das lineare Regressionsmodell
Modellannahme (ii)

Die Matrix E[uu’] aus der Annahme (ii) ist die Kovarianzmatrix
(Varianz-Kovarianz-Matrix) Cov[u] des Stérterms u

Covlu] = E[(u—E[u])(u—Efu])’]
Annagne (i) E[uu/] .

Unter der Annahme (ii)

Cov[u] = E[uu'] = ¢*Iy

sprechen wir von einer skalaren Kovarianzmatrix, da nur die skalare GroBe o2
unbekannt ist.
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Das lineare Regressionsmodell
Modellannahme (ii)

Die Annahme (i) des linearen Regressionsmodells
Cov[u] = E[uu'] = ¢*Ix
besagt, dass
m die Storvariablen unkorreliert sind

Cov[urus] =0 Vt#s

und dass

m die Varianz der Stérvariablen konstant ist

Var[u] = E[u;] = 0°, Vi
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Das lineare Regressionsmodell
Der OLS-Schéatzer

Im linearen Regressionsmodell
Y =X0+u

schatzen wir den Parametervektor 6 mit der Methode der kleinsten Quadrate
(Ordinary Least Squares, OLS)

0= (X'X)"'X'Y.
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Das lineare Regressionsmodell
Statistische Eigenschaften des OLS-Schatzers

m Der OLS-Schatzer 0 ist erwartungstreu: E[@} =0.

m Der OLS-Schatzer 0 ist bester linearer unverzerrter Schatzer fir 0. Die
einzelnen OLS-Schatzer 0;, i = 1,2, ...,k haben minimale Varianz in der
Klasse aller linearen unverzerrten Schatzer.
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Das lineare Regressionsmodell
Statistische Eigenschaften des OLS-Schatzers

m Der OLS-Schitzer 0 hat die Kovarianzmatrix

Cov[d] = (X'X)7'X'CovlY]X (X'X)™"
—  (X'X)7' X/ Cov[u] X (X'X) "
— (X'X) "' X'E[un’] X (X'X) "
Annalgwe (ii) 0_2 (X,X)fl X'X (X/X)fl
= 2 (X'X)7.
m Unter der Voraussetzung normalverteilter Stérungen (u;) gilt
6~ N (0,02 (X'X) 7).
Auf der Grundlage dieser Verteilung kdnnen wir im linearen

Regressionsmodell testen.
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Das lineare Regressionsmodell
Statistische Eigenschaften des OLS-Schatzers

m Asymptotisch betrachtet ist der OLS-Schatzer 8 schwach konsistent. Diese
Eigenschaft bedeutet, dass fiir alle i = 1,2,...,k und fir £ > 0 beliebig
ausgewahlt gilt

lim IP[ g, — 0,

N—oc0

> e} =0.
Dafiir wird zusatzlich die folgende Annahme bendtigt:

(vi) limy 00 +X'X = Q mit Q positiv definit (p. d.)
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Das lineare Regressionsmodell
Zeitreihendaten

Annahme (ii) wird fiir Zeitreihendaten nicht eingehalten.

Im allgemeinen ist die Abhangigkeitsstruktur des Stoérterms unbekannt. Wir
unterstellen lediglich, dass der Storterm stationér ist.

Yo Y1 o UIN-1
71 7 YN -2
Cov([u] = E[uu'] = _ . _
Yo Y2 o Yo
Wir bezeichnen
Q := Covlu].
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Das lineare Regressionsmodell
Zeitreihendaten

Konsequenzen fiir den OLS-Schitzer 0 = (X/X)_1 X'Y:

m O ist weiterhin erwartungstreu

m O ist nicht mehr der beste lineare unverzerrte Schatzer fur 0.
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Das lineare Regressionsmodell
Zeitreihendaten

= 0 hat die Kovarianzmatrix

(X'X) ™' X/ Cov[Y] X (X'X)

Cov [@}
= (X'X)”" X/ Cov[u] X (X'X) "

— (X'X)"' X'E[un’] X (X'X) .

Da wir E[uu’] nicht kennen, kennen wir auch Cov [6] nicht.

m Daher kdnnen wir nicht testen.
m LOsung: wir bestimmen die asymptotische Kovarianzmatrix
limpy_, oo Cov [GN] und verwenden eine approximative asymptotische

Testtheorie.
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6.2 Der Newey-West-Schatzer



Der Newey-West-Schatzer

Sei @N der OLS-Schéatzer auf der Grundlage eines Datensatzes der Lange V.
O hat die Kovarianzmatrix

Cov {éN} = (X'X) "' X'E[un] X (X'X) "

1 /1 1 1 -t
= —(=X'X —X'E X[ =X'X .
v (7%x) yxemx(5xx)
Wir betrachten die Matrix

1
Jn = NX'E[uu’] X.

Das lineare Regressionsmodell Der Newey-West-Schatzer Das Schatzverfahren nach Cochrane iind Qrcii
6.12



Der Newey-West-Schatzer

1. Man kann zeigen, dass eine nicht-stochastische Matrix J € RF** existiert,
so dass
lim JN =J.
N—oo

2. Der Newey-West-Schatzer ist ein schwach konsistenter Schatzer T fir J
(Newey, W. K. und West, K. D. (1987), A simple, positive semi-definite,
heteroskedasticity and autocorrelation consistent covariance matrix).
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Der Newey-West-Schatzer
Testtheorie auf der Grundlage des Newey-West-Schatzers

Der OLS-Schatzer §N degeneriert asymptotisch:

: a | — 7 L1741
lim COV{GN]—A}E)HOONQ JQT =0.

N— 00

Daher betrachten wir die transformierte GroBe v N (§N — 6).
Diese GroBe hat die Kovarianzmatrix

lim Cov [\/N (§N - e)] - jvliinmN%QflJQfl —Q Q.

N—o00
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Der Newey-West-Schatzer
Testtheorie auf der Grundlage des Newey-West-Schatzers

Unter der Voraussetzung normalverteilter Stérungen (u,) gilt
VN (8x - 0) 4 N (0,Q71JQ 7).
Der OLS-Schatzer §N hat die approximative Verteilung fiir hinreichend groBes

N
ewN( Loo )

Auf der Grundlage dieser Verteilung konnen wir im linearen Regressionsmodell
wieder testen.
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Der Newey-West-Schatzer

1. Das asymptotische Verhalten von Jxn

_i / / _i [ _i / 7o\
Iy = X E[un]X = E[Xuw'X] = <E[X'u (X'u)’|

11 21 -+ IN1 Uy
N
, T12 T22 - XN2 U2 ,
X'u= . ] . ) = X Ut
B . . . t
t=1
Tik T2k -+ TNk unN
:< X oxh o Xy )

Das lineare Regressionsmodell Der Newey-West-Schatzer Das Schatzverfahren nach Cochrane iind Orcii
6.16



Der Newey-West-Schatzer

1. Das asymptotische Verhalten von Jxn

1
i E[

Sei I'; die i-te Autokovarianzmatrix fir den multivariaten stochastischen
Prozess (xjut),

I = E[Xiut (X2+iut+i)/] :
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Der Newey-West-Schatzer

1. Das asymptotische Verhalten von Jxn

Ty +I' +T9 +... +I'nvaa
1 +I'_, +I +I'y +... +0lNn_2
Jv = —| 4TI, +I_, +Ty  +... +Tn_3
Al
+F7N+1 +T N2 AT -Nny3 +... +I
1
= % (NFO + Z i+ F_Z)>
i
= (I +T-)
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Der Newey-West-Schatzer

1. Das asymptotische Verhalten von Jxn

Man kann zeigen, dass der folgende Grenzwert existiert:

wobei J = f(0) gilt, mit f(0) die spektrale Dichtematrix von (xju;), an der
Stelle Null (weitere Ausfiihrungen dazu in Kapitel , Statistische Methoden im

Frequenzbereich").
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Der Newey-West-Schatzer

2. Das Schatzverfahren

Die Autokovarianzmatrizen haben die Eigenschaft I'_; = I",. Daher kénnen wir

schreiben

o0

-y

1=—00

Der Newey-West-Schatzer ist

Dy =To+ Yy (Ti+T}).
=1

N-1
Iy =To + Z (ﬁ—i—fi)w,
i=1
mit so genannten Bartlett-Gewichten
1— - 1<i<by+1
N INES R e
wiN {0, i>by+1

und Bandbreite by > 0.
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6.3 Das Schatzverfahren nach Cochrane und Orcutt



Das Schatzverfahren nach Cochrane und Orcutt

Dieses Schatzverfahren stammt aus Cochrane, D. und Orcutt, G. H. (1949),
Application of least squares regression to relationships containing autocorrelated
error terms.

Wir betrachten das lineare Regressionsmodell
Y, =012 +Osxpo+ ...+ Oy +uy t=1,2,..., N,

wobei die Abhingigkeitsstruktur von (u:) mit Hilfe eines ARMA[p, g]-Modells

beschrieben wird
a(Byu; =5 (B)e;.
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Das Schatzverfahren nach Cochrane und Orcutt

Wir schatzen abwechselnd die Parameter 0, bzw. « und 3 in den folgenden
Schritten:

1. Berechnen der OLS-Schatzung 9 fiir den Parametervektor 0, unter den
klassischen Annahmen (als wéren die Stérungen u, unkorreliert).
Berechnen der OLS-Residuen ;.

2. Anpassung eines ARMA[p, q]-Modells an die Residuenreihe ().
ML-Schatzung der Parameter o« und B mit den Schatzfunktionen & und 3.

3. Gesamtschatzung:

m Berechnen der Schatzung 0 fiir den Parametervektor 0 mit der
generalisierten Methode der kleinsten Quadrate (Generalized Least Squares,
GLS).

m Anpassung eines ARMA[p, ¢]-Modells an die neue Residuenreihe (uy:).
ML-Schatzung der Parameter « und 3 mit den Schatzfunktionen & und E

Der Schritt 3. kann wiederholt werden, bis sich die Lésungen 6 o und ﬁ
stabilisiert haben.
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Das Schatzverfahren nach Cochrane und Orcutt
Das GLS-Schatzverfahren

Wir wollen die Parameter 6;, i = 1,2,...,k im linearen Modell

)/t = 911}1 + 021't2 + ...+ F)kxtk =+ uy mit « (B) Uy = ﬂ (B) Et

schatzen. Durch Invertieren des linearen Filters 5 (B) erhalten wir

_ . _a(B
cBur=¢e mit ¢(B) = 5(B)
und weiter
cBY: = 61c(Bxy +02c(Bae+ ...+ ke (B) zy + ¢ (B uy —
Y = 0%+ 00T + .. 4 OpTre + 4. (6.1)

Im linearen Modell (6.1) wird Annahme (ii) wieder eingehalten. Der
OLS-Schatzer 6 im Modell (6.1) ist der GLS-Schatzer fir das Ausgangsmodell.
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6.4 Transferfunktionsmodelle



Transferfunktionsmodelle

Ein Transferfunktionsmodell ist ein lineares Regressionsmodell mit
stochastischen Regressoren und autokorrelierten Stérungen. Der Einfachheit
halber betrachten wir im Folgenden das Modell mit nur einem stochastischen
Regressor, dem stochastischen Prozess (X;). Sowohl X; als auch seine
zeitlichen Verzogerungen X;_,,, u > 1 iiben Einfluss auf Y; aus.

}/t = VOXt + 1/1th1 + 1/2th2 +...tu &
}/t = VvV (B) Xt —+ U
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Transferfunktionsmodelle

m Die Folge der Gewichte (v,,) heiBt Transferfunktion. Diese kann endlich:
(Vu)g<u<o 0der unendlich: (v,),s, sein. Die Entscheidung fiir eine
endliche oder eine unendliche Transferfunktion und ggf. die Bestimmung
der Ordnung o erfolgen im Rahmen der Identifikation. In dieser Vorlesung
werden nur endliche Transferfunktionen (v,),-, <, betrachtet.

m (X;) und (u;) werden als stochastisch unabhé\_ng_ig angenommen.

m (X;) ist ein ARMA[p, g]-Prozess, a (B) X, = 5 (B) ¢;.

m (u) ist ein ARMA[p*, ¢*]-Prozess, o* (B)u, = 8* (B) £}

m (Y};) nennen wir auch Output und (X;) Input der Transformation v (B).
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Das Schatzverfahren

Wir schatzen abwechselnd die Parameter v = ( v V1 ... U ) bzw.
«*=(aof o3 ... ay JundB*=(pBf B3 ... B )inden
folgenden Schritten:
I ldentifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion (v,).
Berechnung der Residuen u; = y; — U (B) ;.
[I. Anpassung eines ARMA[p*, ¢*]-Modells an die Residuenreihe (u;).
Schatzung der Parameter o* und (*.

[1l. Gesamtschatzung des Transferfunktionsmodells unter Beriicksichtigung der
Struktur der Transferfunktion (v,,) gemaB I. und des ARMA[p*, ¢*]-Modells
fur (u;) gemaB Il.
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| Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion
Kreuzkovarianz- und Kreuzkorrelationsfunktion

Die theoretischen Momente:

m die theoretische Kreuzkovarianzfunktion
Yxy (1) = E[(Xpqr — px) (Ve — py)]
Es gilt

Yxv (=7) = E[(Xi—r —px) (Ve — py)] = E[(Y: — py) (Xe—r — px)]
E[(Yiyr — py) (Xe — px)] =yvx (7).

m die theoretische Kreuzkorrelationsfunktion (CCF)

YXY (T)
¥x (0) vy (0)

Wir betrachten nur gemeinsam stationare Prozesse (X;), (Y;), fur welche die
theoretischen Kreuzmomente vom Lag 7, jedoch nicht vom Zeitpunkt ¢
abhéngig sind.
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| Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion
Kreuzkovarianz- und Kreuzkorrelationsfunktion

Die empirischen Momente:

m die empirische Kreuzkovarianzfunktion

o @ =T (0 —7), T>0
()= P G TD WD), 2
{ % Zt:lfT (xt'i‘T - 'r) (yt - y) , T< 0

m die empirische Kreuzkorrelationsfunktion (CCF)

Axy (1)

v (1) = e 05y ©)
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| Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion
White-Noise-Input

Die Transferfunktion (v,,) fir ein Modell mit Input () White-Noise kann mit
Hilfe der theoretischen CCF zwischen dem Input und dem Output bestimmt
werden:
oy
Vr = —Pey (_T> .
O¢

Dementsprechend kann (1,,) aus den Daten (£;) und (y:) geschatzt werden

Oy ..
Ur = =pey (—7).
Oe
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| Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion
White-Noise-Input

m Wenn (g¢4,) und (Y;) unkorreliert sind, so hat die CCF p.y (7) die
folgende approximative Verteilung fiir N hinreichend groB

~ - 1
PeYy (7—) ~N <O7 N) .

In diesem Fall liegen die Realisationen von p.y (7) mit 95%
Vertrauenswahrscheinlichkeit innerhalb des approximativen

Schwankungsintervals +1.96 /\/N und wir schatzen v, = 0.

m Eine Realisation von p.y (7) auBerhalb vom Interval +1.96 /\/N deutet

auf einen statistisch signifikanten Einfluss des Inputs (e44..) auf (Y;) (5%
Irrtumswahrscheinlichkeit). In diesem Fall schitzen wir

/V\T = %b\aY (T) 7é 0.
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| Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion
White-Noise-Input

Fir allgemeine Transferfunktionsmodelle mit beliebigem Input (X;) muss der
Input (X;) so gefiltert werden, dass ein White-Noise-Prozess ensteht. Dies
erfolgt durch Anpassung eines ARMA[p, q]-Modells, o (B) X; = 5 (B) &; und
anschlieBende Filtration:

. a(B)
cBXi=¢e mit ¢(B)=—=.
B (B
Analog wird das Transferfunktionsmodell transformiert:
Y, = v (B) Xi+u &
cBY; = v(Bec(B X+ c(B)uy. (6.2)

Das transformierte Modell (6.2) hat den Output (¢ (B)Y;) und den Input
(¢ (B) X¢) White-Noise. Wir bestimmen (v,) im Rahmen des transformierten
Modells (6.2) auf der Grundlage der CCF zwischen Input und Output.
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| Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion

1. Anpassung eines ARMA[p, g]-Modells an die zentrierte Reihe (x4),
a (B) X¢ = B (B) e;:. Der ARMA[p, q]-Prozess (X;) hat die
MA [oo]-Darstellung

)
=

C(B) Xt = &t mit C(B) =

@
=

(

2. Filtern der Reihe (x;) mit dem Filter ¢ (B). Diese Transformation wird als
Prewhitening bezeichnet. (Die gefilterte Reihe (z;) entspricht den Residuen
aus 1.: ¢(B) z; = &;.)

3. Filtern der Output-Reihe (y;) mit dem Filter ¢ (B): ¢(B) y: = v:.

4. Bestimmen der CCF von (&;) und (g;) und Schatzung der Transferfunktion

b= ey (-7)

Vr = =< Pzv
JgEY
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Il. Anpassung eines ARMA[p*, ¢*|]-Modells an die Residuenreihe (1)

m Wir bilden die Residuen
U =y — V(B .
m Wir passen ein ARMA[p*, ¢*]-Modell
a* (Bu, = 5" (B e;

an (u;) an und schitzen die Parameter o* und 3*.
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II1. Gesamtschatzung des Transferfunktionsmodells

Wir schatzen die Parameter v, «* und 3* im gesamten Modell
Yi=v(B)Xe+u mit o (Bu=p5"Be;

unter Berlcksichtigung der Spezifikation fiir die Transferfunktion (v,,) aus I.
und des unter |l. spezifizierten ARMA[p*, ¢*]-Modells fir die Stérungen(u:).
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6.5 Interventionsanalysen



Interventionsanalysen

Interventionsmodelle stellen einen Sonderfall der Regression mit autokorrelierten
Stérungen dar:

o0
Vi=> wlwtu t=12... N
u=0
Die Intervention ist ein Ereignis, das auf das Niveau der beobachteten Zeitreihe
eine kurzfristige oder auch eine langandauernde Auswirkung hat.
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Interventionsanalysen
Fallbeispiel Installation von privaten Telefonanschliissen

Der Datensatz stammt aus Martin, Samarov und Vandaele (1983),
Beobachtungszeitraum: Januar 1966 — Mai 1973.

ater Tel.a

g

10000
L

T T T
1966 1968 1970 1972

Jahr

Abb. 6.1: Die Zeitreihe resex
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Interventionsanalysen
Fallbeispiel Verkehrsunfalle

Die monatlichen Anzahlen der Verkehrsunfalle mit Personenschaden in
Deutschland, Januar 1974 — Juni 1997.
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Abb. 6.2: Die Zeitreihe Unfall
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Interventionsanalysen

Die Hauptziele einer Interventionsanalyse sind:
m Bestimmung des Interventionseffektes
m Einbauen des Effektes in das Zeitreihenmodell

m Prognosen mit dem resultierenden Modell
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Interventionsanalysen

Die Regressoren Iy, I;_1,I;_o,... haben eine eigenstandige Struktur. Ihre
Struktur und die Folge der Gewichte (v, )bestimmen, wie der Einfluss auf die
beobachtete Reihe wirkt.

Ist die Form der Intervention bestimmt, so ist die Schatzung der Parameter v,
ein Regressionsproblem mit einem ARMA-Stérprozess (u:).
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Form der Intervention

m Die Intervention ist ein Impuls zum Zeitpunkt ¢g:

1 firt=tg _Jw firu=0
It_{ 0 sonst und V“_{ 0 sonst

m Die Intervention ist ein Impuls zum Zeitpunkt ¢g, der nachklingt:

j 1 firt =ty nd v — w- vt firu>0
71 0 sonst u “7 1 0 sonst

m Die Intervention bewirkt einen Niveaushift zum Zeitpunkt ¢g:

I — 0 firt<tg
ETl 1 fart >t
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Vorgehensweise bei einer Interventionsanalyse

1. Form der Intervention und entsprechende Zeitreihe I; erzeugen

2. ARIMA-Modell fiir den Abschnitt der Zeitreihe vor Intervention
identifizieren

3. Geeignete Gesamtschatzung mit dem Verfahren nach Cochrane und Orcutt
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Literaturhinweise

Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 9.2
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