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5.1 Das Periodogramm

Periodizitaten in Zeitreihen

Der Datensatz enthalt die in DE monatlich gezahlten Gemeinschaftssteuern in Mio. Euro, Jan.
1994 — Jan. 2000.
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Abb. 5.1: Die Zeitreihe Steuern

Periodizitaten in Zeitreihen = Die Frequenz

Die Zeitreihe Steuern weist zwei Arten von periodischen Schwankungen auf:

» Quartalsschwankungen mit der Periode P = 3

» jahrliche Schwankungen mit der Periode P = 12.
Diese Periodizitaten haben jeweils die Frequenzen

= A=1/3, d.h. in einem Monat lauft ein drittel Quartalszyklus ab

= A=1/12, d.h. in einem Monat lauft ein zwolftel Jahreszyklus ab.
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Periodizitaten in Zeitreihen = Die Frequenz

Definition 49 (Frequenz). Sei f () eine periodische Funktion mit der Periode P, d.h. f (t + P) =
f (t). Die Frequenz X von f (t) ist der Kehrwert von P

1
A= —.
P

Eine periodische Zeitreihe (y;) besteht aus sich nahezu identisch wiederkehrenden Teilsegmenten
(Zyklen). Die Periode gibt die Lange eines Zyklus an, die Frequenz besagt, wieviele Zyklen in
einer Zeiteinheit ablaufen.

Periodizitaten in Zeitreihen » Die Frequenz

» Viele der folgenden Resultate erlauben eine besonders einfache Interpretation fiir die so
genannten Fourierfrequenzen:

= Das Periodogramm I () ist eine Funktion der Frequenz \. Mit dem Periodogramm kdnnen
die Periodizitaten in einer Zeitreihe aufgedeckt werden. Ein Peak im Periodogramm bei
einer Frequenz \* ist ein Hinweis auf eine mogliche Periodizitat mit Frequenz \*.

Das Periodogramm
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Abb. 5.2: Das Periodogramm der Reihe Steuern

82



5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Das Periodogramm 5.6

Definition 50 (Periodogramm). Das Periodogramm oder Stichprobenspektrum der Zeitreihe
(y¢) ist eine Funktion der Frequenz \

I(N) =N (C\N)+5W)

mit C' (\) die empirische Kovarianz der Zeitreihe (y;) mit der Cosinuswelle (cos (27 At))

= Z Yy — ) cos (2mAL) .

und S () die empirische Kovarianz der Zeitreihe (y;) mit der Sinuswelle (sin (2w \t))

N
1
S (N = Z Y — y) sin (2wAt)

Das Periodogramm 5.7

Die Kovarianzen C'(A) und S (\) wurden mit der folgenden Formel fiir die Kovarianz ermittelt:

Cyx = %Z(yt—?)(%—f)

t=1
| N
= N Zytl’t yzr
N t=1
1« 1 &
= N Zytxt N Zyxt
t=1 t=1
;N
= =D (=7
N t=1
Das Periodogramm = Eigenschaften des Periodogramms 5.8

1. 1(0)=0
2. I(=X)=1(A), d.h. das Periodogramm ist eine gerade Funktion von .
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

3. I(A+1)=1()), d.h. das Periodogramm ist periodisch mit P = 1.
4. I(N\) >0

Aufgrund der Eigenschaften 2. und 3. ist es ausreichend, das Periodogramm im Intervall [0, 0.5]
zu betrachten.

Das Periodogramm 5.9

Das Periodogramm I (\) einer Zeitreihe (y,;) bemisst den Erklarungsgehalt einer harmonischen
Schwingung mit der Frequenz \ fiir die zentrierte Zeitreihe (y; — 7).

» Als harmonische Schwingung bezeichnen wir die Funktion
f(t) = acos (2mAt) + bsin (27 At)

mit a, b € R. Harmonische Schwingungen sind periodisch mit der Frequenz A, bzw. mit
der Periode P =1 /A:

f (t+§> = ajCos (27r)\ (t+ %)) + a9 sin (27r)\ (t+§))

ay cos (2wt 4 27) + ag sin (27t + 27)
= @y cos (2mAt) + agsin (2mAL) .

Das Periodogramm = Das Regressionsmodell mit einer harmonischen Schwingung 5.10

Wir betrachten das lineare Regressionsmodell
Y — Y = acos (2mAt) + bsin (27wAt) + &;. (5.1)

In diesem Modell wird die zentrierte Reihe (y; — 7) mit Hilfe lediglich einer harmonischen Schwin-
gung der Frequenz A erklart. Das geschatzte Modell:

—

Yy — Y = acos (2wt) + bsin (2mAL) .

Die Residuen: R
Er =1y — Y — acos (2wAt) — bsin (27At) .

Das Periodogramm = Das Regressionsmodell mit einer harmonischen Schwingung 5.11

Fir Fourierfreqeunzen A = k /N hat die OLS-Schatzung im Modell (5.1) eine besonders einfache
Darstellung: R
a=2C(\), b=25())
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

und

RSS =

WE
o0

~
I
—

(g —7)* = 2N (C (N> + S (V)?) .

WE

t=1

Der Wert N (C’ ()\)2 + 5 ()\)2) in der Residuenquadratsumme entspricht dem Wert des Periodo-
gramms an der Stelle A, I (\). Daher: je hoher der Wert des Periodogramms I (\) an der Stelle
A, umso besser die Anpassung im Modell (5.1). (Fir Nichtfourierfrequenzen erlaubt I ()\) eine
ahnliche Interpretation.)

Das Periodogramm = Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingun- 5.12
gen

Wir betrachten das lineare Regressionsmodell

T

Y — Y= Z (a; cos (2mA\;t) + b; sin (2w \;t)) + &;. (5.2)

i=1
In diesem Modell wird die zentrierte Reihe (y; — ) mit Hilfe von r harmonischen Schwingungen

der Frequenzen \;, © = 1, ..., r erklart. Das geschatzte Modell:

T

yt/_\y — Z <Eiz- cos (2w \;t) —i—@ sin (27r)\it)> .

=1

Die Residuen: .
&=y —7— 3 (@ cos (2mAit) + bisin 2mAit))
i=1
Das Periodogramm = Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingun- 5.13
gen

Fir Fourierfrequenzen \; hat die OLS-Schatzung im Modell (5.2) eine besonders einfache Dar-
stellung:

~

@ =20(\), bi=25(\)
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

und

RSS = Y &

Das Periodogramm = Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingun-

gen

Tatsachlich lasst sich die Zeitreihe Steuern mit Hilfe der harmonischen Schwingungen mit den
Frequenzen A\; =1/12, A\, =1/6, A3 =1/4 und Ay = 1 /3 gut approximieren. Das geschatzte

Modell ist

J—7 = 1.55co0s(2r\t) — 2.09sin
2mAot) + 2.14 sin
) + 2.35sin
)

0.99 cos
0.61 cos (2w st
7.89 cos (2w A\t

2w \t) +
27 \ot) +
27 A3t) +
2w Aqgt)

+ 0.57sin

Das Periodogramm = Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingun-

gen
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Steuern

Abb. 5.3: Die harmonische Approximation fiir die Reihe Steuern

Das Periodogramm = Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingun-

gen
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Steuern
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Abb. 5.4: Die harmonische Approximation fiir die Reihe Steuern

Das Periodogramm = Das Regressionsmodell mit mehreren harmonischen Schwingun- 5.17
gen

88



5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Abb. 5.5: Die Regressoren fiir die Approximation der Reihe Steuern
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Probleme bei der Interpretation des Periodogramms

Im Folgenden betrachten wir drei Phanomene, welche die Interpretation des Periodogramms

erschweren. Diese Phanomene bezeichnen wir als

1. Aliasing (Maskierung)

2. Leakage (Durchsickern)

3. Harmonics (Oberschwingungen)

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Vorlaufige Anmerkungen
= Wir bezeichnen eine Schwingung (oder allg. eine Periodizitat) als

— kurzwellig, wenn sie eine kurze Periode (kurze "Welle") und somit eine hohe Frequenz

— langwellig, wenn sie eine lange Periode (lange "Welle") und somit eine niedrige Fre-

= Sei (y;) eine Zeitreihe mit einer Periodizitat der Frequenz A. Durch Anwendung der Peri-

hat,

quenz hat.

odogrammeigenschaften erhalten wir

und

I(\)

IO =T(k+N),

(=N =1(k=2M\),
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Dementsprechend haben A\ und ihre so genannten Aliases
E+XN k=X VkeZ

denselben Wert I (\) im Periodogramm. Diese Eigenschaft kann zu einer Maskierung (Ali-
asing) der tatsachlichen Periodizitit der Frequenz A fiihren.

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Aliasing

» Aliasing (Maskierung): Eine Zeitreihe kann nicht kontinuierlich erfasst werden, sondern
sie wird an diskreten Zeitpunkten abgetastet. Daher konnen tatsachliche Periodizitaten
des zugrundeliegenden stochastischen Prozesses oft nicht beobachtet werden. Stattdesen
erscheinen sie als langerwellige Periodizitaten. Bspw. sei (y;) eine Zeitreihe, die zu den Zeit-

punkten t = 1,2,3,..., N beobachtet wurde. In diesem Fall kdnnte eine nicht ganzzahlige
Periodizitat des zugrundeliegenden Prozesses mit Hilfe der Reihe (y;) nicht aufgedeckt
werden.

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Aliasing

= Beispiel: Sei (Y;) ein kontinuierlicher stochastischer Prozess mit einer Periodizitat der
Periode P = 7/6, bzw. A\ = 6 /7. Diese Periodizitdit kann in einer Reihe (y;) mit
t=1,2,3,..., N nicht erfasst werden. Sie hat jedoch die Aliases:

15 8 1
ktA=4...,—— -2 —=
+ { 7 77 77 77

L 27 20 13 618 15
- c 77 7? 77 77777777"' "
6/7

Daher wird uns die Periodizitat der Frequenz A\ =
A=1/7, bzw. P = 7 erscheinen.

» Hauptalias (principal alias) nennen wir den Alias im Intervall [0,0.5]. Im vorigen Beispiel
ist A = 1/7 der Hauptalias.

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Leakage

» Leakage (Durchsickern): bei Vorliegen einer Periodizitat der Frequenz X in der Zeitreihe (y;)
ist der Wert des Periodogramms nicht nur an der Stelle A, sondern auch in einer Umgebung
von \ erhoht.
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

p.steuern$spec
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Abb. 5.6: Das Periodogramm der Reihe Steuern

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Oberschwingungen 5.23

= Das Auftauchen von Oberschwingungen (harmonics): Sei (y;) eine Zeitreihe mit einer Pe-
riodizitdt der Frequenz A. Das Periodogramm von (y;) wird einen Peak an der Stelle A
aufweisen, und zusatzlich auch an den Stellen 2\, 3\, 4, ... Dabei miissen die Frequenzen
2, 3\, 4, ... keine eigentlichen Periodizitaten von (y;) darstellen.

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Oberschwingungen 5.24

» Die harmonischen Schwingungen mit den Frequenzen 2\, 3\, 4)\,... werden als Ober-
schwingungen der harmonischen Schwingung mit der Frequenz \ bezeichnet.

= Sei (y;) eine Zeitreihe mit einer Periodizitat der Frequenz A, bzw. mit der Periode P =1 /\.
Das Auftauchen von Oberschwingungen im Periodogramm von (y;) ist darauf zuriickzu-
fihren, dass die harmonische Schwingung mit der Frequenz \ und ihre Oberschwingungen
eine gemeinsame Periodizitdt mit der Periode P = 1 /X haben. Daher werden sowohl die
harmonische Schwingung der Frequenz A als auch ihre Oberschwingungen einen Beitrag zu
der Erklarung der Reihe (y;) im linearen Modell leisten.

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Oberschwingungen 5.25

Der Datensatz enthalt die monatliche Bierproduktion in Australien, im Zeitraum Januar 1956 —
August 1995.
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich
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Abb. 5.7: Die Zeitreihe Bier

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Oberschwingungen
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

trendbereinigte Bierproduktion
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Abb. 5.8: Die Periodizitat der Reihe Bier

Probleme bei der Interpretation des Periodogramms = Oberschwingungen
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Series: bier.tb
Raw Periodogram

spectrum
30000 40000
I 1

20000
Il

10000
Il

N1 N

T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

frequency
bandwidth = 0.000601

Abb. 5.9: Das Auftauchen von Oberschwingungen dargestellt an der Reihe Bier

5.2 Fouriertransformationen fiir Zeitreihen

Fouriertransformation

Definition 51 (Fouriertransformierte). Sei (a;) eine absolut summierbare Folge. Die Fourier-
transformierte von (a;) ist die Funktion der Frequenz A € R

+oo

F(A) =) ae™ (5.3)

t=—o00

Die Transformation von (a;) in F' () heiBt Fouriertransformation.

Theorem 52 (Inverse Fouriertransformierte). Sei (a;) eine absolut summierbare Folge mit der
Fouriertransformierten F' (). Es gilt die folgende Umkehrung der Fouriertransformation fiir jedes
teZ

0.5 )
a; = / F () e 2 g\,

—-0.5

Die Transformation von F'(\) in (a;) heiBt inverse Fouriertransformation.

Fouriertransformation

= Die Darstellung einer Folge im ,, Zeitbereich” anhand (a;) ist dquivalent zu ihrer Darstellung
im ,,Frequenzbereich” anhand F' ().
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

= Die Fouriertransformierte F' (\) kann als ,,Bild" der Folge (a;) im , Frequenzbereich" inter-
pretiert werden.

Hinweis: Die Fouriertransformation kann mit dem Algorithmus der schnellen Fouriertransforma-
tion (Fast Fourier Transform, FFT) zeiteffizient durchgefiihrt werden.

Fouriertransformation = Eigenschaften der Fouriertransformierten 5.30

1. F(0)=>"_ay, dh. F(0)ist die Summe der Folgeglieder.

t=—00

2. F(=))=F()\), d.h. F (=) ist die komplex Konjugierte von F'()).
3. F(A+1)=F(\), d.h. F'()\) ist periodisch mit der Periode 1.

Aufgrund der Eigenschaften 2. und 3. ist es ausreichend, die Fouriertransformierte F'(\) im
Intervall [0, 0.5] zu betrachten.

Fouriertransformation 5.31
In der Zeitreihenanalyse sind die folgenden Fouriertransformierten wichtig:

= die Fouriertransformierte F' (\) einer Zeitreihe (y;)
und

= die Fouriertransformierte  (\) der empirischen Autokovarianzfunktion (c;).

Die Fouriertransformierte der Autokovarianzfunktion 5.32

Theorem 53 (Zusammenhang zwischen ¢ (7) und I (\)). Sei (y;) eine Zeitreihe mit der empi-
rischen Autokovarianzfunktion (c,). Zwischen der Autokovarianzfunktion (c,) und dem Periodo-
gramm I (\) besteht der folgende Zusammenhang

N-1
I(AN)=cy+2 Z Ccr cos (2TAT)

T=1
oder, aquivalent dazu, in der komplexen Darstellung

N-1
I (/\) _ Z CT€i27r)\7'.

T=—(N-1)

Dieser Satz besagt, dass das Periodogramm I (\) die Fouriertransformierte der Autokovarianz-
funktion (c;) ist.

Die Fouriertransformierte der Autokovarianzfunktion 5.33
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Theorem 54 (Parseval'sches Theorem). Sei (y;) eine Zeitreihe mit der empirischen Autokova-
rianzfunktion (c;) und dem Periodogramm I (\). Mit Hilfe der Umkehrung der Fouriertransfor-
mation erhalten wir

0,5 _
Cr = / T (N) e 2™\,
—0,5

Speziell fir T = 0 erhalten wir die empirische Varianz der Zeitreihe (y;)
0,5
= / I(3)dx. (5.4)
—05

Gleichung (5.4) entspricht einer Verteilung der empirischen Varianz ¢, der Reihe (y;) auf Schwin-
gungskomponenten mit Frequenzen —0.5 < A < 0.5.

Literaturhinweise 5.34
Schlittgen und Streitberg (1999), Zeitreihenanalyse: Kapitel 1.6
Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 6.1, 6.2, 6.3

5.3 Das Spektrum

Die Spektraldichtefunktion 5.35
Das theoretische Gegenstiick zum Periodogramm [ () ist die Spektraldichtefunktion f ().

Definition 55. Sei (Y}) ein stationarer stochastischer Prozess mit absolut summierbarer Auto-
kovarianzfunktion (v,). Die Spektraldichtefunktion oder kurz das Spektrum f (A) von (Y;) ist die
Fouriertransformierte der Autokovarianzfunktion

FO) =D 3™ =42 7y, cos (2mAT) .

T=—00 T=1

Beispiel: Das Spektrum eines White-Noise-Prozesses (&;) mit Varianz Var[e;] = o2 ist konstant

f(\) =02
Die Spektraldichtefunktion m Eigenschaften der Spektraldichtefunktion 5.36
Lf (0) = Z:O:—oo Vr
2. (=0 =1
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

4. f(A) =0
5. f(\) stetig

Aufgrund der Eigenschaften 2. und 3. ist es ausreichend, das Spektrum im Intervall [0,0.5] zu
betrachten.

Die Spektraldichtefunktion 5.37

Theorem 56 (Parseval'sches Theorem fiir die theoretische Autokovarianzfunktion). Sei (Y;) ein
stationdrer stochastischer Prozess mit der Autokovarianzfunktion (v,) und der Spektraldichte-
funktion f (\). Mit Hilfe der Umkehrung der Fouriertransformation erhalten wir

0,5 ‘
o f ()\) 6—227r)\7— d.
—0,5
Speziell fiir T = 0 erhalten wir die Prozessvarianz -y
0,5

Yo = . f () dA. (5.5)

Gleichung (5.5) entspricht einer Zerlegung der Prozessvarianz -y, in Frequenzanteile.

5.4 Lineare Filter im Frequenzbereich

Lineare Filter im Frequenzbereich 5.38

Theorem 57. Sei (X;) ein stationdrer Prozess mit absolut summierbarer Autokovarianzfunkti-
on vx (7) und Spektraldichtefunktion fx (X\). Sei (Y;) der Output eines absolut summierbaren
linearen Filters (a,) angewendet auf (X,)

Y = Z Ay Xty

u

Dann hat (Y;) das Spektrum
Fr ) = [E. (VP fx (V)

mit F, (\) die Fouriertransformierte der Folge (a.,).

Die Fouriertransformierte F, () eines linearen Filters (a,) heiBt Transferfunktion. |F;, (\)| ist die
so genannte Gainfunktion des Filters:

Ga (A) = [Fa (M)].
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Spektrum autoregressiver Prozesse

Sei (g¢) ein White-Noise-Prozess mit Varianz Var[e;] = 02 und (Y}) ein AR[p|-Prozess

aBY,=¢, aB=1-uyB-...—q,B"

Die Spektraldichtefunktion des AR[p]-Prozesses ist

0.2

fyr (\) = .

p
‘1 _ Z au€i27r>\u

u=1

Spektrum autoregressiver Prozesse = Der Ubergang von einem stationiren AR[1]-
Modell zu einem Random-Walk
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Abb. 5.10: Realisationen von AR-Prozessen und einem Random-Walk

Spektrum autoregressiver Prozesse = Der Ubergang von einem stationiren AR[1]-
Modell zu einem Random-Walk
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AR[1], a;= 0.5

AR[1], a;=0.98

Spektrum autoregressiver Prozesse = Der Ubergang von einem stationdren AR[l1]-
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Abb. 5.11: Die empirischen ACF

Modell zu einem Random-Walk
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Abb. 5.12: Die theoretischen Spektren der zugrundeliegenden Prozesse

Spektrum autoregressiver Prozesse

100

5.43



5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

W

T T T
80 100

~
-

@

1]

2 o 4

=4

2

£

B
o~
h
o |
[

T T T
0 20 40 60

~
-

w

=]

I

o)

5

~ ©

=

x©

<
L
|
o~
|

MWW

T
50

o

Spektrum autoregressiver Prozesse

100 150 200

t

02 04 06 08 10

0.0

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

Series wnl

T T T T
0 10 20 30

Series arl

T
40

T
50

T T T T
0 10 20 30

Abb. 5.13:

101

T
40

T
50

spec

spec

1.4

1.2

0.8 1.0

0.6

05 10 15 20 25 30 35 40

00 01 02 03 04 05

f

00 01 02 03 04 05

f

5.44



5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

AR[1], 04= 0.8

ARI[1], o= 0.98

Spektrum autoregressiver Prozesse
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Abb. 5.16:

Spektrum MA[¢|-Prozesse

Sei (g¢) ein White-Noise-Prozess mit Varianz Var[e;] = 02 und (V) ein MA[g|-Prozess
Y, =p8Be, p(B=1-p5B-...—3,B%

Die Spektraldichtefunktion des MA[g]-Prozesses lautet

q
1 — B 67L27‘r)\u
E u
u=1

2

o?.

Iy ()\) =

Spektrum ARMA[p, ¢|-Prozesse
Sei () ein White-Noise-Prozess mit Varianz Var[e;] = 02 und (Y;) ein ARMA[p, q]-Prozess

a(BY, =5 (B e,

mit

aB=1-a;B—...—,B?, p(B=1-p5B-...—5,B"
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Die Spektraldichtefunktion des ARMA[p, ¢]-Prozesses lautet

q 2
1— Z ﬁuei%r)\u
fr (V) = ’ = o’
Y » 2 .
‘1 _ Z auei27r)\u
u=1
Spektrum MA[¢]- und ARMA|p, ¢]-Prozesse 5.49
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Abb. 5.17:
Der Differenzenfilter im Frequenzbereich 5.50

Sei (Y;) ein stochastischer Prozess und (AY;) seine ersten Differenzen
AY,=Y,~Y,,, t=2.3,...,N.
Die Spektraldichtefunktion fiir die ersten Differenzen ist

fay () = 4sin? (7)) fy (N).
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Der Differenzenfilter im Frequenzbereich = Die Auswirkung auf das Random-Walk- 551
Modell
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Abb. 5.18:
Der Differenzenfilter im Frequenzbereich = Die Auswirkung auf die Reihe globtemp 5.52
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Abb. 5.19:
5.5 Spektralschatzung
Spektralschatzung 5.53

Gesucht ist ein konsistenter Schatzer fiir die Spektraldichtefunktion f (\). Zur Erinnerung:
= Sei B}V ein allgemeiner Schatzer fiir einen Parameter 3. Der Schatzer EN heiBt konsistent,
falls
. - 2
i 2| (3 -5) ] =0

= Sei B\N ein asymptotisch erwartungstreuer Schatzer fiir 3. Der Schatzer BN ist dann und
nur dann konsistent wenn gilt

lim Var [EN] = 0.

N—oo
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

5.5.1 Das Periodogramm als Spektralschdtzer

Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Das Periodogramm zeigt ein sehr unruhiges Bild.
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Abb. 5.20: Das Periodogramm der Reihe wnl und das Spektrum des White-Noise-Modells

Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Die GroBenordnung und die Lage von Hauptpeaks werden falsch geschatzt.
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Abb. 5.21: Das Periodogramm der Reihe ar10 und das Spektrum des zugrundeliegenden AR-Modells

Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm 5.56

Die Schatzung durch das Periodogramm ist nicht besser, wenn N groBer gewahlt wird.
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Abb. 5.22: Das Periodogramm der Reihe ar10 fir N = 100 (oben) und N = 200 (unten)

Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Theorem 58. Sei (Y}) ein stochastischer Prozess mit dem Spektrum f (X) und I (\) = Iy (\) das
von einer Realisation (y;) von (Y;) der Lange N berechnete Periodogramm. Das Periodogramm

I (X\) ist asymptotisch erwartungstreu:

lim E[I(A\)]=f(\) fir Ae(0,0.5].

N—oo

Das Periodogramm I (\) hat die asymptotische Varianz

. [ A(N) 0<A<05
i Var{T (A)] = { 2f2(\) A=05

Es gilt
lim Cov[l (\), I ()] =0 fiir A # «a.

N—o0

Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

» Das Periodogramm I (\) ist asymptotisch erwartungstreu. Daher ware das iiber mehrere
Realisationen des zugrundeliegenden Prozesses gemittelte Periodogramm I () ein zuver-
lassiger Schatzer der Spektraldichtefunktion.

= Die Varianz verschwindet fiir N — oo nicht. Daher ist das Periodogramm I () kein
konsistenter Schatzer fiir die Spektraldichtefunktion.

» Die Streuung des Periodogramms ist von der GréBenordnung des Spektrums selbst. Daher
sind die Schatzfehler teilweise erheblich.

= Das Spektrum f () ist eine stetige Funktion. Jedoch zeigt das Periodogramm I () ein
sehr unruhiges Bild, wodurch falsche Peaks vorgetauscht werden konnen. Das liegt an der
Unkorreliertheit der Periodogrammordinaten.

Insgesamt ist eine Beurteilung (iber die Periodizitdten in einer Zeitreihe mit Hilfe des Periodo-
gramms unzuverlassig.

5.59
Nicht konsistente Spektralschatzung mit dem Periodogramm

Theorem 59. Sei (Y;) ein stationdrer stochastischer Prozess, der sich als MA[oo|-Prozess Y; =
> Buet—y darstellen lasst, wobei Y (1 + |u|)|Bu| < oo gilt. Seien f (\) das Spektrum von (Y7)

u=0 u=0
und I (\) = In (\) das von einer Realisation (y;) von (Y;) der Lange N berechnete Periodo-
gramm. Wir betrachten die Fourierfrequenzen A = A\, = k /N, k € Z im Intervall 0 < X\ < 0.5.

= Das Periodogramm I (\) ist asymptotisch exponentiell verteilt mit dem Erwartungswert
fN)
d
I(A) = Ezp|f (N)].

= Fiir Fourierfrequenzen \ # « sind I (\) und I («) stochastisch unabhingig.

5.5.2 Direkte Spektralschatzer

Direkte Spektralschatzer 5.60

Fiir eine zuverlassige Schatzung der Spektraldichtefunktion wird das Periodogramm mit Hilfe
eines gleitenden Durchschnitts geglattet.

Definition 60. Sei (y;) eine Zeitreihe mit dem Periodogramm I (\). Wir bezeichnen als direkten
Spektralschatzer f () der Schatzer

F =Y wd ()\ . %) .

Die Folge der Gewichte (w,), . heiBt diskretes Periodogrammfenster.

111
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» Beispiel: das Daniell-Fenster

1 -
w, = b T fur—qgugq.
0, sonst

Direkte Spektralschatzer = Asymptotische Eigenschaften 5.61

Theorem 61. Sei (Y;) ein stationdrer stochastischer Prozess, der sich als MA[oco|-Prozess Y; =

> Buet—y darstellen ldsst, wobei Y (1 + |u])|Bu| < oo gilt. Seien f (\) das Spektrum von (Y7)
u=0 u=0

und f(A) = fx (), ,
FO) = _Z wal ()\ - %)

ein von einer Realisation (y;) von (Y;) der Lange N berechneter direkter Spektralschatzer mit dem
diskreten Periodogrammfenster (w,), w, = 0 fiir |u| > q. Wir betrachten die Fourierfrequenzen
A= N.=k/N,keZimIntervall 0 < X\ < 0.5. Dann f (\) hat

= den asymptotischen Erwartungswert

lim E[F ()] = £ ()Y w.

N—o0

Direkte Spektralschatzer = Asymptotische Eigenschaften 5.62

Theorem 62. = die asymptotische Varianz

Jim Var[F ()] = ()7 e

= fA(/\) ist die gewichtete Summe von asymptotisch unabhingigen Periodogrammwerten
1

()\ — %) mit
1(A =) Baplf (V)
N xp )
Direkte Spektralschdatzer m Asymptotische Eigenschaften 5.63

= Durch die Wahl der Gewichte (w,) kénnen asymptotisch erwartungstreue und konsistente

Schatzer ]?()\) konstruiert werden. Es gibt insgesamt b = 2¢ + 1 Gewichte (W) _,<,<,
ungleich Null, die bestimmt werden miissen.

112
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» Direkte Spektralschatzer ]?()\) sind asymptotisch erwartungstreu, wenn gilt

Beispiel: der Daniell-Schatzer.

Direkte Spektralschitzer = Asymptotische Eigenschaften

= Um konsistente direkte Spektralschatzer f()\) zu erhalten, ist es wichtig, dass die Anzahl
b = 2q + 1 der Gewichte w,, ungleich Null eine Funktion des Umfangs N ist, b = by. Die
GroBe b = by ist die so genannte Bandbreite des Periodogrammfensters. Direkte Spektral-
schatzer f (\) sind asymptotisch erwartungstreu und konsistent fiir Periodogrammfenster
(wy) mit

dm by =oo und - Jim S =0

Direkte Spektralschitzer = Asymptotische Eigenschaften

Bspw. sind die direkten Spektralschatzer f()\) mit einem der folgenden Periodogrammfenster
und entsprechend gewahlter Bandbreite by = 2qx + 1 konsistent

= das Daniell-Fenster

1 .-
Wy = {4 2N+l fir —gyv <u<gqn
0 sonst

» das Bartlett-Priestley-Fenster

2
3qN (= ir —
w, = { A1 (1 <qN) ) fur —gy <u<gn

0 sonst

Hinweis: Die beiden direkten Spektralschatzer J?()\) haben dieselben asymptotischen Eigenschaf-
ten. Jedoch unterscheiden sie sich in ihren Eigenschaften in endlichen Stichproben.

Direkte Spektralschatzer » Eigenschaften fiir endliche Stichproben

Definition 63. Sei fA()\) ein direkter Spektralschatzer mit dem Periodogrammfenster (w,) mit
> nwu = 1. Wir bezeichnen als aquivalente Bandbreite (EBW) die GroBe

1

EBW [f(A)] “ Vs
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5 Statistische Methoden im Frequenzbereich

Interpretation: Die EBW gibt den Abstand zweier Peaks im Spektrum f(\) an, welche vom

-~

Schatzer f (A) noch getrennt werden konnen.

= Schétzer mit geringer EBW haben eine hohe Auflosungsfahigkeit und somit einen geringen
Bias in endlichen Stichproben. Die EBW ist ein MaB fiir den Bias in endlichen Stichproben.

Direkte Spektralschatzer » Eigenschaften fiir endliche Stichproben

Fir festes N gilt
Bandbreite - Varianz = Konstante

oder genauer dargestellt
2N
N

EBW [f(A)} - Var [f(A)} ~

Das Zielkonflikt der Spektralschatzung: die Bandbreite (und somit der Bias) und die Varianz
konnen nicht gleichzeitig minimiert werden.

» Nachteil des Daniell-Schatzers: er hat eine sehr geringe Varianz, dafiir einen hohen Bias.

= Der direkte Bartlett-Priestley-Schatzer ist aufgrund seines ausgewogenen Verhaltnisses zwi-
schen Bias und Varianz zu bervorzugen.

Direkte Spektralschitzer » Eigenschaften fiir endliche Stichproben

Schatzprozedur:

= Wir wahlen ein diskretes Periodogrammfenster (w,) mit einem ausgewogenen Verhalt-
nis zwischen Bias und Varianz in endlichen Stichproben aus, z.B. das Bartlett-Priestley-
Periodogrammfenster.

= Wir schatzen das Spektrum f () fir verschiedene EBW-Werte.

= Wir bestimmen den EBW-Wert in Abhangigkeit von den gewiinschten Auflésung und Glatt-
heit des geschatzten Spektrums f ().

Direkte Spektralschatzer
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spec

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abb. 5.23: Das theoretische Spektrum fiir das der Reihe ar10 zugrundeliegende Modell

Direkte Spektralschatzer 5.70
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Abb. 5.24: Direkte Spektralschatzungen fiir die Reihe ar10, mit dem Bartlett-Priestley-Periodogrammfenster und
unterschiedlichen EBW-Werte

Literaturhinweise 5.71
Schlittgen und Streitberg (1999), Zeitreihenanalyse: Kapitel 3.1, 3.2, 3.3, 7.1, 7.4.1, 7.4.2
Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 6.4, 6.5

Literaturhinweise = Wiederholung trigonometrische Funktionen und komplexe Zahlen 5.72

Schlittgen und Streitberg (1999), Zeitreihenanalyse: Anhange A, B

Direkte Spektralschatzer » Konfidenzintervall 5.73

Laut Satz (61) ist J?(A) die gewichtete Summe von asymptotisch exponentialverteilten und sto-
chastisch unabhangigen Zufallsvariablen. Wir konnen eine Linearkombination von exponentialver-
teilten und stochastisch unabhangigen Zufallsvariablen mit Hilfe des s-fachen einer y2-verteilten
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Zufallsvariablen nach dem Verfahren von Satterthwaite approximieren. Wir erhalten die Approxi-

mation N
lim f(\) ~sZ mit Z~x2

N—o0

FO Tt (e’

§ = —> . . ==

2 Zuwﬂ, Zuw’g ,

bzw. fiir einen asymptotisch erwartungstreuen direkten Spektralschatzer f()\)

mit

f A 2
s:%-ZwZ, r:Zuwg.

u

Direkte Spektralschdtzer = Konfidenzintervall

oo
Sei (Y;) ein stationarer stochastischer Prozess, der sich als MA[oo]-Prozess Y; = > Buei—u
u=0

darstellen lasst, wobei > (1 + |u|) |5, < oo gilt. Seien f (\) das Spektrum von (Y;) und f()\)

u=0

ein asymptotisch erwartungstreuer direkter Spektralschatzer fiir f (\). Sei A =k /N, k € Z eine
Fourierfrequenz im Intervall 0 < A < 0.5. Wir konstruieren ein (1 — «) x 100%-Konfidenzintervall
fur f (\) wie folgt

-~ r -~ r
lim f()\)- . lim F(A)-
N—o0 ( ) Xffa/Q,r N=o0 ( ) Xa/2,r
mit 5
T =

Direkte Spektralschdatzer = Konfidenzintervall
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Spektrum (Bartlett—Priestley—Fenster, EBW=.2)

s.arl0[, 2]
4
|

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

s.arl0][, 1]
Abb. 5.25: Direkte Spektralschatzung fiir die Reihe ar10, mit Konfidenzband (o = 0.05)

5.5.3 Indirekte Spektralschatzer

Indirekte Spektralschatzer 5.76

Seien (Y;) ein stationarer stochastischer Prozess mit der Spektraldichtefunktion f (\) und ()
eine Realisation von (Y;). Laut Satz (53) besteht der folgende Zusammenhang zwischen dem
Periodogramm I (\) und der empirischen Autokovarianzfunktion (c;)

N-1
I(\) = co+2 Z ¢ CO8 (2TAT)
T=1

N-1

= Z ¢y cos (2mAT) . (5.6)

T=—(N-1)

Indirekte Spektralschatzer 5.77
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= Ein direkter Spektralschatzer ist ein gewichteter Mittelwert des Periodogramms I ()
FO =Y w ()\ - 3)
- N

mit Gewichten (diskretem Periodogrammfenster) (w,).

= Alternativ konnen indirekte Spektralschitzer durch die Gewichtung der Autokovarianzen
(¢;) in (5.6) konstruiert werden

N-1

e Z KrCr oS (2TTAT) .

T=—(N-1)

Die Gewichte (k) bilden das so genannte Lagfenster.

Indirekte Spektralschitzer » Der Newey-West-Schatzer 5.78

Wir betrachten das lineare Regressionsmodell

Y=X0+u (5.7)
mit autokorrelierten Stérungen
Yo 1o IN-1
Cov|u] = '}fl o . ’Y]\TfQ
7.1 Y2 oo 7.0

Sei 0y der OLS-Schatzer im Modell (5.7). Die asymptotische Kovarianzmatrix von By
lim Cov [@N] — Jim — (iXX) h L XEfuu] X (iXX) B
N—o0 N—oo N \ N N N
kann mit Hilfe des Newey-West-Schatzers fiir die GroBe
iy = i XBfu) X
geschatzt werden.

Indirekte Spektralschatzer = Der Newey-West-Schatzer 5.79
Es gilt

"IN_s
Iy =T+ —— (T +T)
=1
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mit I'; die Autokovarianzmatrix vom Lag 7 fiir den multivariaten stochastischen Prozess (xju;),

I, =E [xgut (xgﬂutw)/} .

Dann existiert der Grenzwert

lim Jy = _Z .= f(0),

mit f (0) die spektrale Dichtematrix von (xju;), an der Stelle Null.

Indirekte Spektralschdtzer m Der Newey-West-Schatzer

Der Newey-West-Schéatzer ist der indirekte Spektralschatzer

N-1
f(0) :f0+z <f7+f’7) K,
T=1

mit Bartlett-Lagfenster
o = 1 =55, 1<7r<by+1
0, T>by+1

und Bandbreite des Lagfensters by > 0.

5.5.4 Parametrische Spektralschatzer

Parametrische Spektralschatzer

Schatzprozedur:

= Anpassung eines ARMA|p, q]-Modells

aBY,=5(Be

an die Realisation (y;) von (Y;) und Schatzung der Modellparameter a, . .

und der Varianz des Storterms o2.

.,Ozmﬁh...

, B

» Den parametrischen Spektralschatzer fA()\) erhalten wir durch das Einsetzen der Schatz-

werte Qi,...,Qp, 31,...,5, und % in die theoretische Spektraldichtefunktion fiir den
ARMA[p, q]-Prozess
2
9 ~
‘1 _ Z ﬂuez%r)\u
N u=1 ~
/ (/\) = » 202
‘1 _ Z auei%r/\u
u=1
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Literaturhinweise
Schlittgen und Streitberg (1999), Zeitreihenanalyse: Kapitel 7.2, 7.4.2
Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 6.5
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