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6.1 Das lineare Regressionsmodell

Das lineare Regressionsmodell

Das lineare Regressionsmodell:

Y;g:61$t1+92$t2+...+0kl‘tk+ut t:1,2,...,N
oder in der Matrix-Schreibweise:
Y, 11 T2 o Tik 01 U
Y, Xo1 o2 T2k 0o U2
= +
Yn TN1 TN2 TNk O un
N—— - AN o N
=Y =X =6 =u

bzw.
Y=X0+u

mit Regressand Y, Regressormatrix X und Parametervektor 0. 3

Das lineare Regressionsmodell = Modellannahmen

(i) E[u] =0
a2 0 0
(i) E[uu] = o?Iy = o _ ’
00 ... o

(iii) X ist nicht-stochastisch mit Rang (X) = k.

(iv) Es gibt iiber 6 und o? keine Vorinformation.

Ggf. fir die Anwendung der Maximum-Likelihood-Schatzmethode bzw. fiir das Testen ist die
folgende Annahme erforderlich:

(v) wy ist normalverteilt fir alle t =1,2,..., N.
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6 Regressionsmodelle fiir Zeitreihen

Das lineare Regressionsmodell ® Modellannahme (ii) 6.3

Die Matrix E[uu’] aus der Annahme (ii) ist die Kovarianzmatrix (Varianz-Kovarianz-Matrix)
Cov[u] des Storterms u

Cov[u] = E[(u — E[u]) (u - E[u])'}
Annah:me (i) E[uu’] .
Unter der Annahme (i)

Cov[u] = E[uu'] = oIy

2

sprechen wir von einer skalaren Kovarianzmatrix, da nur die skalare GréBe o= unbekannt ist.

Das lineare Regressionsmodell = Modellannahme (ii) 0.4

Die Annahme (ii) des linearen Regressionsmodells
Cov[u] = E[uu’] = ¢ Iy
besagt, dass
= die Stérvariablen unkorreliert sind
Cov[uus| =0 Vt#s

und dass

= die Varianz der Storvariablen konstant ist

Var[u] = E[v]] = 0%, Vi

Das lineare Regressionsmodell = Der OLS-Schatzer 6.5

Im linearen Regressionsmodell
Y =X0+u

schatzen wir den Parametervektor 6 mit der Methode der kleinsten Quadrate (Ordinary Least
Squares, OLS)
0= (X'X) ' X'Y.

Das lineare Regressionsmodell = Statistische Eigenschaften des OLS-Schatzers 6.6

3Siehe Kapitel 8.3 ,Annahmen im Rahmen des Datenmodells" in Stahlecker, P., Kréh, P. und M. Breitig (2014),
Eine Einfiihrung in das lineare Modell, Skript, Version 2.0, Universitat Hamburg, Hamburg.
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6 Regressionsmodelle fiir Zeitreihen

= Der OLS-Schitzer 0 ist erwartungstreu: ]E[/G\} =0.

= Der OLS—§chétzer 0 ist bester linearer unverzerrter Schitzer fiir 0. Die einzelnen OLS-

Schatzer 0;,1 = 1,2, ...,k haben minimale Varianz in der Klasse aller linearen unverzerrten
Schatzer.
Das lineare Regressionsmodell = Statistische Eigenschaften des OLS-Schatzers 6.7

= Der OLS-Schatzer 8 hat die Kovarianzmatrix

Cov [é} = (X'X)7' X/ Cov[Y] X (X'X) "
= (X'X)' X' Cov[u] X (X'X) "
= (X'X)"' X'E[uv] X (X'X)™

Annaf;’ne (i) 0_2 (X/X)fl X'X (X/X)fl

= o? (X’X)_1 .

= Unter der Voraussetzung normalverteilter Stérungen (u;) gilt
6~ N (e, o? (X’X)_l) .

Auf der Grundlage dieser Verteilung konnen wir im linearen Regressionsmodell testen.

Das lineare Regressionsmodell = Statistische Eigenschaften des OLS-Schatzers 6.8

» Asymptotisch betrachtet ist der OLS-Schatzer 0 schwach konsistent. Diese Eigenschaft
bedeutet, dass fiir alle t = 1,2, ...,k und fiir ¢ > 0 beliebig ausgewahlt gilt

lim P||§; — 6,

N—o0 |:

>€]:O.

Dafiir wird zusatzlich die folgende Annahme bendtigt:

(vi) imy_oe +X'X = Q mit Q positiv definit (p. d.)

Das lineare Regressionsmodell = Zeitreihendaten 6.9
Annahme (ii) wird fiir Zeitreihendaten nicht eingehalten.

Im allgemeinen ist die Abhangigkeitsstruktur des Storterms unbekannt. Wir unterstellen lediglich,
dass der Stérterm stationar ist. *

4Siehe Kapitel 17 ,Nichtskalare Varianz-Kovarianz-Matrix des Stérterms u" in Stahlecker, P., Kréh, P. und M.
Breitig (2014), Eine Einfiihrung in das lineare Modell, Skript, Version 2.0, Universitdit Hamburg, Hamburg.
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Yo M

Cov[u] = E[uu’] = ,Y_l 7

T 2

Wir bezeichnen

Das

2 := Cov|u] .

lineare Regressionsmodell = Zeitreihendaten

Konsequenzen fiir den OLS-Schitzer 6 = (X'X) ™' X'Y:

0 ist weiterhin erwartungstreu

TN-1
YN—-2

Yo

= O ist nicht mehr der beste lineare unverzerrte Schatzer fur 0.

Das

6.2

Der

Sei Oy der OLS-Schatzer auf der Grundlage eines Datensatzes der Lange N. Oy hat die Kovari-

lineare Regressionsmodell = Zeitreihendaten

@ hat die Kovarianzmatrix

Cov [6} — (X'X) X/ Cov]Y] X (X'X) !

= (X'X)"' X' Covlu] X (X'X) "
— (X'X) ' X'E[uu] X (X'X)".

Da wir E[uu’] nicht kennen, kennen wir auch Cov [@} nicht.

Daher kdnnen wir nicht testen.

Losung: wir bestimmen die asymptotische Kovarianzmatrix limy_,,, Cov [GN} und ver-

wenden eine approximative asymptotische Testtheorie.

Der Newey-West-Schatzer

Newey-West-Schatzer

anzmatrix

Cov [éfv} = (X'X)"' X'E[uu] X (X'X)™

N \ N N
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6 Regressionsmodelle fiir Zeitreihen

Wir betrachten die Matrix
1
In = NX'E[uu’] X.

Der Newey-West-Schatzer
1. Man kann zeigen, dass eine nicht-stochastische Matrix J € R**¥ existiert, so dass

N—oo

2. Der Newey-West-Schatzer ist ein schwach konsistenter Schatzer Jy fir J (Newey, W. K.
und West, K. D. (1987), A simple, positive semi-definite, heteroskedasticity and autocor-
relation consistent covariance matrix).

Der Newey-West-Schatzer = Testtheorie auf der Grundlage des Newey-West-Schatzers

Der OLS-Schitzer Oy degeneriert asymptotisch:
: YN T L1
lim COV[GN] —J&g)noo NQ JQ ' =0.

N—oo

Daher betrachten wir die transformierte GroBe /N (@N — 6).

Diese GroBe hat die Kovarianzmatrix

lim Cov [\/N (@N . e)} = lim N%QlJQl — O Q.

N—o0

Der Newey-West-Schatzer » Testtheorie auf der Grundlage des Newey-West-Schatzers

Unter der Voraussetzung normalverteilter Stérungen (u;) gilt
VN (@N — e) 4N (0,Q71IQ7Y.
Der OLS-Schitzer O hat die approximative Verteilung fiir hinreichend groBes N
Oy~ N (e, iQ*JQ-l) .
N

Auf der Grundlage dieser Verteilung konnen wir im linearen Regressionsmodell wieder testen.
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Der Newey-West-Schatzer m 1. Das asymptotische Verhalten von Jy

Der Newey-West-Schatzer » 1. Das asymptotische Verhalten von Jy

Sei I'; die i-te Autokovarianzmatrix fiir den multivariaten stochastischen Prozess (xju;),

1 1
In = NX'E[uu’] X = NE[X’uu'X] =

11 21 *++ ITN1 Uy
T12 T22 -+ ITN2 U2
X'u= _ _
Tik T2k - TNk Un
Ny -~ J/
_ / / .. /
—< X1 Xg XN )

~

1
—E
N

==

t=1 s=1

Fi =E |:X;Ut (xgﬂ-utﬂ-)/] .

ixtut (ZX u)]
i Y E [xju; (X, us)']

1 / 1.\
NE[Xu(Xu)]

/
= E XUy

t=1

Der Newey-West-Schatzer m 1. Das asymptotische Verhalten von Jy

N

FO +F1
1 +I' +Tg
== N +F_2 +F_1
+...
+onir v
N-1

N-1

N —1

i=1
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Der Newey-West-Schatzer m 1. Das asymptotische Verhalten von Jy

Man kann zeigen, dass der folgende Grenzwert existiert:

[e.e]

RSS!

1=—00

wobei J = f (0) gilt, mit f (0) die spektrale Dichtematrix von (xju;), an der Stelle Null (weitere
Ausfiihrungen dazu in Kapitel ,Statistische Methoden im Frequenzbereich").

Der Newey-West-Schatzer » 2. Das Schatzverfahren

Die Autokovarianzmatrizen haben die Eigenschaft I'_; = I',. Daher kénnen wir schreiben

i=—00 =1
Der Newey-West-Schatzer ist
N-1
Iv=To+> (FZ—FF’Z)w,
i=1

mit so genannten Bartlett-Gewichten

o o [ 1<i<hyt]
’ 0, 1>by+1

und Bandbreite by > 0.

6.3 Das Schatzverfahren nach Cochrane und Orcutt

Das Schatzverfahren nach Cochrane und Orcutt

Dieses Schatzverfahren stammt aus Cochrane, D. und Orcutt, G. H. (1949), Application of least
squares regression to relationships containing autocorrelated error terms.

Wir betrachten das lineare Regressionsmodell

Ytzﬁlxﬂ+02xt2+...+9kxtk+ut t:1,2,...,N,

5Siehe Kapitel 5.5 in Shumway und Stoffer (2006).
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wobei die Abhangigkeitsstruktur von (u;) mit Hilfe eines ARMA[p, g|-Modells beschrieben wird

aBu = (B)e;.

Das Schatzverfahren nach Cochrane und Orcutt 6.22

Wir schatzen abwechselnd die Parameter 0, bzw. & und 3 in den folgenden Schritten:

1. Berechnen der OLS-Schatzung 0 fiir den Parametervektor 0, unter den klassischen Annah-
men (als waren die Stérungen u; unkorreliert). Berechnen der OLS-Residuen ;.

2. Anpassung eines ARMA|p, g]-Modells an die Residuenreihe (u;). ML-Schatzung der Para-
meter « und 3 mit den Schatzfunktionen & und .

3. Gesamtschatzung:

= Berechnen der Schatzung 0 fiir den Parametervektor © mit der generalisierten Methode
der kleinsten Quadrate (Generalized Least Squares, GLS).

= Anpassung eines ARMA|p, q]-Modells an die neue Residuenreihe (u;). ML-Schatzung
der Parameter « und B mit den Schatzfunktionen & und (3.

Der Schritt 3. kann wiederholt werden, bis sich die Losungen @ o und E stabilisiert haben.

Das Schatzverfahren nach Cochrane und Orcutt = Das GLS-Schatzverfahren 6.23

Wir wollen die Parameter 6;, i = 1,2, ...,k im linearen Modell

Y =012 + Osxpo+ ...+ Oy +uy mit a(Bu, = (B e

schatzen. Durch Invertieren des linearen Filters 5 (B) erhalten wir

c(Bu=¢ mit c(B)= %

=

und weiter

C(B)Y;g = Qlc(B) Ty + 626(]3) Tio+ ...+ ch(B) Tk + C(B) Uy <

Y;g = 9@” + 92%215 + ...+ Hk%kt + &;. (61)

Im linearen Modell (6.1) wird Annahme (i) wieder eingehalten. Der OLS-Schatzer 6 im Modell
(6.1) ist der GLS-Schatzer fiir das Ausgangsmodell.

Literaturhinweise 6.24
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Stahlecker, P., Kroh, P. und M. Breitig (2018), Eine Einfiihrung in das lineare Modell, Skript,
Version 2.0, Universitat Hamburg, Hamburg, Kapitel 8.3, 17

Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 2.3, 9.1

Shumway und Stoffer (2011), Time Series Analysis and Its Applications, Kapitel 5.6

6.4 Transferfunktionsmodelle

Transferfunktionsmodelle 6.25

Ein Transferfunktionsmodell ist ein lineares Regressionsmodell mit stochastischen Regressoren
und autokorrelierten Stérungen. Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden das Modell
mit nur einem stochastischen Regressor, dem stochastischen Prozess (X;). Sowohl X; als auch
seine zeitlichen Verzogerungen X;_,,, u > 1 Giben Einfluss auf Y; aus.

Y, = nXi+umXiag+mXio+ .. +tu &
}/; = UV (B) Xt + Ut

Transferfunktionsmodelle 6.26

= Die Folge der Gewichte (1,) heiBt Transferfunktion. Diese kann endlich: (1,),,, oder
unendlich: (1,),5, sein. Die Entscheidung fiir eine endliche oder eine unendliche Transfer-
funktion und ggf. die Bestimmung der Ordnung o erfolgen im Rahmen der Identifikation.
In dieser Vorlesung werden nur endliche Transferfunktionen (v,),., ., betrachtet.

= (X}) und (u;) werden als stochastisch unabhangig angenommen.
(X:) ist ein ARMA[p, q]-Prozess, a (B) X; = 3 (B) &:.

= (u) ist ein ARMA[p*, ¢*|-Prozess, o* (B) u; = * (B) }.
(

Y};) nennen wir auch Output und (X;) Input der Transformation v (B).

Das Schatzverfahren 6.27
Wir schatzen abwechselnd die Parameterv = ( vy 11 ... 1, ),bzw. &* = (o of ... o)
und B* = ( Bf B35 ... B ) in den folgenden Schritten:

. ldentifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion (v, ). Berechnung der Residuen
@t = Y — /V\(B) Tt.

Il. Anpassung eines ARMA[p*, ¢*]-Modells an die Residuenreihe (%;). Schatzung der Parameter
o* und (3*.
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[Il. Gesamtschatzung des Transferfunktionsmodells unter Beriicksichtigung der Struktur der
Transferfunktion (1) gemaB I. und des ARMA[p*, ¢*]-Modells fiir (u;) gemaB II.

l. Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion = Kreuzkovarianz- und 6.28
Kreuzkorrelationsfunktion

Die theoretischen Momente:

= die theoretische Kreuzkovarianzfunktion
vxy (7) = E[(Xpr — px) (Y — piy)]
Es gilt

Yxy (—=7) = E[(Xi—r —pux) (Ve — py)] = E[(Y; — py) (Xi—r — pix)]
= E[(Yiir —py) (Xi — px)] = 1wx (7).

= die theoretische Kreuzkorrelationsfunktion (CCF)

T) = fYXY(T) mi Xy \—T) = pyx \T
pxy (7) A OEM) t pxy (—=7) = pyx (7)

Wir betrachten nur gemeinsam stationare Prozesse (X;), (Y;), fir welche die theoretischen Kreuz-
momente vom Lag 7, jedoch nicht vom Zeitpunkt ¢ abhangig sind.

l. Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion = Kreuzkovarianz- und 6.29
Kreuzkorrelationsfunktion

Die empirischen Momente:

» die empirische Kreuzkovarianzfunktion
1 N—1 — _
Fxy (1) = { N =1 (4r =) (y —y), 720
N imir (@ —T) (e —7), T<0

» die empirische Kreuzkorrelationsfunktion (CCF)

xy (7)
Fx (0) 7y (0)

pxy (1) =

131



6 Regressionsmodelle fiir Zeitreihen

I. ldentifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion = White-Noise-Input

Die Transferfunktion (v,) fir ein Modell mit Input (¢,) White-Noise kann mit Hilfe der theoreti-
schen CCF zwischen dem Input und dem Output bestimmt werden:

[
vy = —pay (=)

Dementsprechend kann (v,,) aus den Daten (&;) und (y;) geschatzt werden

. Oy ..
— a—jpgy (—7).

I. Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion = White-Noise-Input

= Wenn (g;1,) und (Y};) unkorreliert sind, so hat die CCF p.y (7) die folgende approximative
Verteilung fir N hinreichend groB3

~ ~ 1
Pey (T) = N (O, N) :
In diesem Fall liegen die Realisationen von p.y (7) mit 95% Vertrauenswahrscheinlichkeit

innerhalb des approximativen Schwankungsintervals +1.96 /\/N und wir schatzen v, = 0.

= Eine Realisation von p.y (7) auBerhalb vom Interval i1.96/\/ﬁ deutet auf einen statis-

tisch signifikanten Einfluss des Inputs (e;y,) auf (Y;) (5% Irrtumswahrscheinlichkeit). In
diesem Fall schatzen wir U, = 2-p.y (1) # 0.

I. ldentifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion = White-Noise-Input

Fir allgemeine Transferfunktionsmodelle mit beliebigem Input (X;) muss der Input (X;) so gefil-
tert werden, dass ein White-Noise-Prozess ensteht. Dies erfolgt durch Anpassung eines ARMA|p, ¢|-
Modells, a (B) X; = 5 (B) &, und anschlieBende Filtration:

]
=z

c(BX,=¢ mit ¢(B) =

@
=

(

Analog wird das Transferfunktionsmodell transformiert:

Y, = v(BXi+w <
c(BY, = v(Bc(B X+ c(B) u. (6.2)
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Das transformierte Modell (6.2) hat den Output (¢ (B) Y;) und den Input (c (B) X;) White-Noise.
Wir bestimmen (1) im Rahmen des transformierten Modells (6.2) auf der Grundlage der CCF
zwischen Input und Output.

I. Identifikation und vorlaufige Schatzung der Transferfunktion 6.33

1. Anpassung eines ARMA[p, ¢]-Modells an die zentrierte Reihe (), o (B) X; = 5 (B) €. Der
ARMAI[p, q]-Prozess (X;) hat die MA[oo]-Darstellung

=

Q

c(BX;=¢ mit ¢(B= E—

=@

2. Filtern der Reihe (x;) mit dem Filter ¢ (B). Diese Transformation wird als Prewhitening
bezeichnet. (Die gefilterte Reihe (z;) entspricht den Residuen aus 1.: ¢(B) z; = &;.)

3. Filtern der Output-Reihe (y;) mit dem Filter ¢ (B): ¢(B) y; = 4.

4. Bestimmen der CCF von (&;) und (¥;) und Schatzung der Transferfunktion

Il. Anpassung eines ARMA[p*, ¢*]-Modells an die Residuenreihe (u;) 6.34

= Wir bilden die Residuen
u =y, — v (B xy.

= Wir passen ein ARMA[p*, ¢*]-Modell
o’ (Byu, = 5% (B eg

an (4;) an und schatzen die Parameter o* und 3*.

I1l. Gesamtschatzung des Transferfunktionsmodells 6.35

Wir schatzen die Parameter v, o und 3* im gesamten Modell
Yi=v(B)Xi+u mit o (Bu =08 (Be;

unter Beriicksichtigung der Spezifikation fiir die Transferfunktion (v,) aus |. und des unter II.
spezifizierten ARMA[p*, ¢*]-Modells fiir die Stérungen(u;).

Literaturhinweise 6.36

Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 9.3
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6.5 Interventionsanalysen

Interventionsanalysen 6.37

Interventionsmodelle stellen einen Sonderfall der Regression mit autokorrelierten Stérungen dar:

=Y vl utu t=12. N
u=0

Die Intervention ist ein Ereignis, das auf das Niveau der beobachteten Zeitreihe eine kurzfristige
oder auch eine langandauernde Auswirkung hat.

Interventionsanalysen = Fallbeispiel Installation von privaten Telefonanschliissen 6.38

Der Datensatz stammt aus Martin, Samarov und Vandaele (1983), Beobachtungszeitraum: Januar
1966 — Mai 1973.

Inst. privater Tel.anschliisse (in Tsd.)
40000 50000 60000 70000
1 1 1 1

30000
I

20000
I

10000
I

1966 1968 1970 1972

Jahr

Abb. 6.1: Die Zeitreihe resex

Interventionsanalysen = Fallbeispiel Verkehrsunfalle 6.39

Die monatlichen Anzahlen der Verkehrsunfalle mit Personenschaden in Deutschland, Januar 1974
— Juni 1997.
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Anzahl Verkehrsunfalle
30000 35000 40000
1 1 1

25000
I

20000
I

15000
I

1975 1980 1985 1990 1995

Jahr

Abb. 6.2: Die Zeitreihe Unfall

Interventionsanalysen 6.40
Die Hauptziele einer Interventionsanalyse sind:

» Bestimmung des Interventionseffektes

» Einbauen des Effektes in das Zeitreihenmodell

= Prognosen mit dem resultierenden Modell

Interventionsanalysen 6.41

Die Regressoren I;, I;_1,1;_5,... haben eine eigenstandige Struktur. Ihre Struktur und die Folge
der Gewichte (v, )bestimmen, wie der Einfluss auf die beobachtete Reihe wirkt.

Ist die Form der Intervention bestimmt, so ist die Schatzung der Parameter v, ein Regressions-
problem mit einem ARMA-Storprozess (u;).

Form der Intervention 6.42

» Die Intervention ist ein Impuls zum Zeitpunkt t,:

1 firt =t _Jw firu=0
[t_{ 0 sonst und V“_{O sonst
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= Die Intervention ist ein Impuls zum Zeitpunkt ¢y, der nachklingt:

1 firt=+t, w-vt firu>0
Iy = und v, =
0 sonst 0 sonst

» Die Intervention bewirkt einen Niveaushift zum Zeitpunkt t,:

I — 0 fﬂl’t<t0
Y1 furt >t

Vorgehensweise bei einer Interventionsanalyse

1. Form der Intervention und entsprechende Zeitreihe I; erzeugen
2. ARIMA-Modell fir den Abschnitt der Zeitreihe vor Intervention identifizieren

3. Geeignete Gesamtschatzung mit dem Verfahren nach Cochrane und Orcutt

Literaturhinweise

Schlittgen (2015), Angewandte Zeitreihenanalyse mit R: Kapitel 9.2
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